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高 兴 地 听 到 分 形 在 中 国 激 起 了 人 们 的 广泛 兴趣 ,现在 我 的 书 
又 译 成 了 中 文 ,这 将 促使 这 部 分 人 更 大 的 兴趣 并 使 他 们 更 容易 地 
得 到 满足 。 很 遗憾 ,因为 我 甚至 连 一 个 中 文字 都 不 懂 , 更 不 能 欣赏 
新 出 版 的 中 译本 了 (也 不 能 帮助 译 者 校 核 他 们 工作 的 正确 性 )。 但 
是 这 些 书 中 的 插图 说 明了 一 个 不 寻常 的 经 历 。 的 确 ,我 的 许多 著 
作 不 是 一 种 用 文字 组 成 的 语言 写成 的 ,这 是 一 种 形状 的 语言 ,是 一 
种 我 已 经 具有 创造 者 特权 的 语言 ,而 形状 语言 是 不 需要 翻译 的 
语言 ! 

分 形 语言 和 “ 老 的 ” 欧 几 里 得 语言 为 完全 不 同 的 目标 服务 。 但 
是 许多 人 告诉 我 ,他 们 发 现 新 语言 是 用 眼睛 的 ,更 加 容易 。 而 且 ， 
这 种 新 语言 具有 国际 特征 , 它 把 “国家 ”( 如 中 国 和 美国 ) 扩 展 到 通 
常 发 现 是 很 难 交 流 的 不 同 的 “国家 ”类 ,如 数学 家 王国 、 物 理学 家 王 
Wee 其 至 还 有 艺术 家 王国 。 的 确 ,在 我 的 一 生 中 ,在 不 同 的 阶 
段 , 曾 经 在 几 个 领域 中 工作 并 对 其 作出 贡献 ,我 为 此 感到 自 索 。 因 
此 ,物理 学 家 最 初 形成 的 想法 经 常 是 提出 一 种 被 称 为 “ 纯 数 学 的 ” 
新 猜想 。 另 一 些 想 法 原本 想 说 明 一 个 简单 的 数学 公式 , 却 被 某 些 
新 东西 增加 到 物理 学 家 为 理解 大 自然 所 需要 的 库存 或 工具 箱 中 
去 。 来 自 物理 学 和 数学 的 想法 ,如 果 认 真 地 观察 并 且 明确 地 执行 
的 话 ,就 常常 成 为 心灵 中 看 得 见 的 美 。 

注意 到 我 这 些 想法 始 于 非常 实用 主义 的 原因 是 很 有 意义 的 。 
数 十 年 前 ,用 来 表达 我 思想 的 词汇 在 几 个 不 同 知 识 领 域 里 都 还 不 
能 被 人 们 理解 ,我 就 决定 尝试 并 使 我 的 同事 们 信服 ,办 法 是 通过 他 
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们 的 眼睛 直接 进入 他 们 的 思想 。 长 期 以 来 ,至 少 在 我 的 西方 文化 
中 ,眼睛 通常 不 被 科学 所 信任 ;事实 上 ,对 于 许多 科学 家 来 说 ,眼睛 
是 恶 惧 和 决心 的 对 象 。 举 例 来 说 ,歌德 的 伟大 歌剧 浮 士 德 的 第 工 
卷 , 在 其 著名 的 一 场 剧 中 ,魔鬼 靡 非 斯 特 穿 了 浮 士 德 博士 (一 位 老 
教授 ) 的 外 套 , 对 一 位 被 吓 怕 的 学 生 描 述 了 各 门 课程 大 岗 , 他 用 对 
两 种 文化 的 精彩 描述 作为 结论 (第 2038 ~ 2039 行 ): 


亲爱 的 朋友 ,一 切 理论 都 是 灰色 的 ， 
而 生命 的 金色 之 树 是 长 青 的 。 


近 两 个 世纪 以 来 ,理论 家 们 有 各 种 理由 拒 不 承认 这 位 魔鬼 的 
智慧 ,而 许多 数学 家 和 物理 学 家 继续 以 灰色 为 自 索 ,但 是 新 的 工 
具 一 一 计算 机 已 经 到 来 , 它 使 分 形 几 何 学 可 能 而 且 已 经 帮 有 我 确认 ， 
魔鬼 不 再 必然 是 正确 的 。 老 的 理论 一 一 它 的 灰色 似乎 已 经 无 可 指 
责 ( 在 某 些 情形 下 它 已 被 一 个 世纪 的 评论 所 证 实 ) 一 一 已 经 证 明 会 
产生 出 各 种 图 样 ,但 被 认为 是 深奥 莫 测 的 生命 和 大 自然 的 伪造 品 。 

分 形 几何 学 的 惊奇 之 一 是 有 助 于 把 眼睛 带 回 到 曾 被 排除 出 的 
科学 著作 中 。 欢 迎 回来 ! 

RRB Rp y 
+ 耶鲁 大 学 ”1997.1.9 


又 及 。 

自 最 早 的 英文 版 本 于 1982 年 问世 以 来 ,在 1981 ~ 1991 年 的 十 
年 间 已 经 出 现 了 大 和 量 的 分 形 应 用 工作 。 因 此 ,应 当 对 著作 中 的 某 
些 内 容 作 些 更 新 ,我 已 要 求 译 者 把 我 所 了 解 的 有 关 分 形 的 著作 和 
我 自己 自 1981 年 以 来 出 版 的 全 部 论文 插入 到 文献 中 去 。 由 于 其 
中 的 许多 论文 即使 在 西方 也 是 难以 获得 的 ,而 在 中 国 是 不 可 能 得 
到 的 。 为 此 ,我 们 把 由 Springer-Verlag 正在 出 版 的 几 本 书 放 在 
“Benoit B. Mandelbrot 选集 ”的 标题 下 ,他 们 将 收集 许多 我 的 出 版 
物 、 一 些 译 著 和 以 前 未 曾 出 版 的 各 种 著作 。 对 包括 在 这 些 书 中 的 
论文 将 在 文献 中 标 以 记号 S。 
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前 S 


本 书 基于 并 大 部 分 替代 了 我 于 1977 年 所 写 的 书 :《 分 形 : 形 、 
机 遇 和 维 数 》, 而 后 者 又 基于 并 大 部 分 替代 了 我 于 1975 年 所 写 的 
法 文书 :《 分 形 : 形 .机 过 和 维 数 》。 每 个 版 本 都 具有 新 的 风格 一些 
删节 和 大 量 重 写 ,这 些 几乎 影响 到 每 一 章节 ,有 些 补充 涉及 我 以 前 
的 工作 ,而 (最 重要 的 ) 详 细 补 充 则 涉及 新 的 发 展 。 

沃 斯 (Voss, R. F. ) 对 1977 年 的 书 和 本 书 作出 了 实质 性 的 贡 
R ,特别 是 绘制 ,而 今 又 重新 绘制 了 分 形 图 片 .大 多 数 地 形 图 以 
及 行星 图 。 本 书 中 许多 新 的 引 人 注 目的 图 画 由 诺顿 (Norton，V， 
A. ) 编 制程 序 。 

其 他 宝贵 的 长 期 紧密 协作 者 有 :计算 机 绘图 方面 的 汉 德 尔 曼 
(Handelman, S. W.) AK BLA (Laff, M. R.) ,编辑 和 打字 方 
面 的 迪 特 里 希 (Dietrich，H. C.) 和 尔后 的 里 兹 尼 巧 克 (Riznychok， 
J. T.)o 

在 卷 末 的 文献 目录 之 后 ,还 将 分 别 对 计算 机 绘图 的 程序 设计 
者 和 其 他 特殊 帮助 者 致谢 。 

我 深 深 地 感谢 支持 我 的 研究 和 写作 的 国际 商用 机 器 公司 华 特 
AE (Watson, T. J. ) 研 究 中 心 。 当 我 的 书 还 在 虚无 票 小 之 中 时 , 作 
为 小 组 负责 人 、 部 门 领导 人 ,而 现在 是 研究 主任 的 IBM 公司 副 总 
裁 戈 莫 利 (Gomory, R. E. ) 就 设想 了 保护 和 承诺 写 这 本 书 的 方式 ， 
而 现在 ,更 给 予 我 所 需要 的 一 切 支持 。 

我 的 第 一 篇 科学 论文 发 表 于 1951 年 4 月 30 日 。 多 年 来 , 许 
多 人 觉得 我 的 每 项 研究 所 选择 的 方向 都 不 相同 。 但 这 种 表面 上 的 
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无 序 性 只 是 一 种 错觉 ,在 其 背后 有 明确 的 统一 目标 ,本 书 及 以 前 的 
两 个 版 本 正 是 试图 阐明 这 个 目标 。 到 沙 成 塔 ,我 的 大 多 数 工作 成 
了 一 门 新 学 科 的 产 前 阵痛 。 
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为 什么 几何 学 常常 被 说 成 是 “冷酷 无 情 " 和 ”枯燥 乏味 的 ? 原 
因 之 一 在 于 它 无 力 描写 云彩 .山岭 海岸 线 或 树木 的 形状 。 云 彩 不 
是 球体 .山岭 不 是 锥 体 、 海 岸 线 不 是 圆周 、 树 皮 并 不 光滑 .闪电 更 不 
是 沿 着 直线 传播 的 。 

更 为 一 般 地 ,我 要 指出 ,自然 界 的 许多 图 形 是 如 此 地 不 规则 和 
支离破碎 ， 以 致 与 欧 几 里 得 (Euclid) (几何 
来 称呼 所 有 标准 的 几何 学 相 比 ,自然 界 不 只 具有 较 高 程度 的 
复杂 性 ,而 且 拥 有 完全 不 同 层次 上 的 复杂 度 。 在 实际 应 用 上 自然 
界 图 形 的 长 度 , 在 不 同 标 度 下 的 数值 都 是 无 限 的 。 

这 些 图 形 的 存在 ,激励 着 我 们 去 探索 那些 被 欧 几 里 得 搁置 在 
一 边 ,被 认为 是 “无 形状 可 言 " 的 形状 ,去 研究 “无 定形 "的 形态 学 。 
然而 数学 家 们 成 视 这 种 挑战 ,他 们 越 来 越 多 地 选择 了 , 想 出 种 种 与 
我 们 看 得 见 或 感觉 到 的 任何 东西 都 无 关 的 理论 ,来 逃避 大 自然 。 

作为 对 这 个 挑战 的 回答 ,我 构思 和 发 展 了 大 自然 的 一 种 新 的 
几何 学 ,并 在 许多 不 同 领域 中 找到 了 用 途 。 它 描述 了 我 们 周围 的 
许多 不 规则 和 支离破碎 的 形状 ,并 通过 鉴别 出 一 一 族 我 称 为 分 形 的 
形状 ,创立 了 相当 成 熟 的 理论 。 最 有 用 的 分 形 涉及 机 过 ， 无 论 是 它 
的 规则 性 还 是 不 规则 性 都 是 统计 意义 上 的 。 而 且 这 里 所 述 的 形状 
还 是 趋 于 有 标 度 的 ,这 意味 着 其 不 规则 程度 和 /或 支离破碎 程度 ， 
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在 所 有 不 同 的 标 度 下 都 是 等 同 的 。 分 形 ( 豪 斯 多 夫 ) 维 数 的 概念 在 
本 书 中 起 着 核心 作用 。 

某 些 分 形 集合 是 曲线 或 曲面, 另 一 些 则 是 互 不 连接 的 “尘埃 ”， 
还 有 -- 些 的 形状 是 如 此 地 奇怪 ,以 致 无 论 在 科学 或 艺术 中 都 找 不 
到 合适 的 术语 来 称呼 它们 。 我 们 鼓励 读者 现在 就 浏览 一 下 书 中 的 
插图 ,看 看 它们 是 什么 样子 。 

这 些 图 中 有 许多 形状 是 以 前 从 未 考虑 过 的 , 另 一 些 则 表示 菜 
些 已 知 的 构造 方式 ,但 常常 也 是 第 一 次 作出 的 。 事 实 上 ,虽然 分 形 
几何 学 出 现 于 1975 年 ,但 它 的 许多 工具 和 概念 却 在 以 前 (完全 不 
同 于 我 的 各 种 目的 ) 就 发 展 起 来 了 。 通 过 把 旧 石 料 砌 人 新 结构 ,分 
形 几何 学 能 够 “借用 "非常 广泛 而 又 严格 的 基础 ,很 快 引出 数学 中 
的 许多 引 人 注目 的 新 闻 题 。 

尽管 如 此 ,本 书 仍 恪守 其 宗旨 , 既 不 追求 抽象 性 也 不 追求 一 般 
性 , 它 既 不 是 教科 书 也 不 是 数学 专著 。 尽 管 本 书 很 厚 ,我 却 把 它 看 
成 一 本 科学 随笔 ,因为 它 是 用 个 人 的 观点 写成 的 ,并 不 追求 尽 善 尽 
美 。 像 许多 文艺 随笔 一 样 , 常 会 兴 之 所 至 , 离 题 闲 扯 。 

这 种 不 拘 形式 的 行文 或 许 能 使 读者 增加 兴趣 ,更 易 理解 。 本 
书 中 有 许多 数学 上 “驾轻就熟 ”的 内 容 ,特别 在 结 必 之 处 。 读 者 不 
妨 浏览 和 跳 过 一 些 段落 ,至 少 在 头 一 二 次 阅读 时 。 


H 标 
本 书 集 不 同学 科 的 众多 分 析 于 一 体 , 促 进 了 一 种 新 的 数学 和 


哲学 的 综合 。 因 此 , 它 既 是 范例 集 ,又 是 宣言 书 。 而 且 , 它 还 揭示 
了 一 个 富 于 艺术 美的 全 新 世界 。 


科学 范例 集 


医生 和 律师 各 用 “病例 集 ”" 和 “案例 集 "来 称呼 有 一 个 共同 题目 
的 实际 病例 和 案例 的 汇编 。 而 科学 上 尚 无 相应 的 专门 名 词 ,因此 
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我 建议 也 应 用 “范例 集 ” 这 个 名 词 。 重 要 的 范例 需 倍加 注意 ,而 稍 
次 的 也 应 给 予 评述 :通常 可 利用 先例 而 缩短 讨论 。 

有 一 个 范例 的 研究 ,涉及 一 个 极 著名 的 数学 方法 在 一 种 众 所 
周知 的 自然 现象 中 的 杰出 应 用 , 即 物理 学 中 布朗 (Brown，R. ) 运 动 
的 维 纳 (Wiener，N. ) 几 何 模型 。 使 人 惊讶 的 是 ,我 们 遇 到 的 并 非 
维 纳 方法 的 新 的 直接 应 用 。 根 据 这 种 理论 ,在 我 们 所 处 理 的 各 种 
复杂 程度 较 高 的 现象 中 ,布朗 运动 只 是 一 种 特殊 情况 ,一 种 极其 简 
单 且 无 结构 的 情况 。 然 而 ,我 们 还 是 把 它 包括 在 内 ,因为 许多 有 用 
的 分 形 来 自 布朗 运动 的 某 种 谨慎 的 修正 。 

另 一 些 范例 研究 则 主要 报道 我 本 人 的 工作 、 分 形 的 雏形 及 其 
拓展 (一 些 学 者 对 本 书 的 1975 年 和 1977 年 版 本 所 作 反 应 )。 有 些 
范例 与 到 处 可 见 的 山脉 和 类 似 物体 的 现实 世界 相关 ,从 而 最 终 实 
现 了 术语 几何 长 久 以 来 所 许诺 的 内 容 。 但 某 些 范例 述 及 亚 微观 的 
集合 物 一 一 物理 学 的 主要 研究 对 象 。 

实质 性 的 论题 有 时 是 深奥 的 。 另 外 ,即使 论题 是 熟知 的 , 它 的 
几何 方面 也 尚未 被 适当 地 探讨 过 。 对 此 值得 重 温 庞 加 莱 
(Poincaré, H. ) 的 评论 :有 些 问题 是 人 们 选择 提出 的 ,而 另 一 些 则 是 
自行 提出 的 。 如 果 一 个 问题 老 是 被 提出 而 无 反响 ,那么 它 势必 遗 
留 给 下 一 代 。 

由 于 这 个 困难 ,前 几 版 的 书 中 强调 指出 ,分 形 方法 既是 有 效 的 
又 是 “自然 "的 。 人 们 不 仅 不 应 该 抵制 它 ,还 应 该 因为 长 期 没有 它 
居然 也 还 行 得 通 而 感到 惊讶 。 又 为 了 避免 不 必要 的 争议 ,在 我 的 
早期 版 本 里 尽量 缩小 以 下 两 者 之 间 的 不 连续 性 :对 于 标准 的 和 其 
他 已 发 表 的 材料 的 说 明和 用 新 的 理论 以 及 我 自己 的 思想 和 结果 所 
作 的 说 明 。 相 反 ,在 本 书 中 我 却 清楚 地 予以 挑 明 。 

最 应 强调 的 是 ,我 并 未 把 分 形 观点 看 成 是 万 灵 妙 方 ,每 个 范例 
研究 都 应 根据 它 所 在 领域 内 的 准则 来 加 以 检验 ,也 就 是 ,多 半 是 基 
于 它 在 组 织 .说 明和 预测 方面 的 威力 ,而 不 是 作为 数学 结构 的 一 个 
例子 。 因 为 每 一 个 范例 研究 都 必须 化 简 以 使 它 成 为 纯粹 技术 性 的 
问题 ,读者 若 要 了 解 详情 ,可 查阅 其 他 文献 。 因 此 (如 像 文献 
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d’ Arcy Thompson 1917 那样 ) ,本 书 从 头 至 尾 都 是 序言 性 的 。 任 何 
有 更 多 期 望 的 专家 都 将 感到 失望 。 


宣言 书 :大 自然 的 几何 学 具有 分 形 的 面貌 


现 把 下 面 这 些 序言 放 在 一 起 ,理由 在 于 其 中 每 一 段 都 帮助 人 
们 理解 其 他 各 段 ,因为 它们 享有 共同 的 数学 结构 。 戴 森 (Dyson， 
F.J. ) 对 我 这 个 题目 给 出 了 一 个 有 说 服 力 的 总 结 。 

“分 形 这 个 词 是 曼 德 布 罗 特 (Mandelbrot，B.B.) 发 明 的 , 它 把 
那些 在 纯 数 学 的 发 展 中 起 过 历史 性 作用 的 一 大 类 对 象 放 在 一 个 标 
题 下 。19 世纪 的 经 典 数学 与 20 世纪 的 现代 数学 为 一 个 巨大 的 思 
想 革命 所 分 隔 。 经 典 数学 扎根 于 规则 的 欧 几 里 得 几何 结构 和 牛顿 
(Newton, 1. ) 的 连续 演化 动力 学 。 现 代数 学 开始 于 康 托 ( Cantor, 
GC.) 的 集合 论 和 皮 亚 诺 (Peano,G. ) 那 充满 空间 的 曲线 。 在 历史 
上 , 草 命 的 出 现 是 由 于 发 现 了 不 适合 欧 几 里 得 和 牛顿 模式 的 数学 
结构 。 这 些 新 的 结构 曾 被 看 作 是 “病态 的 "……' 是 “怪物 的 画廊 ”， 
是 立体 派 绘画 艺术 和 无 音调 音乐 的 近亲 ,因为 它们 在 几乎 相同 的 
时 期 内 破坏 了 艺术 中 固有 的 欣赏 标准 。 创 造 怪 物 的 数学 家 们 认为 
这 些 怪物 是 重要 的 ,因为 它们 说 明了 纯粹 数学 世界 包含 着 远 远 超 
过 在 自然 界 中 能 看 到 的 简单 结构 的 极 大 可 能 性 。20 世纪 数学 的 
繁荣 在 于 它 相 信和 完全 超越 了 由 自然 根源 所 加 的 限制 。” 

现在 ,正如 曼 德 布 罗 特 所 指出 的 …… 大 自然 同 数学 家 开 了 一 
个 玩笑 。19 世纪 的 数学 家 也 许 缺 乏 想象 力 ,然而 大 自然 却 并 非 如 
此 。 与 数学 家 为 了 逃脱 19 世纪 的 自然 主义 而 发 明 的 结构 相同 的 
病态 结构 , 却 是 环绕 我 们 的 熟知 物体 中 所 固有 的 。 "9 

简 言 之 ,我 证 实 了 帕斯卡 (Pascal，B. ) 的 观察 :人 的 想象 力 总 
是 先 于 大 自然 而 疲 竭 。 


(D 418 Freeman Dyson, Characterizing Imregularity( 刻 划 不 规则 性 ) ,Science，May 12, 
1978, Vol. 200, no. 4342, pp. 677 ~ 678。 
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尽管 如 此 ， 分 形 几何 学 并 非 20 世纪 数学 的 直接 应 应 用 ”。 它 是 
数学 危机 的 一 一 个 晚 产 的 新 领域 ， 这 个 危机 从 du Bois Reymond 1875 
首次 报道 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass, K. ) 构 造 的 处 处 连续 而 不 可 
微 函数 时 就 已 开始 了 ( 见 第 3.39 和 41 章 )。 这 次 危机 大 约 延 续 到 
1925 4E , 主要 演员 是 康 托 、 皮 亚 诺 、 勒 贝 格 (Lebesgue， H.) Mae 3r 
4 X (Hausdorff, F.). ABT LA RE VERI AE 4 ( Besicovitch, A. S.). 
MIRAH (Bolzano, B.) AF (Cesüro, E.) EHH (Koch, H. V.) 
奥 斯 古 德 (Osgood, W. F.) BEAR E Hi 38 (Sierpinshi, W. ) 和 乌 里 松 
(Urysohn, P. ) 等 人 的 名 字 ， 在 对 大 自然 的 经 验 性 研究 中 并 不 遇见 ， 
然而 我 要 强调 指出 ,这 些 天 才 们 工作 的 影响 , 远 远 超出 了 原 定 的 
范围 。 

我 将 说 明 ,他们 及 其 几 代 后 继 者 都 不 知道 ,在 他 们 那些 十 分 返 
朴 归 真 的 创造 后 面 ,有 着 一 个 对 所 有 那些 试图 通过 模仿 大 自然 而 
赞美 它 的 人 而 言 ,是 趣味 和 偶然 的 世界 。 

我 们 再 一 次 为 若干 过 去 发 生 的 事件 已 经 导致 我 们 所 期 望 的 东 
西 而 感到 惊讶 “数学 语言 显示 了 它 在 自然 科学 中 过 分 地 有 效 …… 
一 个 神奇 的 礼物 ,我 们 既 不 理解 它 , 又 不 能 获得 它 。 我 们 应 当 为 此 
高 兴 , 并 希望 它 会 在 将 来 的 研究 中 继续 有 效 , 它 将 扩展 到 广阔 的 研 
究 领 域 。 无 论 对 研究 有 利 或 不 利 , 它 是 符合 我 们 愿望 的 ,或许 会 使 
RABBI RR” (Wigner 1960)。 


数学 .大 自然 和 美学 


此 外 ,分 形 几何 学 揭示 了 隐藏 于 数学 中 若干 最 严密 最 正规 的 
JURE HL TEE 4 :— 1 ACT A 6 KHU .纯洁 的 和 富 于 艺术 美的 
世界 。 


“分 形 " 和 其 他 新 词 


在 拉丁 语 中 有 一 句 谚语 “正名 就 是 求知 ”"。 直 到 我 开始 研究 上 
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一 节 中 所 提 到 的 那些 集合 之 前 ,还 不 需要 用 一 个 专门 术语 来 称呼 
它们 。 然 而 , 随 着 经 典 的 怪物 因 我 的 努力 而 被 驯服 和 治理 ,也 因为 
许多 新 的 怪物 开始 出 现 , 就 越 来 越 需要 有 一 个 专门 术语 了 。 为 了 
给 本 书 的 第 一 版 取 书 名 ,这 件 事情 就 显得 十 分 迫切 。 

我 由 拉丁 语 形容 词 fractus 创造 了 词 “分 形 "(fractal )。 相 应 的 
拉丁 语 动词 frangere 意味 着 “打破 "和 产生 不 规则 的 碎 块 。 从 而 可 
见 ( 对 我 们 的 需要 是 何等 地 适合 !) ,除了 “破碎 的 ” (如 像 碎片 或 届 
Jr) , fractus 也 应 当 具 有 “不 规则 ”的 含义 ， 这 两 个 含义 都 被 保存 在 
BE JF (fragment) th o 

正确 的 发 音 是 frac'tal ,重读 音节 与 frac'tion 相同 。 

对 组 合 词 “分 形 集合 (fractal set )" 将 给 出 严格 的 定义 ,但 对 组 
合 词 “ 自然 分 形 (natural fractal )' "将 只 是 用 于 随意 地 指明 一 "e 
上 能 由 分 形 集合 表示 的 自然 图 形 。 例 如 ,布朗 曲线 是 分 形 集合 
物理 上 的 布朗 运动 是 一 种 自然 分 形 。 

[因为 代数 (algebra ) 起 源 于 阿拉 伯 语 jabara , 意 即 结合 在 一 
起 ,分 形 和 代数 在 语源 上 正好 相对 !] 

较 一 般 地 , 当 我 穿越 新 发 现 或 新 开拓 的 领地 时 ,人 们 常常 鼓励 
我 行使 为 它 的 陆 标 取 名 的 权利 。 通 常 , 递 慎 地 取 一 个 新 的 名 称 要 
比 在 一 个 常用 的 术语 中 加 入 新 的 意义 更 为 恰当 。 

我 们 必须 记 起 ,一 个 词 的 普通 含义 常常 是 如 此 地 根深 蒂 固 ,以 
致 无 论 怎 样 重 新 定义 ,都 不 能 加 以 改变 。 正 如 伏 尔 特 尔 (Voltaire) 
在 1730 年 所 说 : “如果 牛顿 未 曾 用 过 吸引 这 个 词 ,那么 (法 国 ) 科 学 
院 的 每 个 成 员 都 将 注意 这 一 点 ; ;然而 遗憾 的 是 他 在 伦敦 用 了 这 个 
词 ,而 对 它 嘲 笑 的 想法 却 落 在 巴黎 。" 类 似 于 “空间 的 星系 分 布 对 应 
TW BLK (Schwartz, H. A. ) 分 布 的 概率 分 布 ”一 样 的 句子 是 糟糕 
透顶 的 。 

本 书 中 所 用 的 术语 要 避免 有 任何 不 明确 的 危险 ,我 们 采用 了 
很 少 使 用 的 拉丁 语 和 希腊 语 的 词根 ,如 孔洞 ( trema ) ,以 及 在 商店 、 
家 庭 和 农场 中 极 少 另 作 他 用 的 固定 词汇 ,家 庭 中 使 用 的 名 称 容 易 
使 那些 怪物 变 得 驯服 1 例如 ,我 赋予 尘埃 ( dust), 凝 乳 (curd) 和 和 乳 
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浆 (whey) 以 学 术 上 的 含义 。 我 还 提倡 用 通 销 覆 (pertiling ) 来 表示 
iR ( = per) 地 铺 覆 砖 块 的 形状 。 


对 目标 的 再 次 说 明 


总 之 ,本 书 叙 述 了 我 建议 的 对 许多 具体 问题 (包括 一 些 很 古老 
的 问题 ) 的 解答 ,所 借助 的 数学 工具 ,有 些 看 来 是 很 古老 的 ,但 它们 
从 未 以 这 种 方式 应 用 过 (除了 对 布朗 运动 的 应 用 )。 这 种 我 们 能 外 
用 数学 处 理 的 范例 ,以 及 这 些 范例 的 推广 ,成 为 一 门 新 学 科 的 
基础 。 

我 相信 , 当 科学 家 们 发 现 多 种 被 他 们 称 为 颗粒 状 的 、 多 源 的 、 
4H AB AR D A IREA RAR H AR AP PE 0 A 
ea a rH ELE Slat RUEE IHR STER Ñn 

我 希望, 当 数学 家 们 发 现 那些 一 直 被 认为 是 例外 的 入 
(Carleson 1967) 在 某 种 意义 上 是 一 种 常规 , 原 以 为 是 病态 的 构造 却 
应 当 自 然 地 出 自 非常 具体 的 问题 ,以 及 对 大 自然 的 研究 应 当 有 助 
于 解决 老 问题 并 导致 如 此 之 多 的 新 问题 时 ,他 们 将 感到 惊讶 和 
高 兴 。 

尽管 如 此 ,本 书 还 是 避免 了 各 种 纯粹 专业 上 的 难点 。 这 本 书 
主要 是 为 不 同 科学 家 的 群体 服务 的 。 每 个 题目 的 表述 都 从 具体 的 
和 特殊 的 范例 开始 。 于 是 分 形 的 本 质 将 为 读者 逐步 发 现 ,而 不 是 
由 作者 和 盘 托 出 。 

艺术 是 能 够 自 娱 的 。 
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第 2 章 大 自然 中 的 不 规则 性 
和 支离破碎 性 


“所 有 的 绚丽 都 是 相对 的 …… 我 们 不 应 当 因为 海岸 不 像 防洪 
HE AB EE S IJ , 便 认 为 它 是 畸形 的 ;也 不 应 当 因为 山峰 不 是 精确 的 金 
字 塔 或 圆锥 体 , 便 认为 它 是 失 却 形状 的 ;也 不 应 当 因为 星星 的 间距 
并 非 均 等 , 便 认为 它们 分 布 不 当 。 这 些 并 非 大 自然 的 不 规则 性 ,而 
只 不 过 是 我 们 以 为 如 此 而 已 ;它们 对 地 球 上 人 类 的 生活 和 计划 的 
实际 应 用 也 并 无 不 便 。 17 世纪 英国 学 者 本 特 利 (Bentley, R.) 的 这 
种 看 法 (本 书 开 卷 语 中 有 所 反映 ) 表 明 ,把 海岸 线 .出 脉 和 天 空 的 图 
形 归 在 一 处 ,并 与 欧 几 里 得 相 比 较 , 是 一 种 古老 的 思想 。 


IK H RH (Perin, J. ) 的 笔下 


下 面 转向 在 时 间 上 和 职业 上 都 较为 接近 的 表达 。 为 了 详细 说 
明 本 书 将 研究 的 海岸 线 ,布朗 轨迹 以 及 大 自然 中 其 他 图 形 的 不 规 
则 性 和 支离破碎 性 ,让 我 来 介绍 几 段 摘自 (法 文 ) 文 献 Perrin. 1906 
中 的 内 容 。 佩 琳 因 其 对 布朗 运动 的 后 继 工作 而 获得 诺 贝尔 奖 , 并 
推动 了 概率 论 的 发 展 。 但 我 这 里 的 摘录 出 自 他 早年 的 一 篇 哲学 论 
文 。 虽 然后 来 在 文献 Perrin 1913 的 前 言 中 有 所 提 及 ,但 直到 我 在 
本 书 的 第 一 (法 文 ) 版 中 摘 引 该 文 ,这 篇 文章 却 从 未 受到 注意 。 我 
注意 到 这 篇 文章 时 已 经 太 晚 ,因而 它 并 未 对 我 的 工作 产生 实质 性 
的 影响 ,但 它 在 我 感到 困难 时 鼓舞 了 我 ,并 且 它 的 说 服 力 是 无 与 伦 
比 的 。 

“众所周知 ,在 给 出 连续 性 的 严格 定义 之 前 ,一 名 好 教师 会 指 
出 初学 者 已 经 具有 的 ,作为 这 种 概念 基础 的 思想 。 他 画 出 一 条 良 
好 定义 的 曲线 并 拿 着 一 把 尺 说 , “你 们 看 ,在 每 个 点 上 都 有 一 条 切 
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线 。' 或 者 ,为 了 阐明 运动 物体 在 它 的 轨迹 上 某 一 点 的 真实 速度 这 
个 概念 ,他 说 , ‘你们 看 , 当 两 点 之 间 相互 无 限 靠近 时 ,这 两 点 之 间 
速度 的 平均 值 当然 不 会 有 很 大 的 变化 。 对 于 一 些 熟悉 的 运动 许多 
人 虽然 知道 这 个 观点 是 足够 正确 的 , 却 没有 看 出 其 中 含有 相当 大 
的 困难 。 

“数学 家 当然 知道 ,如 果 通 过 画 一 条 曲线 来 说 明 每 个 连续 函数 
有 导数 , 那 未 免 太 幼稚 了 。 虽 然 可 微 函 数 是 最 简单 和 最 容易 处 理 
的 ,但 它们 毕 竞 是 例外 情况 。 应 用 几何 语言 ,没有 切线 的 曲线 是 常 
规 的 ,而 规则 曲线 如 圆周 ,虽然 很 重要 , 却 是 十 分 特殊 的 。 

“ 乍 看 起 来 ,考察 一 般 情 形似 乎 只 是 一 种 机 敏 而 人 为 的 智力 测 
验 ,要 求 绝对 精确 又 将 导致 十 分 宛 长 。 那 些 听 说 存在 着 没有 切线 
的 曲线 或 没有 导数 的 函数 的 人 们 ,常常 马上 认为 自然 界 既 不 会 显 
示 这 种 复杂 性 ,甚至 也 不 会 暗示 这 种 复杂 性 。 

“然而 实际 情况 正好 相反 。 数 学 家 的 逻辑 比 物理 学 家 的 实际 
想象 力 更 接近 于 现实 。 客 观 地 考虑 某 些 实验 结果 ,就 可 以 说 明 这 
个 观点 。 

“例如 ,考察 在 肥皂 溶液 中 加 盐 得 到 的 白色 皂 片 。 从 远 处 看 ， 
它 的 边界 显得 是 清晰 确定 的 ,但 若 我 们 靠近 它 看 ,这 种 清晰 性 便 消 
失 了 ,可 以 判断 不 再 能 在 任 一 点 作 一 条 切线 。 乍 看 起 来 似乎 令 人 
满意 的 切线 ,一 经 细 察 却 是 与 曲线 垂直 或 斜 交 的 。 应 用 放大 镜 或 
显微镜 只 能 使 我 们 更 加 疑惑 不 决 ,因为 每 次 增加 放大 倍数 都 会 出 
现 新 的 不 规则 性 ,我 们 怎么 也 不 能 得 到 清晰 、 光 滑 的 印象 ,如 像 对 
(例如 ) 一 个 钢 球 所 得 到 的 那样 。 因 此 ,如 果 我 们 承认 钢 球 是 说 明 
连续 性 的 经 典 形式 ,那么 皂 片 正好 逻辑 地 提示 了 无 导数 的 连续 函 
数 的 较 一 般 概念 。 

有 必要 中 断 一 下 ,以 提醒 读者 对 图 2-1 和 图 2-2 的 注意 。 

本 书 每 章 的 黑白 图 片 都 将 汇集 在 该 章 的 末尾 几 页 ,并 顺序 纺 
号 。 对 彩色 图 则 冠 以 特别 的 编号 ,而 彩 图 的 文字 说 明 独 立 于 正文 。 

继续 刚才 的 摘录 。 

“我 们 必须 记 住 ,上 述 轮廓 线 上 某 点 切线 位 置 的 不 确定 性 ,与 
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在 英国 地 图 上 观察 到 的 不 确定 性 决 不 是 一 回 事 。 虽 然后 者 随地 图 
的 比例 尺 不 同 而 有 所 不 同 , 但 最 终 总 能 找到 一 条 切线 ,因为 地 图 是 
普通 的 图 画 。 相 反 地 , 皂 片 和 海岸 线 的 特点 在 于 ,我 们 虽然 不 能 明 
白地 看 出 , 却 会 想到 任何 尺度 都 将 涉及 进一步 的 细节 ,而 使 我 们 绝 
对 不 能 作出 一 条 切线 。” 

“继续 我 们 的 实验 。 用 显微镜 观察 经 搅动 的 悬浮 在 液体 中 的 
小 粒子 的 布朗 运动 ( 见 本 书 图 2-4 和 2-5)。 把 小 粒子 在 两 个 十 分 
接近 的 瞬时 所 占据 的 位 置 用 直线 相连 接 , 则 当 两 个 瞬时 之 间 的 间 
隔 减 少时 ,完全 无 规律 地 改变 该 连 线 的 方向 。 客 观 的 观察 者 将 因 
此 得 出 结论 ,他 是 在 与 一 个 没有 导数 的 函数 打交道 ,而 不 是 与 一 条 
能 画 出 其 切线 的 曲线 打交道 。 

“因此 必须 记 住 ,虽然 对 任何 物体 的 仔细 观察 ,一 般 都 导致 发 
现 一 种 高 度 无 规则 的 结构 ,但 用 连续 函数 近似 描述 它 的 性 质 却 常 
常 是 合适 的 。 虽 然 木头 可 能 是 无 限 多 孔 的 ,但 把 锯 下 后 人 刨 光 的 一 
根 梁 的 横 截 面积 说 成 有 限 却 是 有 用 的 。 换 句 话说 ,在 某 些 尺度 上 
和 对 某 些 研 究 方法 ,许多 现象 都 可 以 用 规则 的 连续 函数 来 表示 ,这 
有 点 像 可 以 用 一 张 锡 箱 来 包 覆 一 块 海绵 , 却 无 需 精 确 地 仿照 海绵 
的 复杂 外 形 。” 

“进而 ,鉴于 物质 属性 的 无 限 颗粒 结构 是 原子 理论 的 精 体 , 因 
此 把 连续 性 这 个 严格 的 数学 概念 应 用 于 现实 世界 ,我 们 的 威力 将 
大 为 前 弱 。” 

“例如 ,考察 对 给 定点 、 给 定 瞬时 的 空气 密度 下 定义 的 方式 。 
设想 作 一 个 体积 为 Y, 中 心 在 给 定点 、 包 含 的 质量 为 m 的 一 个 球 。 
比值 m/V 是 球 内 空气 的 平均 密度 ,而 称 这 个 比值 的 某 个 极限 值 
为 真实 密度 。 然 而 这 个 概念 却 意味 着 ,对 小 于 一 定 体积 的 球 ,在 给 
定 瞬 时 的 平均 密度 实际 上 是 个 常数 。 这 种 平均 密度 对 容量 分 别 为 
1000 立方 米 和 1 立方 厘米 的 球 明显 地 不 同 ,但 当 把 1 立方 厘米 与 
一 千 分 之 一 立方 毫米 的 容量 相 比较 时 ， 可 以 期 望 平 均 密度 的 变化 

只 有 171,000,000。” 
“ 设 体 积 继续 变 小 ,这 种 涨 落 并 非 越 来 越 不 重要 ,而 是 要 增加 。 
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在 布朗 运动 很 活跃 时 , 涨 落 可 以 达到 1/1000, 而 当 假想 的 小 球 的 
半径 为 百 分 之 一 微米 量 级 时 , 涨 落 达 到 五 分 之 一 的 量 级 。 

它 一 般 将 位 于 分 子 之 间 的 空间 中 ,从 而 它 的 平均 密度 将 为 0。 在 
我 们 指定 的 点 ,真实 密度 也 将 为 0。 但 大 约 每 1000 次 中 有 一 次 ,这 
个 点 将 位 于 一 个 分 子 之 中 ,平均 密度 将 比 我 们 通常 认为 的 气体 真 
实 密度 大 上 1000 f." 

“让 我 们 取 更 小 的 球 。 除 非特 殊 情 况 , 它 将 是 空 的 并 一 直 保持 
下 去 ,因为 在 原子 内 部 是 虚无 的 空间 ;除了 无 限 个 孤立 点 (那里 密 
度 达到 无 限 )。 以 外 ,真实 密度 几乎 处 处 为 0。” 

“类 似 的 考虑 可 以 应 用 于 诸如 速度 .压力 或 温度 等 物理 量 。 我 
们 发 现 , 当 把 我 们 心目 中 的 宇宙 形象 (必定 是 不 完善 的 ) 逐 步 放大 
时 ,它们 的 变化 将 越 来 越 不 规则 。 表 示 任 何 物理 性 质 的 函数 在 物 
质 所 在 空间 中 将 形成 一 个 带 有 无 限 个 奇 点 的 连续 统 D。” 

“在 字 宙 中 也 出 现 无 限 不 连续 的 物质 和 点 级 着 微小 星星 的 连 
续 以 太 体 。 事 实 上 ,我们 上 面 得 到 的 结论 ,也 能 通过 想象 一 个 依次 
包含 着 行星 太阳系、 恒星 和 星云 …… 的 球 而 得 到 。 

让 我 们 采取 一 种 任意 的 \ 但 并 非 自 相 矛 盾 的 假设 。 可 能 会 有 
这 样 一 个 时 刻 到 来 , 那 时 采用 一 个 无 导数 的 函数 要 比 采用 一 个 可 
求 导 的 函数 简单 些 。 到 那 时 ,对 不 规则 连续 统 的 数学 研究 将 会 证 
明 其 实际 价值 。” 

然后 开始 新 的 一 节 以 便 强调 这 一 点 。“ 然 而 ,这 种 希望 现在 还 
只 是 一 个 白 日 梦 。” 


“怪物 的 画廊 ”成 为 一 个 科学 博物 馆 
这 个 和 白 日 梦 与 布朗 运动 相 联系 的 那 一 部 分 ,在 佩 琳 自 己 生活 的 
Q 连续 统 ( oontinum)。 数 学 术语 , 即 非 空 的 连续 紧 集 。 例 如 闭 线段 ,加 等 。 一 一 


译 者 注 
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时 代 已 成 为 现实 。 文 献 Perin 1909 偶 然 地 吸引 了 维 纳 的 注意 ( 见 
Wiener 1956, 第 38 ~ 39 页 ,或 1964, 第 2 ~ 3 页 ), 维 纳 出 于 他 自身 的 “ 惊 
许 和 乐趣 " ,转向 严格 定义 和 研究 第 一 个 不 可 微 的 布朗 运动 模型 。 

这 个 模型 至 今 仍 有 价值 ,但 物理 学 家 认为 其 中 的 不 可 微 性 可 
以 归结 为 滥用 理想 化 ,也 就 是 忽略 了 惯性 。 这 使 物理 学 家 对 维 纳 
模型 的 特点 不 悄 一 顾 , 而 这 些 特点 对 本 书 是 最 重要 的 。 

至 于 佩 琳 所 预见 的 数学 对 物理 学 的 其 他 应 用 ,直到 本 书 出 现 
之 前 还 没有 人 去 尝试 过 。 佩 琳 所 搜集 的 那些 集合 (外 尔 斯 特 拉 斯 
曲线 . 康 托 尘埃 及 其 类 似 物 ) 仍 然 只 是 “纯粹 数学 "的 -部 分 。 

有 些 作者 (的 著作 ) ,例如 Vilenkin 1965 , 称 这 个 搜集 为 “数学 
乞 术 博物 馆 ”, 毫 无 疑问 (我 相信 ), 本 书 将 证 明 这 些 用 辞 是 何等 地 
正确 。 我 们 由 第 1 章 知道 ,其 他 作者 (由 庞 加 莱 开 始 ) 称 它 为 “怪物 
的 画廊 ”, 正 好 是 沃 利 斯 (Wallis, J.) AY" “代数 学 "(1685) 的 仿效 ,其 
中 称 第 四 维 是 “ 自然 界 中 的 怪物 ， 比 狮 头 蛇 尾 或 人 首 马 身 之 类 怪物 
更 无 可 能 ”。 

本 书 的 一 个 目的 是 说 明 , 通 过 在 不 同 的 明显 “范例 ”中 不 懈 地 
探索 ,同一 个 画廊 也 可 以 当 作 一 个 “科学 博物 馆 " 来 参观 。 

数学 家 是 值得 赞美 的 ， 因为 他 们 早 就 设计 出 了 第 一 个 这 种 集 
合 ; 但 他 们 又 是 应 受到 谴责 ,因为 他 们 阻碍 我 们 应 用 这 些 集合 。m@ 


图 2-1 至 图 2-3 人 造 分 形 片 

在 第 2 章 引 述 的 一 段 给 人 以 启迪 的 文字 中 , 佩 琳 讨论 了 “在 肥皂 溶液 中 
加 盐 得 到 的 白色 和 皂 片 "。 这 几 张 插图 可 看 作 佩 琳 注释 的 附 图 。 

有 人 马上 会 指出 ,这 些 图 既 不 是 照片 ,也 不 是 任何 实际 物体 ( 皂 片 雨 云 、 
火山 云 小 行星 或 小 块 矿物 铜 ) 的 计算 机 揽 原 图 。 

这 些 图 也 不 是 体现 实际 皂 片 形成 的 各 种 各 样 的 理论 一 一 化 学 的 .物理 化 
学 的 和 流体 动力 学 的 一 结果。 

这 些 图 更 不 是 直接 与 某 种 科学 原理 相 联系 的 。 

这 些 图 是 计算 机 产生 的 形状 ,用 来 (我 尽 可 能 简单 地 ) 描 写 体现 在 佩 琳 的 
描述 中 的 一 些 几 何 特征 ,因此 ,我 建议 可 用 分 形 概念 来 建立 它们 的 模型 。 

这 些 分 形 片 只 存在 于 计算 机 的 存储 器 中 ,从 未 用 它们 来 构成 严谨 的 模 
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型 ,图 中 的 明暗 度 也 是 计算 得 到 的 。 

这 些 分 形 图 片 的 构造 将 在 第 30 章 中 说 明 。 它 们 之 间 的 明显 直观 差别 在 
于 图 旁 所 写 参 数值 D 的 不 同 。D 称 为 分 形 维 数 , 它 是 本 书 的 基础 ,将 在 第 3 
章 中 引入 。 在 所 有 三 种 情形 里 ,总 的 形状 是 相同 的 ,只 因应 用 了 一 种 近似 而 
造成 了 差别 ,这 将 在 图 28-5 至 图 28-7 的 说 明 中 讨论 。 

说 也 奇怪 ,这 种 图 的 一 个 较 早 版 本 使 人 想起 所 谓 尼 斯 湖水 怪 的 照片 。 形 
状 上 的 这 种 趋同 性 会 是 偶然 的 吗 ? 


图 2-1 


曲面 D==5/2 


图 2-2 
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曲面 D —8/3 


图 2-3 


LERET TENE CIL ELI LET 

文献 Perrin 1909 对 物理 布朗 运动 有 如 下 描述 :平衡 流体 (例如 玻璃 杯 中 
的 水 ) 中 的 所 有 部 分 似乎 是 完全 不 动 的 。 如 果 我 们 在 其 中 放 入 一 个 密度 较 大 
的 物体 , 它 就 沉 下 去 。 确 实 ,物体 越 小 , 它 下 落 就 越 慢 ;但 一 个 可 见 的 物体 总 
会 停 在 容器 的 底部 ,并 且 再 也 不 能 上 升 。 然 而 ,车 液体 中 有 很 小 的 颗粒 , 则 经 
过 长 时 间 后 , 定 会 观察 到 完全 无 规则 的 运动 。 这 些小 颗粒 移动 ,停止 .再 次 启 
动 上 升 、 下 降 、 再 次 上 升 ,而 无 半点 静止 不 动 的 趋势 。 

这 是 本 书 中 两 张 仅 有 的 、 描 绘 自 然 现象 的 图 ,复制 自 佩 琳 的 书 《原子 》。 
这 是 在 显微镜 下 观察 到 的 一 个 半径 为 0.53p 的 胺 体 颗粒 运动 的 四 条 离散 轨 
迹 。 相 继 位 置 相同 30 秒 (网 格 尺寸 为 3.2p) ,其 间 的 连 线 并 无 物理 上 的 意义 。 

继续 我 们 对 Perrin 1909 的 摘录 :“ 人 们 可 以 通过 尽 可 能 准确 地 跟踪 一 上 颗 
粒子 ,来 试 着 确定 平均 搅动 速度 。 但 这 种 估计 整个 地 错 了 。 表 观 平均 速度 的 
大 小 和 方向 之 变化 都 是 杂乱 无 章 的 。 这 两 张 图 只 表示 出 真实 轨 线 的 惊人 纠 
缠 状 的 一 小 点 儿 。 如 果 把 记录 该 颗粒 位 置 的 频繁 度 增 加 100 倍 , 则 现在 图 上 
的 每 个 线段 都 将 被 比 整 幅 图 画 小 、 但 却 是 被 同样 复杂 的 多 边 形 所 代 亚 ,如 此 
等 等 。 容 易 看 出 ,在 实践 中 ,切线 的 概念 对 这 种 曲线 是 豪 无 意义 的 。 
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本 书 继续 佩 琳 的 研究 课题 ,但 从 不 同 角度 处 理 不 规则 性 。 我 们 强调 以 下 
事实 : 当 越 来 越 仔细 地 考察 一 条 布朗 运动 的 轨迹 时 (第 25 3 ) ,将 发 现 它 的 长 
度 无 限 地 增加 。 

此 外 ,布朗 运动 留 下 的 轨迹 几乎 充满 整个 平面 。 这 难道 不 是 很 诱 人 的 结 
论 吗 ? 即 在 某 种 待定 义 的 意义 上 ,这 条 奇怪 曲线 的 维 数 与 平面 的 维 数 相同 。 
事实 上 确实 如 此 。 本 书 的 基本 目的 之 一 就 是 要 证 明 , 这 个 不 严格 的 维 数 概念 
可 以 具有 若干 个 不 同 的 含义 。 布 朗 运动 的 轨迹 在 拓扑 上 是 一 条 维 数 为 1 的 
曲线 。 然 而 ,因为 它 实际 上 是 充满 平面 的 , 它 在 分 形 意义 上 有 维 数 2。 按 昭 
在 本 书 中 引入 的 术语 ,这 两 个 数值 之 间 的 差异 说 明了 布朗 运动 是 分 形 的 。 
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第 3 章 AA Nee Awe 


古老 的 维 数 概念 和 对 称 性 概念 在 本 书 中 起 着 核心 作用 。 此 
外 ,我 们 将 常常 过 到 发 散 性 的 各 种 征兆。 


在 1875 ~ 1925 年 的 数学 危机 中 ,数学 家 们 承认 ,为 了 恰当 地 
理解 不 规则 性 或 支离破碎 性 (如 像 理 解 规则 性 和 连通 性 一 样 ) ,把 
维 数 定义 为 坐标 的 数目 是 不 能 令 人 满意 的 。 康 托 在 1877 年 6 月 
20 日 致 戴 德 金 (Dedekind，R. ) 的 信 是 对 维 数 严格 分 析 的 第 一 步 ， 
下 一 步 是 皮 亚 诺 在 1890 年 作出 的 ,最 后 几 步 则 在 本 世纪 20 年 代 
完成 。 

如 像 所 有 重要 的 智力 发 展 那 样 ,上 述 过 程 的 结果 可 以 用 不 同 
的 方式 来 表达 。 任 何 一 本 关于 维 数理 论 的 数学 书 的 作者 ,都 隐 含 
地 认为 这 个 理论 是 唯一 的 。 但 照 我 的 看 法 ,重要 的 事实 是 :不 严格 
的 维 数 概念 产生 出 多 种 数学 刻 划 的 方面 ,它们 不 仅 在 概念 上 是 不 
同 的 ,而 且 可 能 导致 不 同 的 数值 ,就 像 奥 卡 姆 (Occam, W. ) 就 总 体 
所 说 的 那样 ,不 应 把 维 数 概念 的 种 类 增加 到 超过 需要 ,但 多 种 维 数 
欧 几 里 得 (几何 ) 局 限于 一 些 简 单 的 集 

合 , 对 于 它们 ,所 有 有 用 的 维 数 都 互相 吻合 ,因此 可 以 称 它们 为 维 
"a 一 致 的 集合 。 另 一 方面 ,本 书 大 部 分 所 述 集 合 的 各 种 维 数 互 
ib, RR A ABLE KH 

当 由 数学 集合 的 维 数 转向 以 这 些 集合 为 模型 的 物理 对 象 的 
“ARO EBT ,我 们 将 遇 到 不 同 种 类 的 、 不 可 避免 的 且 具 体 而 又 实 
质 性 的 含混 。 本 章 将 首先 考察 这 些 维 数 的 数学 和 物理 内 含 。 
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术语 “分 形 " 的 定义 


本 节 应 用 了 一 - 些 以 前 未 定义 过 的 数学 术语 ,许多 读者 会 发 现 
浏览 这 段 文 字 是 有 帮助 的 ,或 至 少 能 感到 踏实 些 , 但 读者 也 可 以 跳 

本 书 中 的 这 一段 和 后 面 的 题 外 话 ,都 用 一 个 新 的 括号 了 和 
来 包容 。 后 半 个 括号 十 分 醒目 ,如 果 读 者 对 题 外 话 不 感 兴趣 而 打 
算 跳 过 这 … 段 往 下 阅读 时 就 能 够 很 容易 地 找到 它 。 而 前 半 个 “ 空 
心 括号 "避免 太 显 眼 ,免得 对 题 外 话 过 分 注意 。 题 外 话 常 为 后 面 的 
讨论 埋 下 伏笔 。 

所 基本 分 形 在 维 数 上 不 一 致 的 事实 ,可 以 把 分 形 概念 由 直观 
转 为 数学 概念 。 我 把 注意 力 集中 于 两 个 定义 ,它们 都 对 欧 几 里 得 
空间 中 的 每 个 集合 £5( 无 论 该 集合 是 多 么 “病态 ”) 赋 予 一 实数 ， 
且 在 直观 和 正式 意义 下 都 应 把 此 实数 称 为 该 集合 的 维 数 。 两 者 中 
较为 直观 的 是 拓扑 维 , 它 由 布 劳 韦 尔 (Brouwer, L.E.J.)、 勒 贝 格 、 
门 杰 (Menger, K. ) 和 乌 里 佐 恩 给 出 ,我们 把 它 记 为 Dx。 将 在 第 41 
章 介绍 。 第 二 个 维 数 在 文献 Hausdorff 1919 中 提出 ,其 最 终 形式 出 
自 伯 西 柯 维 奇 ,这 将 在 第 39 章 中 讨论 ,我 们 把 它 记 为 Do 

心 当 我 们 (通常 都 是 如 此 ) 在 欧 几 里 得 空间 关 ?讨论 时 , Dr 和 
D 都 至 少 为 0 和 至 多 为 E。 但 两 者 的 相似 性 仅 在 于 此 。 维 数 Dr 
总 是 一 个 整数 ,而 D 不 必 是 一 个 整数 。 两 个 维 数 无 需 相 同 ; 它 们 
只 满足 苏 比 尔 拉 (Szpilrajn) 不 等 式 (Hurewicz & Wallman 1941, 第 4 
Wr): 

D> Dro 

对 于 所 有 欧 几 里 得 (几何 ),D = Dr。 但 本 书 中 几乎 所 有 的 集合 都 
WE D» Dr。 以 前 没有 标记 这 类 集合 的 专用 术语 ,因此 我 创造 了 
RIB DIG (fractal) ,并 定义 如 下 : 

< 把 分 形 定义 为 其 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 维 数 严格 超过 拓扑 
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一 个 分 形 ,因为 我 们 在 第 8 章 中 将 看 到 
D = log 2 / log 3 ~ 0.6309 >0, mi] Dr=0 
ifii FL jc E rp ij Be FC SE BT DA Bee HET , Ae Dr =0, ifi D 可 取 0 
tj E zB S ERIT COLE S 0 与 EF). 
Uh E ta Ia A E — 2 ARTES 6 章 中 将 看 
到 
D = log 4 / log 3 ~ 1.2618» 1, i Dr=1. 
< 然而 ,分 形 的 忆 也 可 以 是 一 个 整数 。 例 如 第 25 章 说 明 , 布 
朗 运动 的 轨迹 是 分 形 的 ,因为 
D=2, 而 Dr=1. 
«D 不 必 是 整数 ,这 个 引 人 注 目的 事实 值得 从 语义 学 角度 作 
些 说 明 。 如 果 把 分 数 (fraction) 广 义 地 作为 非 整 数 实数 的 同义词 
上 列 的 一 些 p 值 便 是 分 数 的 ,实际 上 , 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 维 数 
常 称 为 分 数 维 数 (fractional dimension), 1H. D 可 以 是 一 个 整数 (不 
XT E, 但 严格 大 于 Dr)。 我 称 D 为 分 形 维 数 (fractal dimension ) 
简称 分 维 。> 


调和 分 析 中 的 分 形 


< 分 形 研 究 的 一 部 分 是 调和 分 析 的 几何 方面 ,但 在 本 书 中 并 
未 强调 这 个 事实 。 调 和 分 析 [ 即 谱 分 析 或 傅立叶 (Fourer，J.) 分 
析 ] 对 大 多 数 读 者 是 陌生 的 ,而 许多 能 有 效 地 应 用 它 的 人 们 也 并 不 
熟悉 它 的 基本 结构 。 

分 形 方法 和 谱 方 法 都 有 各 自 的 口味 和 特性 ,最 好 首先 对 这 些 
方法 本 身 加 以 研究 ,尔后 再 行 评估 。 最 后 ,与 调和 分 析 相 比 ,分 形 


Q 后 来 的 定义 有 所 变化 。 一 一 译 者 注 
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PRB AR A BL > 


关于 “概念 是 新 的 …… 可 是 ” 


勒 贝 格 对 一 些 概 念 开玩笑 说 ;“ 这 些 概 念 肯定 是 新 的 ,可 是 它 
们 被 定义 以 后 没有 得 到 任何 用 处 。 这 个 注 记 水 不 适用 于 DAA D 
的 应 用 只 集中 于 属于 纯 数 学 的 少数 几 个 领域 中 ,是 我 第 一 个 成 功 
地 应 用 D 来 描写 大 自然 。 本 书 的 一 个 中 心目 标 ,是 确立 D 在 经 
验 科学 中 的 中 心地 位 ,从 而 揭示 这 个 概念 的 重要 性 远 远 超 出 了 任 
何人 的 想象 。 

物理 学 的 几 个 领域 非常 迅速 地 接受 了 我 对 D 所 作 的 这 个 断 
言 。 事 实 上 ,看 到 标准 维 数 不 合用 之 后 ,这 些 领域 中 的 许多 学 者 已 
经 摸索 试探 了 各 种 类 型 的 维 数 , 有 间断 的 .不 规则 的 或 连续 的 。 然 
而 ,这 些 方 法 一 直 是 相互 无 联系 的 。 此 外 ,很 少 有 几 个 维 数 的 定义 
的 应 用 超过 一 次 ,而 且 没有 一 个 定义 有 数学 理论 作 依据 ,也 没有 哪 
一 个 得 到 了 足够 充分 的 发 展 ,重要 原因 是 缺乏 数学 依据 。 相 反 地 ， 
将 在 这 里 描述 的 发 展 ,关键 是 存在 一 种 数学 理论 。 


对 形状 的 数学 研究 必须 超越 拓扑 学 的 范畴 


如 果 问 一 位 数学 家 ,数学 的 哪 一 个 分 支 是 研究 形状 的 ,那么 他 
很 可 能 回答 是 拓扑 学 。 这 个 领域 对 我 们 的 目标 是 重要 的 ,并 已 在 
上 节 中 提 及 ;但 在 本 书 中 将 继续 推进 并 说 明 ,关于 形状 的 不 严格 概 
念 具有 不 同 于 拓扑 学 的 另 一 些 数学 问题 。 
( Topology , 源 自 希腊 词 Toros ,意义 为 位 置 .形状 ) , 它 认为 ,所 有 具 
有 两 个 手 把 的 过 的 形状 都 相同 ,因为 若 两 者 都 是 无 限 可 变形 和 可 
压缩 的 ,那么 无 需 开 一 个 新 的 孔 或 封闭 一 个 老 的 孔 , 就 可 以 把 其 中 
的 一 个 连续 地 变形 为 男 一 个 。 它 还 指出 ,所 有 单个 岛屿 的 海岸 线 
都 有 相同 的 形状 ,因为 它们 在 拓扑 上 等 同 于 一 个 圆周 。 海 岸 线 和 
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圆周 的 拓扑 维 数 是 相同 的 :等 于 1。 如 果 加 上 外 围 的 “卫星 岛屿 "， 
总 海岸 线 拓扑 等 同 于 “许多 "个 圆周 。 这 样 ,拓扑 学 就 不 能 区 分 不 
同 的 海岸 线 。 

相反 地 ,第 5 章 将 表明 ,不 同 的 海岸 线 趋 于 具有 不 同 的 分 维 。 
分 维 的 差别 表达 了 形状 (我 建议 称 之 为 分 形 形 状 ) 的 非 拓扑 方面 的 
差别 。 

大 多 数 有 现实 意义 的 问题 以 越 来 越 精巧 的 方式 组 合 了 分 形 和 
拓扑 的 特点 。 

应 注意 到 ,在 拓扑 学 中 ,拓扑 本 身 和 Dr 的 定义 是 同时 提出 
的 ,而 D 的 概念 却 比 分 形 形 状 的 现代 研究 超前 了 半 个 世纪 。 

顺便 说 一 下 , 豪 斯 多 夫 的 名 字 已 赋予 一 类 拓扑 空间 ,如 把 应 用 
广泛 的 D 约定 称 为 豪 斯 多 夫 维 ,似乎 暗 指 “ 豪 斯 多 夫 空间 的 维 
数 ”, 这 就 成 为 一 个 拓扑 概念 一 然而 事实 并 非 如 此 。 这 是 采用 分 
维 的 名 称 比 豪 斯 多 夫 维 更 加 合适 的 另 一 个 理由 。 


有 效 维 数 


除了 以 Dr 和 DD 为 基础 的 数学 概念 外 ， 本 书 常常 求助 于 有 效 
维 数 ,这 是 一 个 将 不 予 精确 定义 的 概念 。 这 是 直观 而 有 力 地 后 退 
到 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoreans) 的 古典 希腊 几何 。 本 书 的 一 个 新 意 在 
于 允许 有 效 维 数 的 值 是 一 个 分 数 。 

有 效 维 数 涉及 数学 集合 与 自然 对 象 之 间 的 关系 。 严 格 地 说 ， 
物理 对 象 例如 网 膜 .丝线 或 小 珠 , 都 应 当 用 三 维 形体 来 表示 。 然 
而 ,物理 学 家 宁可 把 足够 精细 的 网 膜 丝线 和 小 珠 看 成 “实际 上 ?分 
别 具 有 维 数 2.1 和 0。 例如 ,为 了 描述 一 条 丝线 , 需 把 与 一 维 或 三 
维 集合 相 联系 的 理论 用 修正 项 加 以 修改 。 当 涉及 的 修正 项 越 小 ， 
所 确定 的 几何 模型 就 越 好 。 如 果 运 气 好 的 话 ,即使 忽略 了 修正 项 ， 
这 个 模型 也 仍然 是 有 用 的 。 换 名 话说, 有效 维 数 不 可 避免 地 带 有 
主观 性 。 这 是 近似 性 以 及 随 之 而 来 的 分 辨 度 的 问题 。 
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-个 线 球 中 隐 含 着 不 同 的 有 效 维 数 


为 了 证 实 上 面 提 到 的 预感 ,我们 来 说 明 , 由 直径 为 1 毫米 的 粗 
线 绕 成 的 直径 为 10 厘米 的 球 ( 潜 在 地 ) 具 有 儿 个 不 同 的 有 效 维 数 。 

对 -个 远 距 离 的 观察 者 ,该 球 看 来 是 一 个 零 维 的 图 形 :一 个 
点 。( 不 管 怎样 ,帕斯卡 和 中 世纪 的 哲学 家 们 就 宣称 ,在 宇宙 尺度 
二 ,我们 的 整个 世界 只 是 一 个 点 !1) 当 观察 者 与 该 球 相距 为 10 厘米 
时 ,在 这 种 分 辨 度 下 看 到 的 小 线 球 就 是 一 个 三 维 图 形 。 当 相距 为 
10 毫米 时 , 线 球 成 为 一 堆 一 维 的 丝线 。 在 0.1 毫米 处 看 ,每 条 线 
都 成 为 一 个 圆柱 体 ,而 整体 又 成 为 一 个 三 维 图 形 。 再 在 0.01 BK 
处 看 ,每 个 圆柱 体 都 分 解 为 纤维 , 线 球 又 成 为 一 维 的 ,如 此 继续 , 维 
数 反复 地 从 一 个 值 变换 到 另 一 个 值 。 当 把 小 球 用 有 限 个 像 原子 那 
样 大 小 的 点 表示 时 , 它 又 成 为 零 维 的 。 对 一 张 纸 , 也 会 遇 到 类 似 的 
维 数 序列 和 交叉 变化 。 

一 个 数值 结果 依赖 于 对 象 相 对 于 观察 者 的 关系 ,这 个 概念 是 
本 世纪 物理 学 的 精 锋 ,并 且 其 至 是 它 的 一 个 典型 范例 。 

本 书 中 考虑 的 大 多 数 对 象 类 似 于 我 们 的 线 球 ,它们 依次 表现 
出 不 同 的 有 效 维 数 。 但 又 添加 了 一 个 重要 的 新 因素 :在 有 明确 定 
义 的 维 数 区 域 之 间 存 在 某 些 不 定 的 转换 时 ,可 再 被 解释 为 其 中 有 
D» Dr 的 分 形 区 域 。 


空间 均匀 性 、 标 度 性 和 自 相 似 性 


暂时 中 止 对 维 数 的 讨论 。 为 了 准备 关于 对 称 性 的 论题 ,我 们 
注意 到 欧 几 里 得 (几何 ) 开 始 于 最 简单 的 形状 如 直线 .平面 或 空间 ， 
而 最 简单 的 物理 学 是 当 某 些 量 (如 密度 .温度 .压力 或 速度 ) 旺 均匀 
分 布 时 产生 的 。 

在 直线 .平面 或 空间 上 的 均匀 分 布 ,有 两 个 非常 合意 的 性 质 。 
即 在 位 移 下 的 不 变性 和 在 尺度 变换 下 的 不 变性 。 对 于 分 形 , 两 种 
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不 变性 都 必须 修正 和 (或 ) 限 制 它 的 范围 。 从 而 ,大 多 的 分 形 是 具 
有 最 大 不 变性 的 那些 形状 。 

关于 位 移 不 变性 :一 条 布朗 运动 轨迹 的 不 同 部 分 不 能 精确 地 
相互 重合 ,而 一 条 直线 的 相等 线段 却 可 以 做 到 。 然 而 ,这 些 部 分 在 
统计 意义 上 是 可 以 重 盔 的 。 本 书 中 几乎 所 有 的 分 形 都 在 一 定 程度 
上 关于 位 移 不 变 。 

此 外 ,本 书 中 的 大 多 数 分 形 都 在 某 种 尺度 变换 下 不 变 , 称 它们 
为 可 标 度 的 。 在 通常 的 几何 相似 性 下 不 变 的 分 形 ， 称 为 自 相似 的 。 

在 组 合 词 标 度 分 形 中 ， 形容 词 用 来 限定 名 词 。 当 取 主 词 是 分 
形 时 ， 指示 无 序 性 和 包括 无 法 处 理 的 不 规则 性 的 情形 ， 而 修饰 词 标 
度 指示 一 一 类 有 序 。 反 过 来 ， 取 标 度 作为 主 词 指 的 是 严格 的 有 序 ， 分 
形 作为 修饰 词 是 指 不 包括 直线 和 平面 。 

不 应 错误 理解 假设 均匀 性 和 标 度 性 的 动机 。 如 像 在 大 自然 的 
标准 几何 学 中 那样 ,在 此 也 没有 人 认为 世界 是 严格 地 均匀 或 标 度 
的 。 标 准 几 何 学 把 研究 直线 作为 初步 的 ,而 力学 也 把 匀速 直线 运 
动 只 看 成 第 一 步 。 

这 对 标 度 分 形 的 研究 同样 正确 ,但 这 里 的 第 一 步 要 漫长 得 多 ， 
因为 直线 已 被 丰富 而 多 种 多 样 的 可 能 性 所 代替 ,对 此 本 书 只 能 举 
例 说 明 。 无 需 惊讶 , 标 度 分 形 仅 为 所 处 理 的 自然 形状 提供 了 一 级 
近似 。 人 们 一 定 十 分 详 蜡 :这 一 级 近似 就 已 经 非常 合理 。 

值得 指出 , 自 相似 性 是 一 种 古老 的 思想 。 在 直线 的 情形 , 它 出 
BAF FRAG JE ik (Leibniz, G. W. ) 的 工作 , 约 在 1700 年 左右 见 第 41 
章 的 莱 布 尼 兹 和 拉 普 拉 斯 的 标 度 变换 。 把 它 推广 到 直线 和 平面 以 
外 的 情形 ,在 数学 中 也 几乎 已 有 100 年 历史 ,然而 它 的 真正 的 重要 
性 直到 本 书写 作 之 前 还 未 受 重视 。 它 在 科学 中 也 不 是 新 的 ,因为 
理 查 森 (Richardson，L.F. ) 在 1926 年 就 指出 ,在 很 宽 的 尺度 范围 
内 , 潢 流 可 以 分 解 为 自 相似 的 涡 旋 。 进 而 ,这 种 思想 在 力学 中 的 引 
人 注目 的 解析 结论 由 文献 Kolmogorov 1941 所 描绘 。 在 物理 学 中 ， 
标 度 性 的 分 析 方 法 与 重 正 化 群 的 概念 相 联 系 见 第 36 章 。 

然而 ,本 书 的 1975 年 版 本 首次 针对 性 地 研究 了 大 自然 中 非 标 
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准 标 度 性 的 几何 学 特征 。 
标 度 性 以 外 的 “对 称 性 ” 


完成 对 直线 的 处 理 后 , 欧 几 里 得 研究 有 更 丰富 不 变性 (通常 称 
为 “对 称 性 ”) 的 形状 。 本 书 第 15 章 至 第 20 章 将 在 非 标 度 分 形 中 
作 相 当 长 的 漫游 。 

自 映 射 但 非 标 度 分 形 与 “坚硬 的 "经 典 数学 分 析 中 某 些 最 微妙 
和 最 困难 的 领域 之 间 有 密切 的 联系 。 与 分 析 是 一 门 枯燥 乏味 的 学 
科 这 个 传说 相反 ,这 些 分 形 具有 令 人 惊奇 的 绚丽 。 


发 散 性 的 征兆 


在 我 们 完成 的 几乎 每 一 个 研究 范例 中 ,都 包含 发 散 性 的 征兆 。 
这 就 是 说 ,通常 期 望 它们 是 正 的 和 有 限 的 那些 量 却 反而 成 为 无 限 
的 ,或 是 为 零 。 乍 看 起 来 ,这 种 错误 性 态 似乎 多 半 是 古怪 的 ,甚至 
可 怕 的 ,但 仔细 地 重新 审视 表明 ,只 要 人 们 愿意 应 用 新 的 思想 方 
式 , 它 将 是 完全 可 接受 的 …… 

对 称 性 伴随 有 发 散 性 的 情形 ,也 是 量子 物理 学 的 一 个 熟知 内 
容 。 其 中 消除 各 种 发 散 性 的 研究 是 极其 光辉 的 篇 章 。 幸 运 的 是 ， 
各 种 分 形 的 发 散 性 要 容易 处 理 得 多 。 
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#48 ”变化 与 否认 


前 面 已 介绍 了 本 书 中 的 不 同 对 象 , 现 在 让 我 们 来 考察 本 书 的 
风格 。 本 书 也 试图 把 几 个 不 同 的 刻画 合 为 一 个 整体 。 


含糊 不 是 美德 


为 使 对 所 处 理 的 各 种 对 象 (其 中 有 很 多 是 艰深 的 ) 不 一 定 熟悉 
的 学 者 和 学 生 能 够 理解 ,本 书 要 附加 许多 说 明 解 释 。 

但 说 明 角 大 并 非 它 的 主要 目标 。 

而 且 ,我 力图 不 要 吓 跑 那些 对 数学 的 精确 性 并 不 感 兴趣 ,但 却 
会 对 我 的 主要 结论 感 兴趣 的 读者 。 这 些 结论 全 部 都 有 严格 的 数学 
依据 (并 且 比 在 许多 物理 学 科 中 坚实 得 多 ) ,但 本 书 的 风格 是 非 正 
式 的 (尽管 也 是 精确 的 )。 所 有 的 细节 将 留 至 第 39 章 ,文献 和 将 要 
发 表 的 论文 中 。 

由 于 不 能 指望 原始 工作 都 说 明 这 些 关系 ,因此 本 书 在 某 种 程 
度 上 是 一 本 普及 性 著作 。 


博学 有 益 于 良 智 


如 在 第 2 章 中 举例 说 明 的 那样 ,本 书包 括 了 许多 古老 但 无 名 

的 文献 。 直 到 我 自己 在 有 关 领 域内 的 工作 基本 完成 以 前 ,这 些 文 

献 中 的 大 多 数 都 并 未 引起 我 的 注意 。 它 们 未 能 影响 我 的 思考 。 

然而 ,在 很 长 时 间 内 ,并 无 他 人 来 分 享 我 的 乐趣 ,我 因 在 古老 的 

工作 中 发 现 了 类 似 的 东西 而 感到 高 兴 , 虽 然 这 些 东西 可 能 表达 

得 很 简略 和 不 其 恰当 , 而且 明 显 地 有 着 需要 改进 之 处 。 这 样 , 对 
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“经 典 工作 "的 兴趣 (通常 被 科学 实践 所 抹 煞 ) 在 这 里 却 哺育 了 
我 。 

换 句 话说 ,我 为 发 现 了 我 一 一 作为 分 形 理论 的 设计 师 和 建筑 
师 一 一 所 需要 的 石料 ,也 包括 了 许多 曾 被 他 人 所 考察 过 的 东西 而 
感到 高 兴 。 但 为 什么 现在 还 要 继续 考究 这 个 事实 呢 ? 随便 的 脚注 
符合 流行 的 习惯 ,但 过 于 强调 遥远 的 原始 工作 的 根源 , 却 有 滋生 以 
下 错误 印象 的 危险 性 :我 的 建筑 在 很 大 程度 上 是 用 旧 石 料 贴 上 新 
标签 堆砌 而 成 的 。 

于 是 ,需要 为 我 的 考古 癖 作 辩护 ,但 我 不 想 这 样 做 。 照 我 看 
来 ,说 说 就 够 了 ,对 思想 史 的 探究 有 益 于 科学 家 的 良知 。 

然而 ,每 当 我 们 阅读 一 个 伟人 (当时 还 未 成 名 ) 闪 光 的 著作 时 ， 
就 会 想到 勒 贝 格 为 卢 辛 (Lusin, N. ) 的 书 所 写 的 那 篇 令 人 欣喜 的 前 
言 。 勒 贝 格 放 弃 了 许多 深刻 的 思想 ( 据 卢 辛 的 书 说 这 些 思想 应 属 
于 勒 贝 格 ), 说 他 可 能 曾 有 过 这 些 思想 ,但 后 来 放弃 了 , 故 这 些 思想 
是 卢 辛 创始 的 。 类 似 的 是 文献 Whittaker 1953, 其 中 摘自 庞 加 莱 和 
洛 伦 效 (Lorentz, H. A. ) 的 引文 (经 过 整理 的 ) 支 持 了 他 们 两 人 明 
确 地 否定 的 论点 :物理 学 的 相对 论 是 他 们 创造 的 ,而 不 是 爱 因 斯 
坦 。 

又 ,对 于 若干 年 前 匆匆 记 下 某 种 思想 但 未 发 展 ( 我 们 现在 已 能 
加 以 发 展 ) 的 每 一 作者 ,我 们 都 冒 着 发 现 声称 (当时 ) 这 种 思想 是 荒 
雇 的 第 二 作者 之 险 。 难 道 我 们 应 当归 功 于 具有 思想 (但 未 发 展 ) 的 
年 轻 庞 加 莱 而 抛弃 成 熟 的 庞 加 莱 吗 ? Stent 1972 会 引导 我 们 得 出 
结论 , 太 超 前 于 所 处 的 时 代 , 除 开 使 人 因 其 被 埋没 而 感到 忱 惜 外 ， 
别 无 他 用 。 

虽然 对 一 种 思想 的 历史 过 于 博学 将 会 弄巧成拙 。 但 我 的 确 希 
望 维护 来 自 过 去 的 先 声 ,在 第 40 章 和 第 41 章 的 文献 和 历史 简 述 
中 将 进一步 予以 强调 。 

炫耀 博学 也 肯定 不 是 本 书 的 主要 目标 。 
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“眼见 为 实 ” 


在 1875 ~ 1925 年 的 数学 危机 刚 开始 时 , 康 托 致 戴 德 金 的 信 还 
沉 洒 于 他 自我 发 现 的 惊讶 之 中 ,并 离开 德语 而 用 法 语 惊 呼 “眼见 不 
HK” (Je le vois, mais je ne le crois pas )。 就 像 得 到 暗示 那样 ,数学 
试图 避免 被 怪物 的 雕像 引入 歧途 。 一 面 是 革新 前 和 反 革 新 的 几何 
学 中 洛 可 可 式 0 的 华丽 , 另 一 面 是 外 尔 斯 特 拉 斯 康 托 或 皮 亚 诺 的 
工作 中 几乎 完全 可 见 的 无 趣味 性 ,两 者 之 间 的 对 比 是 多 么 强烈 ! 
在 物理 学 ,大约 1800 年 ， 自从 拉 普 拉 斯 那 本 无 任何 插图 的 《天 体力 
学 ?一 书 之 后 ,类似 的 发 展 可 能 来 临 。 狄 拉克 (Dirae，P. A. M. ) 的 
陈述 (在 他 1930 年 版 的 4 量子 力学 》 的 前 言 中 ) 是 一 个 例子 ,他 说 ， 
大 自然 的 “基本 规律 并 不 以 我 们 腾 想 中 的 图 画 按 任何 直接 方式 支 
配 世 界 , 相 反 地 ,它们 控制 着 一 个 这 样 的 基础 ,如 不 引入 不 相干 性 
我 们 就 不 能 形成 一 幅 腑 想 中 的 图 画 ”。 

对 上 述 观 点 的 广泛 和 不 加 批评 的 承认 已 具 破 坏 性 。 特 别 是 ， 
在 分 形 理论 中 应 “眼见 为 实 "。 因 此 ,在 读者 继续 阅读 之 前 ,我 建议 
浏览 一 下 本 书 中 的 画 页 。 本 书写 作 时 就 打算 要 帮助 广大 读者 在 不 
同 程度 上 理解 本 书 的 内 容 , 并 试图 说 明 ,即使 最 最 纯粹 的 数学 家 ， 
精致 的 图 画 都 既 可 以 帮助 他 理解 已 有 的 概念 ,又 可 以 帮助 他 寻找 
新 的 概念 和 猜测 。 当代 的 科学 文献 很 少 认为 图 画 是 如 此 地 有 用 
的 。 


r g "— 
误 。 例 如 ,直线 应 是 无 界 、 无 限 细 和 光滑 的 ,但 画 出 的 任何 直线 都 
不 可 人 避免 地 长 度 有 限 ,有 厚度 ,并 且 边 缘 粗 糙 。 尽 管 如 此 ,粗略 而 


O ATER ooo), 18 世纪 时 欧洲 流行 的 一 种 纤巧 而 浮华 的 建筑 和 音乐 形 
Xo 一 一 译 者 注 
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启发 性 地 画 一 条 直线 以 发 展 直观 并 帮助 寻找 证 明 ,对 许多 人 都 是 
有 用 的 ,对 有 些 人 甚至 是 必须 的 。 粗 略 绘图 作为 丝线 的 几何 模型 
比 数学 直线 本 身 更 合适 。 换 句 话说 ,对 于 所 有 实际 目的 而 言 , 一 个 
几何 概念 和 它 的 图 象 ,能 在 一 定 的 特征 尺寸 范围 内 相互 吻合 就 足 
够 了 ,这 个 范围 介 于 所 谓 外 界限 (一 个 大 而 有 限 的 尺寸) 与 内 界限 
(一 个 小 的 正 值 ) 之 间 。 

如 今 ,多 亏 计算 机 绘图 ,这 类 启发 性 图 画 在 分 形 情况 中 是 实用 
的 。 例 如 ,所 有 自 相似 分 形 曲线 都 是 无 限 长 和 无 限 细 的 。 每 条 曲 
线 还 有 很 特殊 的 不 光滑 性 ,这 就 使 它 比 欧 几 里 得 中 的 任何 东西 都 
要 复杂 得 多 。 从 而 ,最 好 的 表示 只 能 在 有 限 范围 内 成 立 ,在 原则 
上 ,我 们 已 经 遇 到 过 了 。 然 而 ,把 很 大 的 和 很 小 的 细节 去 掉 不 仅 是 
完全 可 接受 的 ,而 且 明显 是 合适 的 ,因为 上 .下 界限 在 自然 界 都 是 
存在 或 多 少 能 感觉 得 到 的 。 这 样 ,典型 的 分 形 曲线 可 以 用 大 量 的 、 
但 数目 有 限 的 基本 笔画 满意 地 表达 出 来 。 

笔画 的 数目 越 多 ,过 程 的 精确 度 就 越 高 ,相应 的 表示 方式 就 越 
有 用 。 因 为 分 形 概念 涉及 笔画 在 空间 的 相对 位 置 ,关键 在 于 描画 
时 应 保持 精确 的 比例 。 手 工 描绘 几乎 全 无 可 能 ,但 计算 机 绘图 十 
分 称职 。 本 书 中 连续 几 版 颇 受 它们 的 影响 , 即 越 来 越 成 熟 的 绘图 
系统 ,以 及 越 来 越 成 熟 的 程序 设计 人 员 ( 艺 术 家 ) 的 高 水 平 ! 我 很 
幸运 地 能 使 用 一 种 产生 可 供 直接 照相 制版 图 画 的 系统 。 本 书 提供 
了 该 系统 输出 的 样品 。 

图 画 对 于 把 模型 与 真实 情况 相配 合 是 绝妙 的 。 如 果 一 种 或 然 
性 机 制 与 某 种 分 析 观 点 得 到 的 数据 吻合 ,但 模型 的 仿真 看 起 来 完 
全 不 “真实 ,那么 这 种 分 析 上 的 吻合 是 有 疑问 的 。 一 个 公式 只 能 
在 很 少 几 方 面 联系 模型 与 现实 之 间 的 关系 ,而 肉眼 却 具 有 巨大 的 
综合 和 辨别 能 力 。 是 的 ,肉眼 有 时 会 看 出 一 些 虚假 的 关系 ,它们 而 
后 被 统计 分 析 所 否认 ,但 这 个 问题 多 半 出 现在 样本 数目 很 小 的 一 
些 科 学 领域 中 。 在 我 们 将 探索 的 领域 中 ,样本 数目 却 是 巨大 的 。 

此 外 ,图 画 帮 助 我 们 找到 现存 模型 的 新 用 途 。 我 第 一 次 体会 
到 这 种 可 能 性 是 看 到 了 Feller 1950 中 的 随机 游 动 图 画 一 一 这 条 曲 
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线 看 来 像 山 脉 的 轮廓 或 截面 ,而 它 与 时 间 轴 的 交点 , 则 使 我 联想 起 
我 当时 正在 研究 的 与 电话 差错 有 关 的 一 些 记录 。 对 这 种 猜疑 的 探 
索 最 终 分 别 导致 第 28 章 和 31 章 中 陈述 的 理论 。 我 自己 的 计算 机 
绘图 也 提供 了 类 似 的 灵感 ,一 方面 对 于 我 自己 , 另 一 方面 也 对 于 
别人 ,他 们 在 甚至 我 根本 不 知道 的 科学 中 ,十 分 友好 地 “追随 "着 
我 。 

自然 ,图 画 通 过 电影 技术 得 到 推广 。Max 1971 提供 了 一 些 经 
典 分 形 有 关 的 影片 。 


几何 “艺术 ”的 标准 形状 及 新 的 分 形 形 状 


本 书 的 封 里 及 其 前 后 的 各 种 图 形 , 是 无 意 中 计算 机 程序 编制 
出 错 后 的 结果 。 我 听 到 和 读 到 ,有 意 和 无 意 中 出 错 的 图 画 被 称 为 
“一 种 新 的 艺术 ”。 

很 清楚, 与 艺术 家 竞争 完全 不 是 本 书 的 目的 。 尽 管 如 此 ,还 
须 谈 及 这 一 点 。 问题 不 在 于 图 画 是 否 整洁 地 画 出 和 印 出 ， 而 原 图 
是 计算 机 描绘 也 并 非 实质 性 的 ,除非 出 于 经 济 上 的 考虑 。 但 我 们 
涉及 的 是 一 个 引起 争论 而 又 古老 的 论题 的 一 种 新 形式 :数学 概念 
的 一 切 图 形 表示 都 是 艺术 的 一 种 形式 , 它 越 简单 越 好 ,从 而 (借用 
绘画 者 的 术语 ) 可 以 称 为 “ 极 小 艺术 ”。 

通常 认为 极 小 艺术 局 限于 标准 形状 (直线 、 圆 螺旋 线 之 类 ) 的 
有 限 组 合 。 但 并 非 必须 如 此 。 用 作 科 学 模型 的 分 形 也 是 十 分 简单 
的 (因为 科学 欣赏 简单 性 )。 有 人 说 其 中 的 许多 可 以 看 成 极 小 几何 
艺术 的 一 种 新 形式 ,对 此 我 表示 赞同 。 

是 否 其 中 有 一 些 使 人 联想 起 埃 合 尔 (Escher, M. C.)? 应 当 如 
此 ,因为 埃 会 尔 从 Fricke & Klein 1897 中 的 双 曲 铺 覆 得 到 了 灵 
感 ,而 双 曲 铺 覆 ( 见 第 18 章 ) 又 与 妇 人 分形 范 围 中 的 形状 联系 紧 
密 。 

分 形 “ 新 几何 艺术 ”与 “大 师 们 ”的 绘画 或 “精美 艺术 ”的 建筑 有 
着 惊人 的 相似 性 。 一 个 明显 的 理由 在 于 ,经 典 的 视觉 艺术 ( 像 分 形 
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一 样 ) 涉 及 很 多 长 度 标 度 和 偏爱 自 相 似 性 (Mandelbrot 1981 1). Al 
为 所 有 这 些 理由 ,也 因为 它 出 自 模仿 大 自然 以 猜测 其 中 规律 的 努 
力 ,分形 艺术 就 容易 被 接受 :其 实 它 并 非 真 是 陌生 的 。 抽 象 绘画 就 
是 按 这 种 考虑 变化 的 :我 喜欢 的 那些 接近 于 分 形 几 何 艺术 ,但 也 有 
许多 接近 于 标准 几何 艺术 一 一 就 我 个 人 的 欣赏 喜好 而 言 是 过 于 接 
近 了 。 

这 里 出 现 了 一 个 矛盾 :如 在 第 1 章 中 摘自 戴 森 的 文字 中 所 述 ， 
现代 数学 .音乐 .绘画 和 艺术 可 以 看 成 是 相互 联系 的 。 但 在 建筑 学 
上 这 还 是 一 种 表面 印象 ;一座 米 斯 " 范 德 罗 尼 (Mies van der Rohe) 
建筑 是 有 界 尺 度 的 欧 几 里 得 几何 的 重 现 ,而 一 座 合乎 潮流 的 .精美 
的 艺术 建筑 则 富 于 分 形 面貌 。 


逻辑 学 要 点 


以 下 各 章 处 理 的 不 同 课题 的 复杂 性 渐次 增加 ,以 便 逐 步 引 人 
基本 的 思想 。 这 种 方法 似乎 是 可 行 的 ,这 个 事实 对 分 形 理论 有 重 
大 价值 。 其 中 有 一 些 不 可 或 缺 的 重复 , 当 读 者 感到 过 于 重复 或 过 
于 复杂 (特别 是 超越 最 基本 数学 的 那些 部 分 ) 时 ,可 以 跳 过 几 页 而 
不 致 失落 论述 的 主线 。 在 插图 的 说 明 中 包含 了 许多 信息 。 

正如 已 经 提 到 的 ,插图 集中 在 (首次 涉及 的 ) 每 章 的 末尾 。 作 
者 也 常常 感到 有 必要 与 某 些 特殊 的 读者 群体 作 私 下 交谈 ,因为 如 
果 对 某 些 要 点 不 作 猎 述 或 阐述 ,他 们 可 能 会 颇 感 苦恼 。 这 些 插话 
艇 在 正文 中 ,但 用 新 型 的 括号 妃 和 着 标记 ,从 而 容易 识别 ,以 便 跳 
过 它们 。 另 一 些 插话 则 作为 附带 的 注 记 。 我 没有 时 间 仔 细 计 数 ， 
但 本 书 中 的 插话 比 1977 年 版 要 少 些 。 

用 以 下 方法 一 看 就 表明 涉及 的 D 是 理论 维 数 还 是 经 验 维 数 。 
经 验 维 数 多 半 只 取 小 数 点 后 面 1 至 2 位 ,从 而 写成 如 1.2 或 1.37。 
理论 维 数 则 写成 整数 整数 的 比值 整数 的 对 数 之 比值 ,或 至 少 具 
有 4 位 小 数 的 形式 。 
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“ 言 归 正 传 ” 


抛弃 了 许多 对 本 书 而 言 是 附属 的 目标 以 后 ,我 重新 回顾 第 1 
章 。 本 书 是 一 本 宣言 书 和 一 部 范例 集 , 几 乎 全 部 奉献 给 我 所 创 导 
的 理论 和 课题 。 不 过 这 常 导致 各 种 古老 著作 的 复活 和 对 它们 的 重 
新 解释 。 

这 些 理论 中 没有 哪 一 个 已 停止 生长 ,有 几 个 还 只 处 于 播种 阶 
自 。 有 些 是 在 这 里 首次 发 表 , 而 其 他 的 则 在 我 以 前 的 文章 中 叙述 
过 。 此 外 ,我 要 提 到 ,我 的 书 的 较 早 版 本 激 起 了 许多 发 展 , 这 些 发 
展 又 反 过 来 激励 了 我 。 然 而 ,我 并 不 准备 列 出 被 证 明 分 形 是 有 用 
的 所 有 领域 ,我 担心 若 如 此 会 破坏 本 书 的 随笔 风格 和 宣言 书 的 
韵味 。 

最 后 提醒 一 点 :我 并 不 打算 像 专家 们 所 要 求 的 那样 非常 详细 
地 前 述 任何 范例 的 研究 。 但 许多 论题 是 多 次 提 及 的 ;不 要 忘记 应 
用 索引 。 
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第 二 篇 ”三 种 已 驯服 的 
经 典 分 形 


$58 英国 的 海岸 线 有 多 长 


为 了 引 人 第 一 类 分 形 , 即 分 维 大 于 1 的 曲线 ,考虑 一 条 海岸 
线 。 显 然 , 它 的 长 度 至 少 等 于 在 其 始 端 与 终端 之 间 沿 直线 测量 的 
距离 。 然 而 ,典型 的 海岸 线 是 不 规则 的 , 且 是 曲折 缠绕 的 , 毫 无疑 
问 , 它 要 比 两 端点 之 间 的 距离 长 得 多 。 

可 以 用 多 种 不 同 的 方法 来 较 精确 地 计算 其 长 度 ,本 章 分 析 其 
中 的 几 种 方法 。 结 果 是 极其 古怪 的 :海岸 线 的 长 度 成 了 一 个 无 从 
提 摸 的 东西 , 它 在 想 要 抓 住 它 的 人 的 手指 之 间 滑 来 滑 去 。 所 有 测 
量 方 法 最 终 都 导致 以 下 结论 :典型 的 海岸 线 很 长 ,但 其 长 度 是 如 此 
不 确定 ,以 致 最 好 把 它 看 成 无 限 长。 从 而 ,如 果 想 要 从 其 “延伸 "的 
角度 来 比较 不 同 的 海岸 线 , 长 度 不 是 一 个 合适 的 概念 。 

本 章 要 寻找 一 种 (关于 长 度 的 ) 改 进 的 蔡 代 者 ,并 由 此 发 现 , 不 
能 不 引入 分 形 概念 的 多 种 形式 ( 维 数 .测度 和 曲线 )。 


多 种 测量 方法 


方法 A 把 两 脚 规 调整 为 预定 的 跨 距 e( 称 为 码 尺 长 度 ), 沿 
着 海岸 线 跨 步 ,每 一 步 紧 接 前 一 步 。 将 步 数 乘 以 € 即 得 到 近似 长 
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HE L(e)o FD AL SR h Ha E BOAT 978 
L(e ) 迅 速 趋向 完全 确定 的 值 , 称 为 真实 长 度 。 但 事与愿违 ,在 典 
型 情况 中 ,观察 到 的 L(e ) 无 限 增 长 。 

出 现 这 种 行为 的 原因 是 显然 的 : 若 在 一 张 十 万 分 之 一 比例 的 
地 图 上 看 到 的 海湾 和 海 角 ,在 万 分 之 一 的 地 图 上 重新 考察 , 则 将 看 
到 子 海湾 和 子 海 角 。 在 千 分 之 一 比例 的 地 图 上 将 出 现 子 子 海湾 和 
子 子 海 角 ,如 此 继续 。 它 们 每 一 次 都 增加 了 测量 长 度 。 

我 们 的 实践 证 实 ,海岸 线 是 如 此 不 规则 以 致 不 能 在 简单 几何 
曲线 的 长 度 清单 上 通过 辨认 来 直接 测量 。 因 此 ,方法 A 是 把 海岸 
线 用 直线 段 (我 们 知道 怎样 来 处 理 它们 ) 构 成 的 一 系列 折线 代替 。 

FEB 这 种 “光滑 化 "也 可 以 用 其 他 方法 进行 。 设 想 有 人 沿 
着 海岸 线 散 步 ,所 走路 线 是 离 水 面 不 超过 预先 给 定 的 距离 。 的 最 
短途 径 。 然 后 他 减少 码 尺 的 长 度 再 行 散步 ,如 此 反复 ,直到 e 达到 
(例如 )50 厘米 。 这 时 人 已 太 大 和 太 繁 拙 而 不 能 再 更 加 精细 地 跟 
踪 。 人 们 会 争辩 说 ,这 种 不 能 达到 的 精细 程度 (a) 对 人 们 并 无 直接 
兴趣 ,(b) 随 季节 和 涨 落 潮 的 变化 太 大 ,因此 是 毫 无 意义 的 。 我 们 
将 在 本 章 稍 后 谈 及 论据 (a)。 同 时 ,我 们 能 够 使 论据 (b) 无 效 ,只 要 
把 注意 力 集中 于 岩 岸 ,并 当 潮 水 低落 和 波浪 可 以 忽略 时 进行 考察 。 
在 原则 上 可 以 追随 这 种 曲线 的 细部 , 先 用 绳 系 一 只 老鼠 ,然后 系 一 
只 蚂蚁 。 如 此 等 等 。 当 散步 者 越 来 越 靠近 海岸 线 时 , 需 覆盖 的 距 
离 又 无 限 地 增加 。 

FEC 方法 B 蕴含 着 陆地 与 水 面 之 间 的 不 对 称 性 。 为 了 吉 
免 这 一 点 , 康 托 建议 ,应 该 用 一 架 焦距 不 准 的 照相 机 来 观察 海岸 
线 , 这 时 海岸 线 上 的 每 一 点 便 都 转化 为 半径 为 e HARM. RA 
话说 , 康 托 考虑 离 海岸 线 距 离 不 超过 e 的 陆地 和 水 面 上 所 有 的 点 。 
这 些 点 形成 了 一 根 宽度 为 2e 的 香肠 或 带子 (如 图 $-3, 但 那 是 在 
另 一 种 意义 下 得 到 的 )。 测 量 带子 的 面积 并 除 以 2e。 如 果 海岸 线 
是 直 的 ,那么 带子 将 是 一 个 矩形 ,上 述 比 值 将 是 真实 长 度 。 对 于 实 
际 海岸 线 ,我 们 得 到 一 个 估计 长 度 C(e)。 当 e 减 小 时 ,这 个 估计 
值 无 限 地 增加 。 
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方法 D 设想 点 描画 家 用 半径 为 e 的 圆 斑 点 画 地 图 , 与 方法 

5 不同, 不 把 圆心 去 于 海岸 线 上 ,而 要 求 覆 盖 全 部 海岸 线 的 圆 斑 数 

自尽 可 能 小 。 其 结果 是 ,在 靠近 海 角 处 ,这 圆 斑 的 大 部 分 在 陆地 

上 ,而 在 靠近 海湾 处 ,这 些 圆 斑 的 大 部 分 在 海洋 中 。 把 这 种 地 图 的 
面积 除 以 2e ,就 得 到 对 长 度 的 估计 ,这 种 估计 也 是 “不 正规 ”的 。 


测量 结果 的 任意 性 


上 节 可 总 结 为 :用 各 种 方法 测 得 的 主要 结果 相同 : 当 e 渐次 递 
减 时 ,每 个 近似 长 度 都 趋 于 持续 无 限 地 增长 。 

为 了 确 知 这 个 结果 的 意义 ,让 我 们 对 来 自 欧 几 里 得 的 标准 曲 
线 进行 类 似 的 测量 。 对 于 -- 个 直线 段 , 各 种 近似 测量 实质 上 等 同 ， 
并 由 此 定义 了 线段 的 长 度 。 对 于 圆周 ,近似 测量 值 将 增加 但 迅速 
收敛 于 一 个 极限 。 长 度 能 如 此 定义 的 曲线 称 为 可 求 长 的 。 

对 于 曾 被 人 工 治理 过 的 海岸 线 (例如 如 今 伦敦 的 切尔西 海岸 岸 ) 
的 测量 结果 提供 了 更 有 趣 的 对 比 。 因 为 人 力 不 可 能 影响 很 大 的 地 
貌 特征 , 取 很 大 的 码 尺 长 度 也 得 出 随 的 减少 而 增加 的 结果 。 

然而 ,对 切尔西 海岸 存在 一 个 = 的 L(e) 变 化 很 小 的 中 间 区 。 
这 个 区 域 可 从 20 米 降 到 20 厘米 (但 不 要 过 于 认真 地 看 待 这 些 数 
值 ), 但 当 e 小 于 20 厘米 时 ,Z(e) 又 增加 ,并 且 测 量 受到 石头 的 不 
规则 性 的 影响 。 这 样 , 若 我 们 跟踪 的 曲线 表示 为 e 的 函数 上 (6)， 
那么 在 e fr T 20 米 与 20 厘米 的 区 域内 ,几乎 无 疑 将 看 到 长 度 有 
一 个 平坦 的 部 分 ,但 这 在 海岸 被 治理 之 前 是 不 可 能 观察 到 的 。 

在 上 述 区 域 中 进行 的 测量 显然 有 极 大 的 实际 用 途 。 因 为 不 同 
科学 学 科 之 间 的 边界 在 很 大 程度 上 是 不 同 科学 家 所 从 事 工 作 的 习 
惯性 分 界 ,可 以 把 地 理学 局 限于 上 述 人 类 能 达到 的 现象 ,例如 ,在 
ERK 20 米 尺 度 范围 内 。 这 个 限制 将 导致 地 理 长 度 的 一 个 完全 
确定 的 数值 。 海 岸 护卫 队 可 以 对 未 治理 的 海岸 选用 同样 的 e ,而 
百科 全 书 和 年 鉴 可 以 采用 相应 的 L(e). 

然而 ,难以 设想 政府 的 所 有 部 门 都 采用 同样 的 e ,而 所 有 国家 
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都 采用 同样 的 e 则 更 是 不 可 思议 的 。 例 如 ,在 文献 Richardson 1961 
中 指出 ,西班牙 与 葡萄 牙 之 间 的 共同 边界 的 长 度 , 或 比利时 与 荷兰 
之 间 的 共同 边界 的 长 度 ,在 各 自 的 百科 全 书 中 报道 的 数值 相差 
20% 。 分 歧 必 定 部 分 地 是 对 e 的 不 同 选择 的 结果 。 即 将 讨论 的 一 
个 经 验 性 发 现 表明 ,e 可 以 相差 两 倍 而 无 需 惊 讶 ,小 国 (葡萄 牙 ) 对 
边界 的 测量 要 比 它 的 大 邻 国 更 精确 。 

反对 决定 一 个 任意 的 e( 作 为 标准 ) 的 第 二 个 和 更 重要 的 理 
由 ,是 哲学 性 的 和 科学 性 的 。 大 自然 并 非 脱离 人 类 而 存在 的 ,任何 
人 给 以 任何 特定 的 e 和 ZL(e) 以 过 多 侧重 ,就 使 得 人 类 凌驾 对 大 自 
然 的 研究 ,不 论 是 通过 他 的 典型 码 尺 尺寸 ,或 是 通过 他 的 高 度 变化 
的 技术 手段 。 如 果 海 岸 线 仍然 成 为 科学 研究 的 对 象 ,涉及 它们 长 
度 的 不 确定 性 就 不 能 消 遥 法 外 。 从 某 种 方式 讲 , 地 理 长 度 的 概念 
不 像 看 起 来 那样 讨厌 , 它 不 是 完全 “客观 的 "。 观 察 者 不 可 避免 地 
会 干预 它 的 定义 。 


这 种 任意 性 是 否 得 到 公认 , 它 有 关 紧 要 吗 ? 


海岸 线 长 度 是 不 可 确定 的 这 个 观点 ,无 疑 被 许多 人 认为 是 正 
确 的 ,我 甚至 认为 不 能 有 其 他 想法 。 但 我 寻求 有 关 这 方面 书面 陈 
述 的 努力 几乎 全 盘 失 败 。 除 了 第 2 章 中 摘录 过 的 佩 琳 的 话 外 ,在 
文献 Steinhaus 1954 中 有 一 段 评论 :“ 当 用 不 断 提高 的 精度 来 测量 
维 斯 图 拉 河 0 左岸 时 ,得 到 的 长 度 会 十 倍 、 百 倍 甚至 千 倍 于 根据 中 
学 地 图 读 出 的 长 度 ……[A] 接 近 实 际 的 说 法 应 称 在 大 自然 中 遇 到 
的 大 多 数 弧 段 是 不 可 求 长 的 。 但 这 种 说 法 与 以 下 信念 是 矛盾 的 : 
不 可 求 长 的 弧 段 是 数学 家 们 的 发 明 , 而 自然 弧 段 是 可 求 长 的 。 恰 
恰 是 相反 的 结论 才 是 正确 的 ”但 无 论 是 佩 琳 还 是 施 坦 豪 斯 
(Steinhaus, H. ) 都 未 进一步 深化 这 一 见解 。 


Q@” 维 斯 图 拉 河 (Vistula) 一 一 又 称 维 斯 瓦 河 。 波 兰 的 主 河流 ,长 1068 公里 ,流向 波 
罗 的 海 。 一 一 校 者 注 
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让 我 来 重 述 法 迪 曼 (Fadiman, C. ) 报 道 过 的 一 个 故事 。 他 的 
朋友 卡 斯 纳 (Kasner, E. ) 要 求 一 个 小 孩 “ 猜 猜 美 国 东海 岸 线 的 长 
度 。 在 作出 一 次 "聪明 "的 猜测 后 ……. 他 也 许 会 …… 指 出 ,如 果 你 
测量 每 个 海湾 和 和 人口 的 周 长 ,然后 测量 它们 每 个 突出 部 和 四 人 部 ， 
然后 测量 海岸 物质 的 每 个 小 质点 ,每 个 分 子 、 原 子 等 等 之 间 的 距 
离 。 显 然 ,海岸 线 可 以 随 你 想 要 多 长 就 有 多 长 。 孩 子 很 快 明白 了 
这 一 点 ,但 卡 斯 纳 要 说 服 成 年 人 则 困难 得 多 ”。 这 个 故事 是 有 意思 
的 ,但 不 涉及 现在 的 讨论 : 卡 斯 纳 的 目标 并 不 是 要 指出 大 自然 的 一 
个 值得 继续 探索 的 方面 。 

因此 ,Mandelbrot 1967 s 和 本 书 是 对 这 个 论题 的 第 一 批 有 效 工 
作 。 

EEEE (James, W. ) 在 《信仰 的 意志 》 中 的 话 ;“ 可 作 
出 新 发 现 的 大 领域 …… 总 是 未 经 分 类 的 残留 物 。 在 每 种 科学 的 合 
格 的 和 有 规律 的 事实 的 周围 , (要 特别 细心 观察 ) 还 有 着 一 类 云雾 
状 灰 尘 在 浮动 ,它们 偶然 出 现 ,不 规则 和 难得 遇 到 ,总 是 颇 易 忽略 
而 不 易 顾及 。 科 学 的 理想 是 封闭 和 完善 的 真理 系统 …… 在 系统 中 
不 能 分 类 的 现象 是 矛盾 荒唐 的 ,并 应 视 为 不 正确 的 ……- 人 们 
以 最 好 的 科学 良知 忽略 和 和 否定 它们 …… 任 何 想 要 革新 他 的 科学 的 
人 总 是 寻找 着 不 规则 的 现象 。 当 科学 更 新 时 , 它 的 新 方式 中 常常 
是 例外 的 东西 比 假设 作为 规则 的 东西 更 多 。” 

本 书 确实 试图 更 新 大 自然 的 几何 学 , 它 依赖 于 许多 疑 团 ,这 些 
疑 团 是 如 此 地 不 能 分 类 ,以 致 它们 仅 当 审查 人 员 们 点 头 时 才能 发 
表 。 下 节 讨论 第 一 个 例子 。 


理 查 森 效 应 


由 上 述 方法 A 得 到 的 近似 长 度 L(e ) 的 不 定性 ,在 Richardson 

1961 中 经 验 地 研究 过 ,这 篇 资料 是 机 遇 ( 或 命运 ) 赐 予 我 的 。 我 对 

此 论文 很 注意 ,因为 (第 40 章 ) 我 知道 理 查 森 是 一 位 伟大 的 科学 

家 ,他 的 独创 性 混杂 着 怪 闪 。 如 像 我 们 将 在 第 10 章 中 看 到 的 ,我 
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4 VARA A TF ASE A BRAA E AG A, Fd AB 49 
注意 的 是 关于 演 流 包含 有 自 相似 级 联 的 概念 。 他 也 研究 过 其 他 困 
难 问 题 ,诸如 国家 之 间 武 装 冲突 的 实质 。 他 的 经 验 有 经 典 的 简 
单 性 ,但 当 他 意识 到 有 必要 时 ,他 对 应 用 精确 的 新 概念 从 不 狐 
Ro 

复制 的 图 5-5 是 他 死 后 在 他 的 论文 中 找到 的 , 曾 发 表 于 几乎 
是 机 密 的 (并 且 是 完全 不 适当 的 )《 年 鉴 ) 中 。 由 论文 和 图 可 得 出 结 
论 ,存在 着 两 个 常数 ,我 们 称 之 为 F 和 ,从 而 一 一 若海 岸 线 用 折 
线 来 近似 一 一 大 约 需 要 用 ~? 个 长 度 为 的 区 间 , 合 起 来 的 长 度 为 

L(e)~ Fe!-?。 

指数 D 的 值 似乎 取决 于 所 选择 的 海岸 线 , 并 且 如 果 分 别 考虑 同一 
海岸 线 的 不 同 段 ,也 会 得 到 不 同 的 D 值 。 对 理 查 森 而 言 ,问题 中 
的 D 是 一 个 无 关 紧 要 的 简单 指数 。 然 而 ,其 数值 看 来 与 估计 海岸 
线 长 度 所 选择 的 方法 无 关 。 因 此 ,D 应 值得 重视 。 


海岸 线 的 分 维 


发 气 出 理 查 森 的 工作 后 ,我 提出 (Mandelbrot 1967 s) 该 指数 D 
(尽管 它 并 非 整数 ) 可 以 并 应 当 被 解释 为 一 种 维 数 , 即 分 维 。 事 实 
上 ,我 注意 到 上 述 所 有 测量 L(e ) 的 方法 都 对 应 于 (已 在 纯 数学 中 
应 用 的 ) 维 数 的 非 标准 广义 定义 。 基 于 海岸 线 被 最 少数 目的 、 半 径 
为 的 斑点 所 覆盖 的 长 度 定义 ,在 Pontrjagin & Schnirelman 1932 中 
用 来 定义 覆盖 维 。 基 于 海岸 线 被 宽度 为 2e 的 带 所 覆盖 的 长 度 定 
义 ,体现 了 康 托 和 闵 科 夫 斯 基 (Minkowski，H. ) 的 思想 (图 5-3), 相 
应 的 维 数 出 自 布 利 高 (Bouligand，G.)。 然 而 这 两 个 例子 只 暗示 了 
许多 维 数 (其 中 的 大 多 数 只 为 少数 专家 所 知 ) 散 布 在 不 同 的 专门 数 
学 章节 中 。 其 中 的 一 些 将 在 第 39 章 中 进一步 讨论 。 

数学 家 为 何 引 入 了 如 此 之 多 的 不 同 定义 呢 ? 因为 在 某 些 情 况 
下 ,它们 产生 不 同 的 数值 。 然 而 幸运 的 是 ,这 些 情 况 在 本 书 中 从 未 
遇 到 过 ,从 而 可 能 的 不 同 维 教 的 清单 可 以 简化 为 两 种 ,我 将 在 下 面 
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HER, BEA IE 22 8 Bz #f BJ n] D) Ë SSK, RA 
它 来 定义 分 维 。 较 简单 的 一 种 是 相似 维 : 它 不 太 普遍 ,但 在 许多 情 
况 下 是 足够 合适 的 ;这 将 在 下 章 进 行 探 讨 。 

显然 ,我 并 不 打算 给 出 理 查 森 的 D 是 一 种 维 数 的 数学 证 明 。 
在 任何 自然 科学 中 都 没有 这 种 可 信服 的 证 明 。 目 的 只 是 要 说 服 读 
者 ,对 长 度 的 观念 提出 了 一 个 概念 性 的 问题 ,而 D 提供 了 一 个 可 
行 和 方便 的 回答 。 分 维 现 已 进入 对 海岸 线 的 研究 中 ,即使 有 人 进 
行 明目张胆 的 反对 ,我 想 我 们 也 不 会 回 到 不 经 思考 和 天 真 地 接受 
D = 1 的 地 步 。 谁 要 继续 认为 D = 1, 他 就 必须 说 明理 由 。 

第 二 步 是 解释 海岸 线 的 形状 ,并 由 其 他 更 基本 的 考虑 导出 也 
的 数值 ,这 将 留 到 第 28 章 。 在 此 只 需 声明 ,作为 第 一 次 近似 ,有 
D = 3/2。 这 个 数值 用 来 描述 这 些 事实 是 太 大 了 点 ,但 完全 足以 说 
BH ,海岸 线 的 维 数 超过 标准 欧 几 里 得 维 数值 D = 1 是 自然 的 .恰当 
的 和 在 预料 之 中 的 。 


豪 斯 多 夫 分 维 


如 果 我 们 承认 ,不同 的 自然 海岸 线 真正 具有 无 限 的 长 度 , 而 基 
于 人 为 的 值 的 长 度 只 给 出 了 一 部 分 真实 情况 ,那么 如 何 才能 把 
不 同 的 海岸 线 相 互 加 以 比较 呢 ? 因为 无 限 的 四 倍 还 是 无 限 ,所 以 
每 条 海岸 线 的 长 度 比 其 四 分 之 一 长 度 的 四 倍 还 要 长 ,然而 这 种 结 
论 是 无 用 的 。 我 们 需要 一 种 较 好 的 方式 来 表达 以 下 的 正确 想法 : 
整 条 曲线 必须 有 这 样 的 一 种 “测度 ", 它 比 其 四 分 之 一 的 四 倍 还 
要 大 。 
达到 这 个 目标 的 最 聪颖 办 法 是 由 豪 斯 多 夫 提出 的 。 它 从 下 列 
事实 直观 地 得 到 启发 :计算 一 个 多 边 形 的 线性 测度 ,可 把 它 的 各 边 
长 度 (不 经 任何 变换 ) 直 接 相 加 得 到 。 我 们 就 称 (将 很 快 说 明 这 样 
做 的 理由 ) 这 些 长 度 被 自 乘 到 D = 1 KE 是 一 条 直线 的 欧 几 里 
得 维 数 )。 类 似 地 ,要 计算 封闭 多 边 形 内 部 的 面积 测度 ,可 通过 在 
它 上 面 铺 覆 正方 形 ,并 将 所 有 正方 形 的 边 长 都 自 乘 到 D-2KE 
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(2 是 一 个 平面 的 欧 几 里 得 维 数 ) 后 相 加 得 到 。 另 一 方面 , 当 应 用 
“错误 的 " 寡 指 数 时 ,所 得 结果 不 能 给 出 有 价值 的 信息 :封闭 多 边 形 
周边 的 面积 是 零 , 它 的 内 部 区 域 的 长 度 是 无 限 的 。 

类 似 地 ,我们 可 考虑 由 长 度 为 e 的 小 区 间 构 成 的 海岸 线 的 多 
边 形 近似 。 如 果 它们 的 长 度 都 自 乘 到 D 次 宕 ,那么 我 们 就 得 到 一 
个 暂 称 为 “ 维 数 为 D 的 近似 测度 的 量 。 
多 边 形 的 边 数 为 N = Fe? ,就 是 说 近似 测度 取 值 Fee” = Fo 

于 是 , 维 数 D 的 近似 测度 与 。 无 关 。 由 实际 数据 ,我 们 容易 
发 现 这 个 近似 测度 随 。 变化 很 小 。 

此 外 ,一 个 正方 形 的 长 度 是 无 限 "的 事实 上 有 一 个 简单 的 类 
比 和 推广 :对 任意 维 数 4( 只 要 d< D) 算 得 的 海岸 线 近似 测度 在 
e-=0 时 趋 于 。 类 似 地 “一 条 直线 的 面积 和 体积 为 零 " 相对 应 , 当 
d 取 大 于 DD 的 任何 值 时 ,相应 的 海岸 线 的 近似 测度 在 e>0 时 趋 于 
0。 当 且 仅 当 d= D 时 ,近似 测度 的 行为 才 是 合理 的 。 


曲线 的 分 维 可 以 超过 1; 分 形 曲 线 


按 规定 ,作为 定义 测度 时 的 指数 , 豪 斯 多 夫 维 数 保持 了 普通 维 
数 的 作用 。 

但 从 另 一 个 观点 来 看 ,D 确实 是 十 分 奇怪 的 : 它 是 一 个 分 数 ! 
特别 地 , 它 超过 1( 这 是 曲线 的 直观 维 数 ,并 且 可 以 严格 地 证 明 它 
就 是 曲线 的 拓扑 维 数 Dr) 

我 建议 把 分 维 超过 拓扑 维 数 1 的 曲线 称 为 分 形 曲线 。 本 章 可 
得 出 以 下 结论 :在 地 理学 家 感 兴趣 的 范围 内 ,海岸 线 可 以 用 分 形 曲 
线 来 模拟 。 海 岸 线 是 一 种 分 形 图 形 。 - 
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图 5-1 


| D=1.8687 | 


图 52 
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图 5-1 bl 
这 里 只 需 把 这 张 附带 的 小 插图 图 5-1 GRAN k 
然而 , 当 读 者 读 完 第 14 章 以 后 ,他 将 在 这 张 图 中 找到 提示 ,来 帮助 拆 开 
图 14-12( 见 第 181 页 ) 中 的 “建筑 物 "。 更 清晰 的 提示 可 从 图 5-2 所 示 的 发 生 
器 中 中 找到 。 um 


Hi 5-3 


Q 发 生 器 (generator) , 亦 译 成 “生成 元 "“ 生 殖 者 "或 “生成 器 "。 一 一 译 者 注 
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图 5-3 和 图 5-4 闵可夫 斯 基 香 肠 一 例 

当 数学 家 想 要 "驯服 "一 条 杂乱 无 规 的 曲线 时 ,标准 步骤 之 一 是 选择 一 个 
半径 e, 并 沿 曲线 上 每 一 点 画 一 个 半径 为 e 的 圆 盘 。 这 种 步骤 ( 它 至 少 可 妃 
湖 到 闵 科 夫 斯 基 , 也 许可 以 追溯 到 康 托 ) 虽 然 理 由 不 足 , 但 很 有 效 。( 关 于 术 
语 香肠 ,有 一 个 未 经 证 实 的 传说 ,说 它 是 将 这 种 步骤 应 用 于 维 纳 的 布朗 曲线 
的 残余 物 。) 

在 本 图 中 ,这 种 光滑 化 并 未 用 于 真实 的 海岸 线 , 而 是 应 用 于 将 在 后 面 (图 
6-10) 构 造 的 理论 曲线 ,这 种 构造 方式 是 不 断 添加 越 来 越 小 的 细节 。 把 图 5-4 
的 香肠 段 与 图 5-3 所 画 香肠 的 最 右 端 比较 ,我们 看 出 曲线 的 构造 将 经 历 一 个 
临界 阶段 ,尔后 它 开始 涉及 小 于 的 尺寸 。 以 后 的 构造 阶段 对 香肠 无 实质 性 
影响 。 = 


w > 
> 


log, (SEE AF 20K 


s 


log.( 边 长 ,单位 为 干 米 ) 


HSS 理 查 森 有 关 海 岸 线 长 度 增加 率 的 经 验 数据 

本 图 复制 了 理 查 森 对 不 同 曲 线 得 到 的 长 度 的 实测 数据 ,他 应 用 边 长 e 越 
来 越 小 的 正 多 边 形 测量 方法 。 正 如 所 预料 的 , 越 来 越 精确 的 测量 使 圆周 的 长 
度 很 快 稳定 为 一 个 完全 确定 的 数值 。 

与 之 相反 ,在 海岸 线 的 情况 ,近似 长 度 完全 不 会 稳定 下 来 。 当 码 尺 长 度 
e 趋 于 零 时 , 画 在 双 对 数 纸 上 表示 近似 长 度 的 点 , 落 在 一 条 斜率 为 负 的 直线 
上 。 这 对 邻 国之 间 的 边界 同样 成 立 。 理 查 森 在 百科 全 书 中 找到 了 西班牙 与 
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葡萄 牙 各 自 声称 的 两 国之 间 公 共 边 界 长 度 的 明显 差别 (987 对 1214 FX), A 
样 的 情况 发 生 在 荷兰 与 比利时 之 间 (380 对 449 千 米 )。 取 和 斜率 为 - 0.25, 假 
ik e 相差 一 个 因子 2( 这 是 完全 可 能 的 ), 就 可 以 说 明 这 些 数 值 之 间 有 20% W 
差额 。 

理 查 森 并 没有 对 他 的 直线 的 斜率 作出 理论 上 的 解释 。 另 一 方面 ,本 书 把 
海岸 线 解 释 为 近似 的 分 形 曲 线 , 并 用 每 条 直线 的 斜率 作为 1- 九 的 估计 ,这 
里 DD 就 是 分 维 。 - 
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第 6 章 SHANA ee 


为 了 充分 理解 我 把 理 查 森 的 D 作为 分 维 的 解释 ,我 们 由 无 法 
控制 的 自然 现象 转向 我 们 可 以 任意 设计 的 几何 结构 。 


白 相 似 性 和 级 联 


到 目前 为 止 ,我 们 强调 了 海岸 线 的 几何 学 是 复杂 的 ,但 在 它 的 
结构 中 也 有 很 高 的 有 序 度 。 

虽然 以 不 同比 例 尺 描绘 的 地 图 在 某 些 具体 细节 上 有 所 不 同 ， 
它们 却 具有 相同 的 一 般 特征 。 在 粗略 的 近似 中 ,海岸 线 小 的 和 大 
的 细节 是 几何 等 同 的 ,只 是 比例 不 同 。 

可 以 把 这 种 形状 设想 为 某 种 类 型 的 焰火 ,在 每 个 阶段 产生 的 
细部 要 比 前 一 阶段 的 小 。 然 而 , 较 好 的 提 法 出 自己 提 到 的 理 查 森 
关于 湾流 的 工作 :这 种 生成 机 制 可 以 称 为 级 联 。 

车 一 种 形状 的 每 一 部 分 在 几何 上 相似 于 整体 , 则 此 形状 及 生 
成 它 的 级 联 都 称 为 自 相似 的 。 本 章 探 讨 非常 规则 图 形 的 自 相似 
性 。 

与 自 相 似 形状 形成 鲜明 对 照 的 是 下 列 曲线 :(a) 它 具 有 单一 
尺度 ,如 圆周 ,(b) 它 具 有 两 个 明显 不 同 的 尺度 ,如 带 有 “ 皱 袜 "的 
圆周 。 这 些 形状 可 被 称 为 尺度 数 有 限 的 。 


类 似 于 海岸 线 的 奇怪 折线 和 三 元 科 赫 曲线 


为 保证 在 一 条 曲线 中 有 无 限 个 长 度 标 度 ,最 保险 的 办 法 是 有 
意识 地 分 别 安排 它们 。 边 长 为 1 的 正三 角形 有 一 个 标 度 , 边 长 为 
1/3 的 三 角形 具有 一 个 较 小 的 标 度 ,以 及 边 长 为 (1/3)* 的 三 角形 
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具有 递减 的 小 标 度 。 把 这 些 三 角形 相互 堆 秋 起 来 ,如 图 6-1 所 示 ， 
就 得 到 一 个 组 合 了 所 有 尺度 小 于 1 的 形状 。 

事实 上 ,我 们 假设 以 1/1,000, 000 比例 尺 画 出 的 一 段 海岸 线 
是 长 度 为 1 的 直线 段 , 称 为 起 始 器 2。 然 后 ,假设 在 3/1,000， n 
比例 地 图 上 可 见 的 细节 ,是 把 原来 直线 段 的 中 间 三 分 之 一 用 一 
隆起 的 等 边 三 角形 代替 而 得 到 的 。 这 样 所 得 的 第 二 UEM 
个 等 长 度 直线 段 形 成 的 折线 , 称 为 发 生 器 。 再 假设 在 9/1,000,000 
比例 地 图 上 出 现 的 新 的 细节 ,是 把 发 生 器 的 四 个 直线 段 中 的 每 一 
个 ,都 用 一 个 缩小 为 三 分 之 一 的 发 生 器 代替 ,从 而 形成 子 隆起 而 得 
到 的 。 

以 这 种 方式 继续 下 去 。 折 断 每 一 直线 段 ,把 起 始 器 用 程度 不 
断 递 增 的 折线 来 代替 。 因 为 我 们 整 本 书 中 都 要 与 它们 打交道 , 且 
让 我 称 这 种 曲线 为 奇怪 折线 (teragon ) ,来 源 于 希腊 语 rsoxg ,意义 
是 “怪物 ,奇怪 的 动物 ”, 以 及 your ,意义 是 “ 角 , 顶 ”。 在 公制 系统 
H AIK (tera ) 作 为 因子 102 的 词 冠 是 十 分 恰当 的 。 

如 果 继 续 同 样 的 级 联 过 程 直到 无 限 , 我 们 的 奇怪 折线 收敛 到 
一 个 极限 ,此 极限 最 早 在 文献 von Koch 1904 中 研究 过 ,如 图 6-7。 
我 们 将 专门 称 它 为 三 元 科 赫 曲线 , 记 为 Ko 

由 图 6-2 可 以 明显 看 出 ,这 条 曲线 的 面积 将 为 0。 另 一 方面 ， 
在 每 个 构造 阶段 它 的 总 长 度 以 4/3 的 比例 增加 ,因此 极限 曲线 的 
长 度 为 无 限 。 此 外 , 它 是 连续 的 ,但 处 处 没有 确定 的 切线 一 一 就 像 
无 导数 的 连续 函数 图 一 样 。 | 

作为 海岸 线 的 一 种 模型 ,7 只 是 一 种 有 启发 性 的 近似 ,但 并 不 
是 因为 它 太 不 规则 ,而 是 因为 与 海岸 线 相 比较 , 它 的 不 规则 性 太 系 
统 化 了 。 第 24 章 至 第 28 章 将 予以 “放松 ”, 以 使 它 较 好 地 与 海岸 
线 相 拟 合 。 


O 起 始 器 (initiator) , 亦 译 成 "起 始 元 ”发 起 者 "。 一 一 译 者 注 
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作为 怪物 的 科 赫 曲线 


如 同上 一 节 中 介绍 的 , 科 赫 曲线 应 被 看 作 几 何 中 最 直观 的 东 
西 。 但 对 它 的 传统 动机 是 完全 不 同 的 。 这 正 代 表 部 分 数学 家 对 它 
的 传统 看 法 。 他 们 只 是 全 体 一 致 地 称 r 是 一 条 怪异 曲线 ! 为 确 
切 起 见 , 让 我 们 来 看 看 《直觉 的 危机 》, (Hahn 1956, 它 将 一 再 对 我 
们 有 用 ) 中 写 道 :“( 一 条 不 可 求 长 或 无 切线 的 曲线 ) 的 特性 完全 躲 
避 了 直觉 ;事实 上 。 数 次 重复 弯 折 过 程 后 ,演化 出 的 图 样 是 如 此 复 
杂 , 以 致 难以 直觉 地 理解 ;而 且 它 使 我 们 完全 放弃 了 它 将 是 趋 于 一 
条 极限 曲线 的 设想 。 只 有 思维 的 或 逻辑 的 分 析 , 才 可 以 追随 这 个 
怪物 到 它 的 最 终 形式 。 于 是 ,如 果 我 们 对 此 依赖 于 直觉 ,我 们 将 会 
发 生 错 误 , 因 为 直觉 看 来 将 导致 以 下 结论 :不 可 能 有 一 条 在 任何 点 
都 没有 切线 的 曲线 。 这 是 直觉 失效 的 第 一 个 例子 ,涉及 微分 学 的 
基本 概念 。” 

上 述 这 些 话 中 ,说 得 最 好 的 是 它们 笋 住 了 爱 尔 米 特 (Hermite， 
C.) 在 1893 年 5 月 20 日 写 给 “从 无 导数 函数 的 可 悲 瘟疫 的 害怕 和 
恐惧 中 逃 出 来 的 "斯 蒂 尔 吉 斯 (Stieltijies，T. J.) 的 著名 惊 呼 。 
(Hermite & Stieltjes 1905, II. p.318) 人 们 喜欢 相信 伟人 是 完美 的 ， 
但 爱 尔 米 特 令 人 啼笑 皆 非 ,而 勒 贝 格 在 1922 年 《 摘 记 》(Lebesgue 
1972 ~ ,了 ) 中 提出 了 另外 的 论点 。 勒 贝 格 写 了 一 篇 关于 无 切 平 
面 的 曲面 的 文章 ,“ 全 是 初 皱 的 手帕 ” ,希望 由 法 国 科 学 院 发 表 , 但 
“ 爱 尔 米 特 一 度 反 对 把 它 包括 在 《科学 记录 ) 中 ;这 大 约 正 是 他 写 信 
给 斯 蒂 尔 吉 斯 的 时 候 ……”。 

我 们 想起 佩 琳 和 施 坦 豪 斯 了 解 得 更 好 ,但 单独 以 直觉 为 基础 
( 施 坦 豪 斯 是 以 事实 为 基础 进行 论证 的 ) 作 相反 争辩 的 唯一 数学 家 
Té 3E HE ( Lévy 1970):“ 当 听 说 几何 直觉 不 可 避免 地 使 人 认为 所 有 连 
续 函 数 都 是 可 微 的 时 候 , 我 总 是 十 分 惊讶 。 从 我 第 一 次 遇 到 导数 
这 个 概念 起 ,我 的 经 验 就 表明 正确 的 正好 相反 。” 

然而 ,这 些 言论 以 前 未 曾 听 说 过 。 不 单 是 几乎 每 本 书 , 而 且 几 
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乎 每 个 科学 博物 馆 , 都 声称 不 可 微 曲 线 是 反 直 觉 的 “怪物 类 型 
的 " “病态 的 ”, 甚 至 是 “不 正常 的 ”。 


被 驯服 的 科 赫 曲线 , 维 数 为 D = log 4 / log 3~1.2618 


我 认为 科 赫 曲线 是 海岸 线 的 一 个 粗糙 但 又 是 充满 活力 的 模 
型 。 作 为 第 一 种 定量 试验 ,我 们 来 研究 边 长 为 e 的 三 元 科 赫 奇怪 
折线 的 长 度 L(e)。 这 个 长 度 可 以 精确 测量 ,其 结果 特别 令 人 满 
意 : 

L(e)=e!-?, 
这 个 精确 公式 等 同 于 理 查 森 关 于 英国 海岸 线 的 经 验 规律 。 对 三 元 
科 赫 曲线 ， 

D = log 4 / log 3~1.2618, 
因此 D 落 在 理 查 森 观 察 值 的 范围 之 内 ! 
< 证 明 : 显 然 ,上 (1) =1 和 
L(e/3) = (4/3)L(e). 

这 个 方程 有 形 如 L(e) = e1-? 的 解 , 若 D 满足 

3D-! = 4⁄3, 
因此 D = log 4 / log 3, IE HIT Ë P HJ. P 

自然 , 科 赫 的 D 不 是 一 个 经 验 常数 ,而 是 一 个 数学 常数 。 因 
而 称 D 为 维 数 的 论据 ,在 科 赫 曲线 的 情形 比 在 海岸 线 的 情形 甚至 
更 有 说 服 力 。 

另 一 方面 ,对 于 维 数 D( 前 一 章 中 引入 的 概念 ) 近 似 豪 斯 多 夫 
测度 等 于 e? 乘 以 长 度 为 e 的 边 数 ,也 就 等 于 e?.e-? = 1。 这 是 对 
豪 斯 多 夫 维 数 为 D 的 一 个 很 好 的 表示 。 遗 憾 的 是 豪 斯 多 夫 的 定 
义 令 人 失望 地 难以 严格 处 理 。 而 且 ,即使 它 是 容易 处 理 的 ,把 维 数 
推广 到 超越 整数 范围 也 是 一 种 影响 深远 的 思想 ,以 致 应 对 它 作 进 
一 步 的 推动 。 
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相似 性 维 数 
碰巧 在 自 相似 形状 的 情形 中 ,有 一 很 容易 进一步 推动 的 概念 ， 


形 。 在 这 时 候 , 认 为 分 维 是 相似 维 的 同义词 便 是 无 害 的 。 妇 这 就 
与 把 拓扑 维 作为 “直观 ” 维 的 同义词 相对 应 。P> 

作为 推动 的 前 奏 , 让 我 们 考察 标准 自 相 似 形 状 : 直线 上 的 区 
间 ,平面 上 的 矩形 等 等 , 见 图 6-4 和 6-5。 因 为 一 条 直线 的 欧 几 里 
得 维 数 是 1, 从 而 对 每 个 整数 “ 基 ”"b,“ 整 个 "区间 O< x< X TUR 
N=。 个 “部 分 "来 铺 覆 (每 个 点 都 被 禾 盖 一 次 且 只 被 履 盖 一 次 )。 
这 些 “ 部 分 "是 区 间 ( 上 -1)X/b<x< kX/b, 这 里 上 由 1 至 5。 每 
个 “部 分 "都 可 以 由 整体 按 相似 比值 rN) = 1/b = 1/N 导出 。 

类 似 地 ,因为 平面 的 欧 几 里 得 维 数 是 2, 从 而 无 论 b 的 值 为 多 
大 ,由 矩形 0<*<Xi0<y< 了 构成 的 “整体 ”能 精确 地 被 N= b°? 
个 “部 分 "所 铺 履 。 这 些 “ 部 分 "是 由 不 等 式 

(k-1)X/b<x< kX/b, 
(h-1)¥/b<y<h¥/b 

&E XLI RUE HP k Ah HIE b. WAT “BA RL 
r(N)=1/b=1/ N FHEAR o 

对 于 一 个 直角 平行 六 面体 ,同样 的 论证 给 出 r(N) =1/N'?, 

定义 在 欧 几 里 得 维 数 E > 3 的 空间 也 无 问题 ( 欧 几 里 得 的 或 
笛 卡 儿 的 维 数 在 本 书 中 用 E 表示 )。 所 有 D 维 长 方 体 (D<E) 满 
É 

r(N)=1⁄/N!/D, 
iH, 
Nr? - 1, 
O 简称 相似 维 。 一 一 译 者 注 
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等 价 的 其 他 表达 式 是 

log r( N) «log (1/N'””) = - (log N)/D, 

D = - log N/log r( N) = log N/log (17r) 

现在 让 我 们 转向 非 标 准 形状 。 为 了 使 自 相 似 性 指数 具有 正式 
的 意义 ,唯一 的 要 求 是 形状 为 自 相 似 的 ,也 就 是 说 ,整体 可 以 被 分 
裂 为 N 个 部 分 , 且 可 通过 比值 为 r( 按 照 位 移 或 对 称 性 ) 的 相似 性 
得 到 。 以 这 种 方式 得 到 的 D 总 满足 
OzxDzE, 

# = TCP ik th A IF PN = 4 而 r= 1/3, Ate D = log 4 / log 3 
等 同 于 豪 斯 多 夫 维 。 


曲线 ;拓扑 维 


在 前 面 ,我 们 曾 临时 把 科 赫 的 x 称 为 一 条 曲线 , 现 重新 研究 
这 个 概念 。 直 观 地 ,一 段 标准 的 弧 是 一 个 连通 集合 ,但 若 去 掉 任何 
一 个 点 , 它 就 不 连通 了 。 一 条 封闭 的 标准 曲线 是 一 个 连通 集 ,如 果 
去 掉 两 个 点 , 它 就 被 分 离 为 两 段 标准 弧 。 由 于 同样 的 理由 , 科 赫 的 
K d& — FR. 

数学 家 认为 ,具有 以 上 性 质 的 所 有 形状 ,如 7, [0,1] REA, 
其 拓扑 维 都 是 Dr = 1。 因 而 就 不 得 不 考虑 其 他 的 维 数 概念 ! 作为 
奥 卡 姆 (哲学 家 ) 王 国 的 信徒 ,所 有 科学 家 都 知道 : “实体 不 得 增殖 
到 超过 需要 。 因 此 必须 承认 ,我 们 在 几 个 几乎 等 价 的 分 维 之 间 来 
回 折腾 只 是 为 了 方便 。 然 而 ,分 维 与 拓扑 维 的 共存 却 是 一 种 需要 。 
曾 听 劝 告 跳 过 第 3 章 关于 分 形 定义 的 插话 的 读者 , 现 该 回头 去 浏 
览 一 下 ,并 建议 每 一 位 读者 都 读 一 下 第 41 章 关 于 维 数 的 条 目 。 


当 存 在 界限 A RIA 时 DD 的 直观 意义 


文献 Cesaro 1905 用 以 下 座右铭 开始 ， 
意愿 无 限 ,实现 受制 ; 
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e 8 X. AARR. 

事实 上 ,科学 家 受到 的 限制 并 不 比 莎 士 比 亚 笔下 的 特洛伊 和 
凯 丽 希 达 来 得 少 。 为 了 得 到 -… 条 科 赫 曲线 , 需 把 越 来 越 小 的 新 隆 
起 级 联 推 向 无 限 ,但 在 大 自然 中 的 每 个 级 联 都 必定 终止 或 改变 特 
性 。 尽 管 无 尽头 的 隆起 有 可 能 存在 ,但 它们 是 自 相 似 的 概念 却 只 
能 在 一 定 的 极限 之 间 适 用 。 低 于 下 限 的 海岸 线 概念 不 再 属于 地 理 
学 。 

因此 ,认为 真实 海岸 线 包含 两 个 界限 尺度 是 合理 的 , 它 的 外 界 
"o 可 以 是 包含 岛屿 或 许 大 陆 的 最 小 圆周 的 直径 ， 而 内 界限 e 可 
以 是 第 5 章 中 提 到 的 20 米 。 难 以 给 定 确 切 的 数字 值 ， 但 对 界限 的 
ita EH R: CURE EE SET 

然而 ,在 去 掉 很 大 和 很 小 的 细节 之 后 ,D RE e noB 3 章 
中 所 述 的 有 效 维 数 。 

严格 地 说 , 三 角形 周 长 . 大 卫 ( David) 的 星星 和 有 限 科 赫 奇 怪 
, 折线 的 维 数 都 是 1。 然 而 ,无 论 是 直观 地 或 由 所 需 修 正 项 的 简单 

性 和 自然 性 的 实用 观点 出 发 ,把 高 级 的 科 赫 奇怪 折线 看 成 更 接近 
于 维 数 为 log 4 / log 3 的 曲线 ,要 比 接近 于 维 数 为 1 的 曲线 更 加 合 
理 些 。 

就 海岸 线 而 言 ,看 来 有 几 个 不 同 的 维 数 (回忆 第 3 章 中 的 丝线 
球 )。 它 的 地 理 维 数 是 理 查 森 的 D。 但 在 物理 学 家 感 兴趣 的 大 小 
范围 内 ,海岸线 可 以 有 一 个 不 同 的 维 数 一 一 它 是 与 水 .空气 和 沙 之 
间 的 界面 概念 相 联 系 的 。 


另 一 种 科 赫 发 生 器 和 自 回避 科 赫 曲线 


让 我 们 重 述 构造 三 元 科 赫 曲线 的 基本 原则 。 从 两 个 图 形 :一 
个 起 始 器 和 一 个 发 生 器 开始 。 后 者 是 由 N 段 长 度 为 r 的 等 边 组 
成 的 一 条 定向 折线 。 这 样 ,每 个 构造 阶段 都 从 一 条 折线 开始 ， ^n 
把 每 一 直线 段 用 一 个 缩小 的 发 生 器 复制 品 来 代替 ,而 该 复制 品 
被 替换 的 线段 有 相同 的 端点 。 在 所 有 情况 下 ,D = log N/log ey 
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容易 通过 修改 发 生 器 ,特别 是 通过 把 隆起 与 凹陷 相 组 合 来 改 
变 这 种 构造 ,例如 后 面 的 图 示 。 我 们 以 这 种 方式 来 得 到 科 赫 奇怪 
折线 , 它 收敛 于 维 数 介 于 1 和 2 之 间 的 一 条 曲线 。 

所 有 这 些 科 赫 曲线 都 是 自 回 避 的 :没有 自 交 点 。 这 就 是 为 什 
么 它们 能 被 清楚 地 分 成 不 相交 的 若干 部 分 (为 了 定义 D) 的 原因 。 
然而 ,漫不经心 地 选取 发 生 器 来 进行 科 替 构造 就 有 自 接触 、. 自 相交 
其 至 自重 个 的 危险 。 如 果 想 要 的 D 很 小 ,那么 很 容易 通过 谨慎 地 
选择 发 生 器 来 避免 双重 点 。 当 D 增加 时 ,这 个 任务 将 越 来 越 困 
难 ,但 只 要 D <2, 总 还 是 可 能 的 。 

然而 ,试图 达到 维 数 D > 2 的 科 替 构造 将 不 可 避免 地 导致 无 
限 次 覆盖 平面 的 曲线 。D =2 的 情形 有 必要 在 第 7 章 中 专门 加 以 
讨论 。 


科 赫 弧 段 和 半 直 线 


在 某 些 情况 下 ,“ 科 赫 曲 线 ”一 词 需要 有 更 确切 、 更 有 针对 性 的 
术语 来 代替 。 图 6-6 的 形状 其 实 是 直线 段 区 间 的 科 雷 映射 ,可 称 
为 科 替 弧 。 于 是 ,图 6-7 中 的 边界 就 是 由 三 条 科 替 弧 构成 的 。 把 
一 段 弧 外 推 成 一 条 科 替 半 直 线 常常 是 有 用 的 :外 推 时 以 原 弧 的 左 
端点 为 焦点 ,把 原来 的 弧 以 1/r = 3 的 比例 向 右 延 伸 ,然后 以 3 的 
比例 延伸 等 等 。 每 个 接续 的 外 推 中 都 包含 着 前 一 个 ,而 极限 曲线 


包含 着 所 有 中 间 有 限 阶 段 。 


D 是 分 数 时 ,度量 对 半径 的 依赖 关系 


现在 让 我 们 把 欧 几 里 得 中 的 另 一 个 标准 结果 从 欧 几 里 得 维 数 
推广 到 分 维 。 对 于 均匀 密度 为 o 的 理想 化 物理 对 象 (长 度 为 2R 的 
杆 , 半 径 为 R 的 圆 盘 或 半径 为 R 的 球 ) ,其 重量 M(R) 是 正比 于 poRE 
的 。 对 于 EE=1,2 和 3, 比 例 常数 分 别 等 于 2,x 和 4x/3。 
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fE LG EOM TEE GE E EH E BR BJ — S b uE BJ Bz 29 
fX. MODERN Ry = 3 (k SO) WM 0 E S M(Ro) 时 ,半径 
Wy R = Ro/3 的 加 包含 的 质量 为 MCR) = M( Ro)/4。 

则 
M(R)= M(RO)(R/Ro)? =[M(Ro)Ro-?]R?。 
这 样 ,比值 M(R)/R? 与 RR 无 关 , 可 用 以 定义 “密度 ”p。 


科 赫 运动 


设想 有 -点 沿 着 一 条 科 赫 半 直线 运动 ,在 相等 的 时 间 内 经 过 
相等 长 度 的 弧 段 。 如 果 随 后 把 时 间作 为 位 置 的 函数 求 逆 , 我 们 将 
得 到 位 置 作为 时 间 的 函数 ,也 就 是 一 种 运动 、 当 然 , 它 的 速度 是 无 
限 的 ， 


关于 随机 海岸 线 的 预告 


科 赫 曲线 使 我 们 想起 实 映射 ,在 本 书 的 每 种 范例 研究 的 早期 
模型 中 ,都 有 一 些 几乎 相同 的 重要 缺陷 : 它 的 各 部 分 是 相互 等 同 ， 
而 自 相似 比 r 必须 是 形 为 上 -4 的 严格 比例 式 [其 中 4 是 一 个 整数 ， 
即 1/3, (1/3)? 等 等 ] 中 的 一 个 。 这 样 , 科 赫 曲线 只 是 海岸 线 的 一 
个 很 初步 的 模型 。 

我 发 展 了 多 种 方法 来 避免 这 两 个 缺陷 ,但 全 都 涉及 概率 复杂 
性 。 当 我 们 澄清 了 关于 非 随机 分 形 的 许多 争议 后 ,就 能 较 好 地 处 
理 这 些 复杂 性 。 然 而 ,熟悉 概率 论 而 又 富 于 好 奇 性 的 读者 可 以 提 
前 看 一 下 我 的 “曲折 弯 绕 的 曲线 "模型 (第 24 章 ) ,更 重要 的 是 基于 
分 数 布朗 曲面 的 等 高 曲线 模型 (第 28 章 )。 

在 这 一 小 节 之 后 仍 用 同样 的 处 理 方法 。 要 讨论 的 大 自然 的 许 
多 图 样 是 与 系统 分 形 的 背景 相 违背 的 ,后 者 已 提供 了 一 个 很 初 
步 的 模型 ,而 我 倡导 的 随机 模型 则 将 推迟 到 后 面 章节 中 再 行 介 
绍 。 
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提醒 在 精确 已 知 D 是 非 整 数 并 写成 小 数 形式 以 便于 比较 
的 各 场合 中 , D 都 有 四 位 小 数 。 选 择 这 个 数字 4 是 要 使 人 明显 看 
出 ,D 既 不 是 一 个 经 验 值 (现时 所 知 的 所 有 经 验 值 都 只 有 1 或 2 位 
小 数 )， 也 不 是 一 个 不 完全 确定 的 几何 值 (就 现时 所 知 , 它 或 有 1 至 
2 位 小 数 ,或 者 有 6 位 小 数 或 更 多 )。 


复杂 、 或 者 简单 而 规则 ? 


科 赫 曲线 展示 出 一 种 复杂 性 和 简单 性 的 新 颖 而 又 颇 有 趣味 的 
结合 。 晃 眼 一 看 ,它们 比 欧 几 里 得 的 标准 曲线 要 复杂 得 多 。 然 而 ， 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 和 蔡 丁 的 数学 算法 理论 提出 了 相反 的 结论 : 科 幸 曲 
线 并 不 比 回复 杂 多 少 ! 这 种 理论 从 “字母 "或 “原子 运算 ”的 集合 开 
始 ,并 把 产生 期 望 函 数 的 已 知 算法 的 最 短 长 度 , 作 为 函数 复杂 性 的 
客观 上 界 。 

为 应 用 这 种 思想 方法 来 构造 曲线 , 设 图 解 过 程 的 字母 或 “ 原 
子 "为 直线 “笔画 "。 在 这 种 字母 表 中 ,追随 一 个 规则 多 边 形 只 需要 
有 限 笔画 ,每 一 笔画 用 有 限行 指令 来 描述 ,因此 它 是 一 项 有 限 复杂 
性 的 任务 。 与 此 相反 ,一 个 圆周 包含 无 穷 多 条 无 穷 短 的 笔画 ,因此 
似乎 是 无 限 复杂 性 的 曲线 。 但 是 ,如 果 圆周 的 构造 是 递归 地 进行 
的 ,那么 将 只 涉及 有 限 数量 的 指令 ,从 而 也 是 一 项 有 限 复杂 性 的 任 
务 。 例 如 ,从 2^ 条 边 (m > 2) 的 正 多 边 形 出 发 ,把 每 个 长 度 为 
2 sin(x/2") 的 笔画 用 两 个 长 度 为 2 sin(x/ 2"*1) 的 笔画 来 代替 ; 然 
后 循环 重新 开始 。 要 构造 科 赫 曲 线 ,可 采用 同样 的 方法 ,但 操作 更 
简单 ,因为 笔画 长 度 只 需 简单 地 乘 以 ,而 笔画 的 相对 位 置 的 替换 
总 是 相同 的 。 因 而 下 面 乃 一 妙语 :如 果 把 复杂 性 用 现 有 最 佳 算法 
(在 这 种 特殊 字母 表 中 ) 的 长 度 来 度量 ,那么 科 替 曲线 实际 上 比 贺 
周 更 简单 。 

用 相对 的 简单 性 对 曲线 所 作 的 这 种 特殊 的 分 类 ,不 应 看 得 太 
认真 。 最 明显 的 是 ,如 果 这 种 特殊 字母 表 是 基于 圆规 和 直 尺 一 
意味 着 把 圆周 视 为 “原子 ”, 那 么 将 得 到 相反 的 结论 。 然 而 ,只 要 应 
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用 这 种 明智 的 字母 表 , 那 么 任何 科 幸 曲线 都 不 仅 是 有 限 复杂 性 的 ， 
而 且 比 欧 几 里 得 中 的 大 多 数 曲线 要 简单 。 

在 结束 这 个 讨论 时 ,我 不 得 不 声明 ,就 语源 而 言 ,我 惜 恶 人 们 
称 科 赫 曲线 是 “不 规则 的 "。 这 个 术语 是 ruler Ë | ` 统 治 者 ) 的 近 
亲 , 如 果 维 持 ruler 是 测量 直线 的 工具 的 意义 ， 那么 上 述说 法 是 满 
意 的 ,因为 科 赫 曲线 与 直线 相差 很 远 。 但 车 把 ruler. 理解 为 皇帝 
( = rex ,同样 的 拉丁 语 根 ), 也 就 是 颁布 一 系列 需 强 制 执 行 的 详细 
法 规 的 人 ,那么 我 将 闫 默 地 抗议 :没有 什么 比 科 赫 曲线 更 加 “规则 ” 
fe 


图 6-1 三 元 科 赫 岛 由 或 雪花 片 x, 由 科 赫 所 作 的 原始 构造 
(海岸 线 维 数 D = log 4 / log 3~ 1.2618) 

构造 从 “起 始 器 "( 即 一 个 边 长 为 1 的 黑色 等 边 三 角形 ) 开 始 。 然 后 在 每 
一 边 的 中 间 三 分 之 一 处 补 加 一 个 边 长 为 1X3 的 三 角形 的 半岛 。 第 二 阶段 结 
东 于 一 个 六 角 星 ,或 称 为 大 卫 的 星 。 对 星 的 每 边 重复 相同 的 添加 半岛 的 过 
程 ,如 此 继续 ,直到 无 限 。 

每 次 添加 都 把 区 间 中 部 三 分 之 一 的 点 在 垂直 方向 有 所 位 移 。 三 角形 起 
始 器 的 角 顶 则 始终 不 动 。 大 卫星 的 其 余 九 个 角 顶 经 过 有 限 个 阶段 后 到 达 其 
最 终 位 置 。 其 余 各 点 继续 位 移 而 无 尽头 ,但 移动 量 越 来 越 少 ,并 最 终 收 敛 到 
定义 海岸 线 的 极限 。 

岛 同 本身 是 一 系列 多 边 形 区 域 的 极限 ,其 中 每 一 个 都 包含 前 一 个 多 边 形 
区 域 。 这 个 极限 的 照相 负片 如 图 6-7。 

注意 图 6-1 和 本 书 中 的 许多 其 他 插图 ,与 其 说 是 表示 海岸 线 , 不 如 说 是 
表示 岛屿 或 湖泊 , 且 一 般 说 来 ,表示 “实体 面积 " 比 表 示 它 们 的 轮 廊 更 好 。 这 
种 方法 用 到 了 我 们 的 绘图 系统 的 最 精细 分 辩 率 。 

为 什么 这 里 不 能 定义 一 条 切线 ”把 原始 三 角形 的 一 个 角 顶 取 为 不 动 点 ， 
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并 对 极限 海岸 线 上 的 一 点 画 一 条 弦 。 当 这 一 点 顺 时 针 地 收 化 到 角 顶 时 ,连续 
RE 30" 的 角度 范围 内 振荡 ,并 且 永 远 不 会 越王 一 个 可 称 为 顺 时 针 切线 的 极 
B. ARE PREX-AB OHA. HEME GRRE EOD 
AE AR RAL RR AHR Re KHAN 
达到 的 点 没有 切线 是 另外 的 原因 。 


M62 三 元 科 替 岛屿 或 雪花 片 7。 欧 内 斯 特殊 查 罗 的 另 一 种 构造 
(海岸 线 维 数 D = log 4 / log 3~ 1.2618) 

科 赫 岛 赎 的 男 一 种 构造 由 蔡 查 罗 Cesaro 1905 给 出 ,这 个 工作 是 如 此 地 吸 
引 和 人 ,以 致 我 忘记 了 寻找 原件 时 的 艰难 (以 及 后 来 发 现 它 重印 在 苏 查 罗 1964 
年 的 文中 而 引起 的 烦恼 )。 下 面 是 我 随手 摘录 的 儿 行 佳 句 。“ 这 种 形状 无 限 
地 嵌入 于 自身 之 中 给 了 我 们 关于 坦 尼 森 在 某 处 所 述 的 内 无 限 的 那 种 思想 ,这 
毕竟 是 我 们 对 大 自然 能 够 设想 的 唯一 的 一 种 。 这 种 整体 与 它 的 部 分 ,甚至 是 
与 无 限 小 部 分 之 间 的 相似 性 ,致使 我 们 认为 三 元 科 赫 曲线 的 确 是 绝妙 的 。 如 
果 赋 予 它 生命 ,那么 除非 把 它 完 全 毁坏 否则 是 不 可 能 消灭 它 的 ,因为 它 将 从 
它 的 三 角形 深 处 一 而 再 再 而 三 地 显示 出 来 ,就 像 宇宙 中 的 生命 一 样 。” 

蔡 查 罗 的 起 始 器 是 一 个 边 长 为 V3/ 3 的 正六 边 形 ,环绕 它 的 海洋 是 灰色 
的 。 越 来 越 小 的 三 角形 海 洲 压 缩 到 无 限 小 , 科 赫 岛屿 是 递减 近似 的 极限 。 

这 种 构造 方法 和 图 6-1 中 所 给 出 的 科 赫 的 构造 方法 在 本 图 中 同时 并 举 。 
这 样 , 科 赫 海 岸 线 被 压缩 在 内 奇怪 折线 和 外 奇怪 折线 之 间 ， 而 这 两 条 折线 相 
互 间 越 来 越 接近 。 可 以 设想 由 三 个 相继 的 环 开始 的 级 联 过 程 :实体 岛屿 ( 黑 
色 )、 沼 泽 地 (白色 ) 和 水 面 ( 灰 色 )。 每 个 级 联 阶 段 都 把 沼泽 地 的 一 部 分 或 是 变 
成 实体 岛屿 ,或 是 变 成 水 面 。 在 极限 情况 下 ,沼泽 地 由 一 个 “ 面 " 耗 竭 为 一 条 
曲线 。 

对 中 点 位 移 的 说 明 这 涉及 图 6-3 所 示 的 发 生 器 及 其 后 续 步 骤 ( 这 里 的 
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角度 是 12p)。 若 把 它 放 在 内 天 级 奇怪 折线 外 面 , 它 将 产生 外 大 + 级 奇怪 折 
线 ; 若 把 它 放 在 外 上 大 级 奇怪 折线 内 部 , 它 将 产生 内 大 级 中 奇怪 折线 。 这 种 方 
法 在 图 7-3 和 图 7-4 以 及 第 25 章 中 是 有 用 的 。 


Mr 


D=log 2/log V3 log 4/log 3 


图 6-3 


— BE 


Ri 674 Hi 6-5 


图 6-6 


图 64 至 图 6-6 两 类 自 相似 性 :标准 和 分 形 
图 6-4 说 明 , 给 定 一 个 整数 (这 里 5=5), 单 位 长 度 的 直线 区 间 如 何 分 解 
为 长 度 是 r=1/6 的 子 区 间 。 类 似 地 ,图 6-5 表示 一 个 单位 正方 形 可 以 分 为 


”此 处 原著 似 有 误 。 一 一 译 者 注 
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边 长 是 r=1/6b 的 N= 个 正方 形 。 在 这 两 种 情况 下 ,形状 的 相似 维 都 是 
log N/ log (1/r)。 这 个 概念 , 连 中 学 几何 学 也 不 悄 提 及 ,因为 它 的 数值 简化 
为 欧 几 里 得 维 数 。 

图 6-6 是 一 条 三 元 科 赫 曲线 , 科 赫 海岸 线 的 三 分 之 一 。 它 也 能 分 解 为 缩 
小 尺寸 的 小 块 ,N=4 和 +=1/3。 结 果 所 得 的 相似 维 D = log N / log (1/r) £ 
是 一 个 整数 (其 值 是 ~1.2618) ,在 标准 几何 学 中 ,没有 与 它 相 对 应 的 东西 。 

这 斯 多 夫 说 明了 刀 在 数学 中 是 有 用 的 ,并 且 忆 等 同 于 豪 斯 多 夫 维 或 分 
维 。 我 的 断言 是 ,D 在 自然 科学 中 也 是 重要 的 。 =a 


图 6-7 IJ REOR (海岸 线 维 数 D = log 4 / log 3= 1.2618) 
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在 图 6-1 和 6-2 的 说 明 中 所 述 的 构造 法 已 进行 了 许多 次 ,所 摄 得 的 照相 
负片 与 其 说 是 一 个 岛屿 ,不 如 说 是 一 个 湖泊 。 

充 塞 二 这 个 湖泊 中 的 灰色 “波浪 "的 古怪 图 样 并 不 是 偶然 的 ,将 在 图 7-16 
至 图 7-19 中 说 明 。 

图 6-7 中 的 海岸 线 不 是 自 相似 的 ， 因为 一 条 闭 曲 线 不 能 分 解 成 其 他 闭 曲 
RAH. MATO, 第 13 章 应 用 了 由 无 限 个 岛屿 组 成 的 集合 内 部 的 自 相似 性 
BA > - 


图 6-8 


图 6-8 和 图 6-10 其 他 科 替 岛屿 和 湖泊 (海岸 线 维 数 
D = bg 9 / log 7~ 1.1291) 
PA š GE fh OW. X RAR (Gardner 1976) ,起 始 器 是 一 -AE 
六 边 形 ,而 发 生 器 如 图 6-9。 


N LS 1 he. 


D=log 3/log (V7) «1.1291 


图 65 


图 6-8 在 该 图 中 ,“ 葬 斯 小 尔 岛屿 ”的 几 个 构造 阶段 被 画 成 粗 线条 “外 
包装 "。 相 应 的 细 线 条 “填料 "将 在 图 7-20 的 说 明 中 加 以 解释 。 

图 6-10 这 是 “外 包装 ”的 一 个 高 级 构造 阶段 。 可 变 厚度 “填料 "也 在 图 
7-20 中 加 以 说 明 。 

请 注意 ,与 科 替 的 原始 工作 相反 ,本 发 生 器 是 关于 它 的 中 心 点 对 称 的 。 
它 以 海湾 和 海 角 组 合 的 方式 ,使 岛 由 面积 在 整个 构造 中 保持 常数 。 直 到 图 
621 的 科 替 曲线 都 是 这 样 的 。 
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图 6-10 


SN Tug AREACEONE AERA AA 

通 铺 村 ”此 外 ,这 个 岛 内 是 自 相似 的 ,可 通过 改变 形 线 的 粗细 清楚 地 看 
出 。 这 就 是 说 ,每 个 岛屿 分 成 七 个 “省 份 ", 可 由 整体 按 相 似 比 r= 1⁄5 B. 
我 用 一 个 新 词 通 久 覆 (periiling) 来 称呼 这 个 性 质 ,其 中 使 用 了 拉丁 语 前 级 
per , 91 B T. 如 perfume (“R $ k”) =“ 香 味 处 处 渗透 "所 示 一 样 。 

大 和 多数 销 禾 不 能 再 分 为 相似 于 整体 的 相等 销 禾 。 例 如 ,把 六 边 形 放 在 一 
起 不 能 形成 一 个 较 大 的 六 边 形 ,这 一 点 使 人 普遍 失望 。 而 总 斯 淡 尔 片 把 六 边 
形 补 级 得 正好 足以 使 它 精 确 地 再 划分 为 七 个 。 另 外 一 些 分 彩 刍 槛 可 以 分 为 
数目 不 同 的 若干 部 分 。 
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法 国 、 它 那 规则 异常 的 地 理 轮 廉 常常 被 称 为 六 边 形 ,事实 上 ,法 国 的 罗 
廓 与 一 个 六 边 形 的 相似 程度 不 如 它 与 图 6-9 的 相似 程度 (虽然 这 里 的 布 列 增 
尼 半 岛 是 营养 不 足 的 )。 

为 什么 不 能 在 这 些 海岸 线 的 任意 点 上 定义 一 条 切线 的 理由 在 经 过 有 
黑 个 构造 阶段 后 得 到 的 海岸 线 上 取 定 任 一 点 ,并 把 它 用 一 条 弦 与 极限 海岸 线 
上 的 一 个 动 点 连结 起 来 。 当 动 点 沿 着 极限 海岸 线 趋 近 固定 点 时 ,不 论 是 以 顺 
时 针 方 向 还 是 以 逆 时 针 方向 , 纺 的 端 部 总 是 在 固定 点 周围 无 尽头 地 缠绕 ,这 
HERRIMAN. > 


Nen 5—^545653 ARE h 1 E D = log 3 / log V5 ~ 1.3652) 
及 其 注释 


在 这 一 系列 分 形 曲 线 中 ,起 始 器 是 一 个 M 边 的 正 多 边 形 ,发 生 器 的 N= 
3( 即 分 为 3 节 ), 且 在 第 一 .二 节 之 间 及 第 二 .三 节 之 间 的 夹 角 部 是 0 = 2x/ 
MM。 图 6-8 和 图 6-9 中 包含 着 M = 6( 不 在 这 里 重复 ), 而 M=3 在 图 7-26 中 
讨论 。 图 6-12 以 湖泊 和 岛屿 相互 嵌 套 的 形式 显示 了 分 别 取 值 M=4,8,16 和 
32 时 充分 发 展 的 奇怪 折线 。 例 如 ,M =4 对 应 于 图 6-12 所 示 的 发 生 器 。 中 心 
岛 赎 上 的 粗细 线条 将 在 图 7-29 的 说 明 中 解释 。 


N=3 
N _ 1/r=v5 
D=log 3/log v5 ~ 1.3652 


6-12 


如 果 把 这 些 图 样 扩展 到 M= %m, 它 将 收敛 方 一 个 圆周 。 当 M 值 变 小 
时 ,图 形 “ 皱 缩 ”, 起 先是 逐渐 的 ,尔后 就 快速 跌 闵 。 后 一 阶段 的 皱 缩 将 导致 
MM=3, 但 相应 的 曲线 不 再 是 自 回避 的 。 我 们 次 在 后 面 的 图 7 一 29 等 与 其 重 
E 

临界 维 数 ” 当 起 始 器 是 [0,1] 时 ,角度 6 可 以 取 18P 至 6 之 间 的 任意 
值 。 有 一 个 临界 角度 bu 罩 ,使 当 且 仅 当 8 > Oye HER REAR, A 
应 的 Dy EX ET ARAM RAR. SE Os OK GO - 

推广 图 6-8 至 图 6-23 的 构造 容易 作 如 下 推广 - 把 所 示 的 发 生 器 称 为 
直 发 生 颖 (S) ,并 定义 反弹 发 生 器 ( 严 ) 为 直 发 生 器 在 直线 y=0 上 的 镜 象 。 构 
造 的 每 个 阶段 都 必须 从 头 至 尾 用 同一 个 发 生 器 ,或 是 SHE 严 , 但 不 同 的 阶 
段 可 以 选择 不 同 的 发 生 器 。 这 些 插图 ,以 及 更 多 后 续 的 插图 ,都 从 头 至 尾 应 
用 S, 但 S$ 和 下 的 其 他 无 限 序 列 将 产生 相近 的 变种 。 

WHE F ESZA, LERAAR A I i A, EWE HRY A 
H.» 

图 6-11 至 图 6-21 显示 从 一 个 正方 形 起 始 的 几 种 科 赫 构造 (从 而 有 术语 
正方 的 )。 优 点 之 一 在 于 ,即使 所 用 的 绘图 系统 是 粗糙 的 ,也 可 用 这 些 构造 来 
进行 试验 , 书 另 一 个 优点 是 ,正方 形 的 分 形 曲线 直接 导致 图 7-2 上 所 描述 的 
原始 皮 亚 诺 曲 线 。 了 四 
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图 6-13 正方 形 科 状 岛屿 (海岸 线 维 数 D = 3/2 = 1.5000) 
图 6-13。 这 里 的 起 始 器 是 一 个 正方 形 ,而 发 生 颖 如 图 6-14 LP 
W 6-8 £ 6-1 那样 ,总 的 岛屿 面积 在 全 部 相 急 阶 自 中 保持 不 变 。 图 6-13 表 
示 了 小 尺度 下 的 头 两 个 阶段 ,下 一 阶段 则 取 较 大 的 尺度 。 


图 6-14 


62 


HOHOUUUUUU 


http: / / www. tulongwaihui. com 


在 最 后 一 个 阶段 ,放大 倍率 更 大 ,细部 显示 了 十 分 纤细 而 勉强 可 见 的 须 
影 , 若 图 片 的 质量 不 那么 高 ,就 会 表 失 很 多 细节 ,以 致 强迫 我 们 忽略 这 些 细 
节 。 奇 怪 折线 和 极限 曲线 都 不 包含 任何 自重 亚 、 自 相交 和 自 接触 。 在 图 6-21 
中 也 是 如 此 。 

< 不 应 忘记 ,图 6-13 至 图 6-21 中 的 分 形 是 海岸 线 ; 陆 地 和 海洋 是 普通 形 
状 ,它们 具有 正 的 和 有 限 的 面积 。 图 14-9 的 说 明 中 提 到 了 一 种 情形 ,其 中 只 有 
“海洋 "有 完全 确定 的 面积 , 它 又 是 简单 形状 孔洞 的 并 集 ,而 陆地 没有 内 点 。> 


图 6-145 一 个 正方 形 科 赫 岛屿 (海岸 线 维 数 D = log 18 / log 6~ 1.6131) 
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铺 覆 和 通 铺 覆 现在 的 岛屿 被 分 割 为 16 个 岛屿 ,它们 以 r=1/4 的 比例 
缩小 。 每 个 都 是 建造 在 16 个 正方 形 ( 它 们 由 第 一 阶段 的 构造 形成 ) 之 一 上 的 
科 赫 岛屿 。 忆 第 25 章 和 第 29 章 表 明 , 对 不 同 的 布朗 函数 也 可 遇 到 D = 3/2。 
因而 这 个 值 容易 通过 随机 曲线 和 曲面 得 到 。b> 

起 始 器 也 是 一 个 正方 形 ,发 生 器 如 图 6-16 所 示 。 


N=18 
r=1/b=\% 
D=log 18/log 6 «1.6131 


图 6-16 


在 现在 这 些 有 代表 性 的 图 例 中 ,正方 形 科 赫 岛屿 的 形状 明显 地 依赖 干 
,这 个 事实 是 十 分 重要 的 。 然 而 ,因为 起 始 器 都 是 一 个 正方 形 ,岛屿 就 具有 
大 致 相同 的 总 体 轮 廓 。 当 起 始 器 是 一 个 正 4 议 形 (M >4) 时 ,总 的 形状 看 起 
来 光滑 些 , 并 随 着 M 增加 而 更 加 光滑 。 总 体形 状 与 忆 值 之 间 的 真正 联系 ， 
到 第 28 章 才 给 出 ,那里 处 理 随机 的 海岸 线 , 它 同时 有 效 地 确定 了 发 生 器 和 起 
始 器 。 

SRA 对 总 体 轮 廓 的 相似 性 作出 贡献 的 另 一 个 事实 是 ,在 图 6-12 
至 图 6-21 中 的 正方 形 科 雹 曲线 具有 一 种 有 趣 的 极 大 性 质 。 设 想 把 所 有 产生 
自 回避 曲线 的 科 替 发 生 器 描绘 在 由 平行 和 垂直 于 [0,1] 的 直线 构成 的 正方 形 
点 阵 上 ,另外 在 正方 形 点 阵 上 可 以 应 用 任何 起 始 器 。 我 们 把 达到 最 大 可 能 的 
N (EAE E Y D 值 的 发 生 器 称 为 极 大 的 。 可 以 发 现 , 当 b 是 偶数 时 N= 
2,35 b RMA, Nom = (b? + 1)⁄2, 

MM b 值 的 增加 ,最 大 的 NN 也 增加 ,可 供 替代 的 最 大 多 边 形 的 数目 也 
增加 。 因 此 ,极限 科 替 曲 线 受到 原始 发 生 器 的 影响 将 越 来 越 大 。 它 看 起 来 也 
将 越 来 越 人 工 化 ,因为 无 接触 点 而 达到 极 大 维 数 的 要 求 使 得 约束 度 随 DW 
增加 而 增 大 。 在 下 一 章 ,对 皮 亚 诺 极限 D=2, 它 将 达到 高 潮 。 

JHA D 相同 但 NN 与 不同 的 分 形 曲 线 可 能 相互 之 间 有 定性 上 的 区 
别 。 由 此 导致 的 D 以 外 的 参数 在 第 34 3 hili. p 
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6-17 和 图 6-18 正方形 科 赫 岛屿 (海岸 线 维 数 D =5/3~ 1.6667 
$2 D = log 98 / log 14~ 1.7373) 
现在 作 如 图 6-11 相同 的 构造 ,但 使 用 不 同 的 发 生 器 。 # E 6-18 中 用 的 
是 图 6-19 所 示 的 发 生 器 ,在 图 6-17 中 用 的 是 图 6-20 所 示 的 发 生 器 。 当 趋向 
半岛 的 顶端 或 海湾 的 最 深 点 时 ,在 这 些 恶 梦 似 的 港口 中 的 堤坝 和 明渠 越 来 越 
窗 。 此 外 ,宽度 随 分 维 的 增加 而 变 小 。 在 约 D=5/3 BH BRUT, 


图 6-17 


< 涉及 测 流 弥散 的 插话 ”图 6-18 中 所 画 的 一 系列 近似 分 形 与 坚 水 在 
水 中 的 清流 弥散 的 名 个 阶段 之 间 有 一 种 怪诞 的 相似 。 当 然 ,实际 的 弥散 不 屠 
么 有 规则 ,这 是 借助 于 机 遇 作 模拟 的 一 种 特性 。 
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图 6-18 


N=32 
r=1/b=% 


D=5/3~1.6667 


6-19 


i i ee E 
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N=98 
r=1/6=1/14 
D=log 98/log 14 «1.7373 


图 6-20 


LET ARABERARRKEREA. EHA RAEE EH HE 
AR OATH. RT RAAKMORARDREAKRR RALEA 
MBA, 3366 R£ % b B| 3 R | i8 3 8 K T, 39 # 3? E k # 0 $ BH 
无 贡献 ,只 是 使 它 模糊 些 , 见 图 6-21( 取 自 Comin 1959 b); 


图 6-21 


心理 查 森 级 联 将 产生 以 分 形 为 边界 的 形状 ,这 样 的 结论 是 不 可 避免 的 ， 
但 D = 5/3 的 结论 令 人 震惊 。 这 个 D 值 对 应 于 DD=8/3 的 空间 曲面 的 平面 截 
面 ,这 种 曲面 常常 在 河流 中 出 现 。 在 标量 的 等 值 曲面 情形 中 (在 第 30 章 中 研 
究 ),D=8/3 可 约 化 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 理论 。 但 无 论 如 何 , 数 字 学 的 类 似 是 不 
能 置信 的 。 

< 事实 上 ,万 值 很 可 能 取决 于 流体 的 初始 能 量 , 以 及 容纳 这 种 弥散 的 容 
器 尺寸 。 低 的 初始 能 量 将 使 图 瘟 形 的 液 济 莱 缩 为 D 接近 于 1 的 一 条 曲线 
(图 6-12)。 在 小 容器 中 的 高 初始 能 量 将 导致 较为 彻底 的 扩散 ,其 平面 截面 与 
图 6-16(Dw1.7373) 很 相仿 ,或 者 甚至 与 维 数 DD =2( 第 8 章 ) 更 相仿 ( 见 
Mandebrot 1976c) 。 | 

qhE i436 Hg E K FA. F—- bi KS X33686 35 DZ 
的 关系 ,并 寻找 在 平面 上 产生 DD=2, 即 在 空间 产生 D=3 的 最 低能 量 。 在 考 
察 极限 情况 D=2( 第 7 章 ) 时 ,我 们 将 看 到 , 它 与 D<2 有 定性 的 差别 ,因为 它 
容许 从 相隔 很 远 处 出 发 的 墨水 滴 进 入 渐 近 的 接触 。 妇 于 是 ,如 果 说 湛 流 弥散 
融 两 种 截然 不 同 的 现象 于 一 体 ,我 将 完全 不 会 感到 惊讶 。 

<M ”图 6-18 在 1977 年 的 《分 形 》 中 首次 出 现 以 后 很 久 , 保 罗 * 迪 摩 坦 
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基 斯 对 扩散 在 层 流 介质 中 的 湛 流 射流 的 薄 截 面 拍 了 照片 。 它 与 本 图 的 相似 
性 真 使 人 高 兴 不 已 。> = 


图 6-22 


— Fm -—— 


图 6-23 
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图 6-22 和 图 6 23 ”广义 科 赫 曲线 和 具有 不 相等 部 分 的 自 相 似 性 
(D^1.4490, D ~1.8797,D ~1+ 6) 及 其 注释 
这些 播 图 是 以 科 赤 的 风格 构造 的 ,只 是 发 生 器 的 边 长 取 不 同 的 数值 Tmo 
z jb RE 2 BEARRA ERAM rN RA o BATS 
rm, 科 赫 曲 线 就 变 得 不 那么 规则 了 。 于 是 ,图 6-22 把 变种 带 到 了 三 元 科 赫 曲 
线 的 大 家 庭 中。 

注意 在 所 有 这 一 系列 的 插图 中 ,构造 都 是 一 直 继 续 到 一 个 预定 的 小 尺寸 
细部 。 若 1 三 r, 这 个 目标 可 在 预定 的 若干 构造 阶段 后 达到 ,但 现在 却 需 要 
可 变 的 阶段 数目 了 。 

下 一 个 任务 是 把 相似 维 的 概念 扩展 到 这 种 广义 的 科 赫 递归 。 为 了 寻求 
提示 , 设 通 常 的 欧 几 里 得 形状 被 以 不 同比 值 mm 缩小 的 各 部 分 所 铺 覆 。 若 D 
=1, 则 r. 必须 满足 r= 1, 更 一 般 地 , 欧 几 里 得 形状 要 求 光 r=1。 此 外 ， 
对 可 以 分 裂 为 若干 相等 部 分 的 分 形 , 热 知 的 条 件 NO = 1 T DS AU rn 
1。 这 些 先例 提示 了 构成 维 数 发 生 函 数 , 即 G(D) = UHH DEXA 
C(D)=1 的 唯一 实 根 。 剩 下 的 是 要 研究 所 说 的 D ES SX S < - fü W FI 
维 奇 维 数 相 吻 合 。 就 我 所 知 ,每 种 情形 都 是 吻合 的 。 

例 图 6-22 中 有 一 个 D 大 于 科 雪 的 原始 值 log4/log3, 图 6-23( 上 ) 有 
一 个 D 稍 低 于 2, 当 D—2 时 ,图 中 的 海岸 线 趋 于 皮 亚 诺 - 波 利 亚 曲线 , 它 是 
下 章 将 要 研究 的 皮 亚 诺 曲 线 的 一 种 变形 。 本 图 与 一 排 树 的 类 同 并 非 偶 然 的 ， 
见 第 17 章 。 最 后 ,图 6-23( 下 ) 有 一 个 D 稍 大 于 1。 - 
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第 7 章 驯服 皮 亚 诺 怪 物 曲 线 


在 第 6 章 末 尾 讨论 不 自 相交 的 广义 科 赫 曲线 时 ,在 D =2 处 
突然 停止 了 ,这 有 充足 的 原因 。 当 达到 D =2 时 ,将 发 生 深刻 的 定 
性 变化 。 

我 们 将 假设 奇怪 折线 并 不 自 相 交 , 虽 然 也 许 会 自 接触 。 于 是 
达到 D = 2 的 征兆 之 一 便 是 自 接触 点 渐渐 地 成 为 不 可 避免 的 。 主 
要 征兆 则 是 ,极限 (曲线 ) 将 不 可 避免 地 充满 平面 中 的 一 个 “区 域 ”， 
也 就 是 ,包含 圆 盘 (充满 圆周 内 部 ) 的 一 个 集合 。 

这 种 双重 的 结论 并 不 是 因为 某 些 数学 家 们 想象 力 缺乏 得 尚 天 
救 药 ,而 是 涉及 在 1875 ~ 1925 年 数学 危机 中 处 于 中 心地 位 的 一 个 
基本 原则 。 


皮 亚 诺 " 曲 线 ”, 运 动 FARE 


在 即将 看 到 的 插图 中 示例 的 相应 极限 称 为 皮 亚 诺 曲 线 ,因为 


线 。 它 们 证 实 了 由 log N / log (1/7) = 2 给 出 的 维 数 的 正式 定义 ， 
但 其 理由 是 邻 人 失望 的 。 从 数学 的 观点 看 ,一 条 皮 亚 诺 曲 线 只 
以 非 通常 的 方式 考察 平面 的 一 个 区 域 或 一 部 分 ( 即 ,按照 所 有 经 典 
定义 其 维 数 均 为 2 的 一 个 集合 )。 换 句 话 说 ,谨慎 的 作者 应 当 避 免 
充满 平面 的 曲线 这 个 词 。 

幸运 的 是 ,大 多 数 皮 亚 诺 “曲线 "(包括 那些 由 递归 科 赫 构造 得 
到 的 ) 都 可 以 自然 地 用 一 个 标量 1 参数 化 ,i 可 以 被 称 为 “时 间 ”。 
在 那些 情况 下 ,我 们 可 以 (无 需 害怕 严格 性 这 个 保护 神 ) 应 用 术语 
HE 2) JEW Y E dh MEE A REEL CAL 


将 在 本 章 后 面 讨论 )。 我 们 将 在 看 来 合适 时 这 样 称呼 ,但 本 书 并 不 
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追求 所 有 说 明 的 完全 一 致 性 。 
作为 怪物 的 皮 亚 诺 曲线 


“一 切 都 乱 套 了 1! 难以 名 状 ( Giuseppe ) 皮 亚 诺 的 结果 对 数学 世 
去 了 它们 的 意义 。”(Vilenkin 1965)“[ 皮 亚 诺 运 动 ] 大 概 不 能 为 直观 
所 掌握 : 它 只 能 为 逻辑 分 析 所 理解 "(Hahn 1956)。“ 有 些 数学 对 
象 ,例如 皮 亚 诺 曲线 ,是 全 然 非 直观 的 …… ,放纵 的 ”(Dieudonnk 
1975)。 


皮 亚 诺 曲 线 的 真实 特性 


我 声明 ,上 述 摘录 只 是 说 明了 没有 哪 一 位 数学 家 仔细 审视 过 
一 张 真 正 的 皮 亚 诺 图 。 无 情 的 观察 者 可 以 说 ,这 些 摘录 表明 了 缺 
乏 几 何 想象 力 。 

我 要 强调 的 却 是 相反 的 东西 :用 心 观察 了 皮 亚 诺 曲线 之 后 ,如 
果 让 想象 力 自由 驰 驮 ,那么 很 难 不 把 它们 与 大 自然 的 很 多 方面 联 
系 起 来 。 本 章 处 理 自 回 避 曲 线 , 即 避免 了 自 接触 的 奇怪 折线 。 第 
13 章 处 理 中 等 自 接触 的 奇怪 折线 。 填充 一 个 点 阵 ( 例 如 平行 于 坐 
标 轴 并 具有 整数 坐标 ) 的 奇怪 折线 需 首先 进行 消除 自 接触 的 处 理 。 


河流 和 堤岸 树 


考察 各 种 皮 亚 诺 奇 怪 折线 ,我 看 到 在 每 种 情形 里 都 有 两 棵 树 

一 组 (或 多 棵 树 的 好 多 组 ) ,对 它 可 作出 无 限 多 种 具体 的 解释 。 在 

我 设计 的 “雪花 扫 掠 " 皮 亚 诺 曲线 即 图 7-18 中 可 看 得 特别 清楚 。 

例如 ,容易 把 这 个 图 看 成 一 堆 灌 木 从 ,它们 的 根 并 排 地 长 在 三 分 之 

一 的 科 赫 雪花 片上 ,并 且 正 向 墙 上 攀登 。 换 一 种 看 法 ,也 可 以 认为 

这 是 用 粗 线 强 调 的 一 族 河 流 (它们 是 蚁 轻 曲 折 的 ) 之 轮廓 ,这 些 河 
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流 最 终 将 流入 一 条 以 雪花 片 为 底 的 河流 之 中 。 后 一 种 解释 使 我 们 
至 想到 把 河流 相互 分 隔 的 曲线 形成 了 堤岸 树 。 当然 ,标记 “河流 ” 
和 “堤岸 "可 以 相互 换 用 。 

任 决 了 皮 亚 诺 曲 线 必定 是 病态 的 任何 想法 之 后 后 ,这 种 新 的 河 
流 一 堤岸 比拟 看 起 来 就 十 分 明显 了 。 事 实 上 , 如果 把 一 株 堤岸 树 
解释 为 消失 了 的 河流 (其 宽度 为 完全 排 干 的 一 个 区 域 ), 则 它 必须 
到 处 漫延 。 沿 着 连结 的 河岸 走动 的 人 将 完成 踏 遍 平面 的 运动 。 随 
便 问 哪 一 个 儿童 就 可 证 实 这 一 点 ! 

借助 由 图 7-16 得 到 的 直观 印象 ,不 难看 出 在 每 条 皮 亚 诺 奇 怪 
折线 中 相 类 似 的 共 圈 网 。 其 至 图 7-1 中 的 杂 s 乱 岛屿 也 开始 具有 直 
观 意义 。 穿 透 它 的 水 流 细 脉 虽然 不 能 看 成 港湾 (不 管 怎样 夸大 )， 
但 却 可 以 看 成 分 支 的 河流 。 

当 对 河流 的 研究 导致 一 门 合适 的 科学 时 ， 应 当 被 称 为 河川 
学 一 一 M. 帕 德 从 希腊 词 xorayoo( = 河流 ) 和 hoyoo 创造 了 这 个 词 。 
但 合理 的 习惯 是 把 对 河流 的 研究 与 关于 水 的 科学 和 水 文学 合并 在 

一 起 ,对 此 本 书 将 要 深入 研究 。 


树 中 的 多 重点 是 不 可 避免 的 ， 
从 而 在 皮 亚 诺 运动 中 也 是 如 此 


皮 亚 诺 曲线 的 许多 数学 性 质 现在 也 突然 成 为 显然 的 了 。 为 了 
考虑 双重 点 , 设 有 一 个 人 从 皮 亚 诺 河 道 树 的 河岸 上 出 发 ,向 上 游 或 
下 游 运动 , 绕 行 最 小 的 分 支 (分 支 越 小 ,运动 越 快 )。 显 然 ,最 终 它 
将 到 达 出 发 点 的 对 岸 。 又 因为 极限 河流 是 无 限 窄 的 ,他 实际 上 将 

回 到 出 发 点 上 。 于 是 ， We 不 
处 稠密 的 。 

—— 
有 河岸 上 的 三 点 相 重合 。 当 所 有 汇流 处 都 只 包含 两 条 河流 时 , 没 
有 重 数 超过 3 的 点 。 另 一 方面 ,如 果 允 许 有 重 数 较 高 的 点 ,那么 也 
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可 以 没有 三 重点 。 

上 段 中 所 有 这 些 结论 都 已 得 到 证 明 ,而 因为 证 明 是 富 于 技巧 
性 并 且 是 反 证 的 ,使 这 些 性 质 本 身 似乎 是 “技术 性 的 "。 但 实际 情 
况 正好 相反 。 谁 会 争辩 说 导致 它们 的 纯粹 逻辑 方法 要 比 我 的 直观 
方法 更 好 呢 ? 

典型 的 皮 亚 诺 曲 线 状 的 河流 不 是 标准 形状 而 是 分 形 曲线 。 这 
对 于 建立 模型 的 需要 是 很 幸运 的 ,因为 第 5 章 中 用 以 说 明 地 理 曲 
线 是 不 可 求 长 的 每 个 论据 都 同样 适用 于 河岸 。 事 实 上 , 理 查 森 数 
据 也 包括 了 河流 和 堤岸 的 边界 。 搞 自 施 坦 豪 斯 (Steinhaus 1954) 的 
文字 中 也 涉及 了 河流 。 关 于 河流 的 排水 盆地 ,它们 被 类 似 于 岛屿 
海岸 线 的 封闭 曲线 所 环绕 , 这 种 封闭 曲线 由 堤岸 的 一 部 分 构成 。 
每 个 盆地 都 与 分 盆地 相 毗 连 ,并 与 河流 本 身 相 互 交叉 ,但 为 分 形 曲 
线 所 围 的 充满 平面 的 曲线 显示 了 我 们 需要 的 所 有 结构 。 


皮 亚 诺 运 动 和 通 铺 覆 


取 原 始 皮 亚 诺 曲线 (图 7-1), 并 把 时 间 : 写成 九 进 制 形式 0, 
TI ra o 凡 第 一 位 “数字 ”相同 的 时 间 将 映射 到 同一 个 小 方块 
( 它 是 初始 正方 形 的 1/9) 中 ,而 那些 第 二 位 数字 相同 的 时 间 将 映 
射 到 同一 个 更 小 的 方块 (初始 正方 形 的 1/92) ,如 此 等 等 。 这 样 ,把 
[0,1] 分 为 9 个 1/9 的 铺 覆 映射 为 正方 形 的 铺 覆 。 相 继 的 19 线 
性 铺 覆 映射 为 相继 的 平面 子 铺 覆 。 区 间 成 为 通 铺 覆 ,也 就 是 可 递 
归 地 以 及 无 限 地 分 割 为 较 小 部 分 的 铺 覆 (类 似 于 对 [0,1] 那 样 ) 被 
映射 为 正方 形 。 另 一 种 由 E. REF LG. 波 利 亚 等 人 提出 的 皮 亚 
诺 运 动 把 这 个 性 质 映射 到 三 角形 的 各 种 通 铺 覆 上 。 

较 一 般 地 ,大 多 数 皮 亚 诺 运动 生成 平面 的 通 铺 覆 。 在 最 简单 
的 情形 ,存在 一 个 基数 N, 并 从 由 相继 分 成 N 份 的 线性 通 铺 履 开 
始 。 但 图 7-16 和 图 7-18 的 雪花 扫 掠 需要 把 上 的 区 间 [0,1] 作 不 规 
则 划分 ,先是 四 个 长 度 为 1⁄9 的 子 区 间 , 接 着 是 四 个 长 度 为 
1/(943) 一 个 长 度 为 /9 ,两 个 长 度 为 1/(9V3) 以 及 另外 两 个 长 
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BE 1/9 的 于 区 间 o 
Hin BUR ER ES 


长 度 与 面积 相互 交换 的 微妙 关系 ,在 皮 亚 诺 运动 中 经 常 出 现 ， 
特别 是 如 果 它 是 等 距 的 ， 即时 间 区 间 [ 2,4] 映射 为 数值 等 于 长 度 
li- nl HHR, (大 多 数 皮 亚 诺 运动 都 既是 等 距 的 ， X RB BER 
的 ， 但 这 是 两 个 不 同 的 概念 。) 称 时 间 区 间 [ s. t2j] 的 映射 是 -… 个 平 
面 上 的 皮 亚 诺 区 间 ， ERA TT DOR xe Fm Le ACE REX POE 
间 度 量 距离 。 但 我 们 将 遇 到 一 种 严重 的 复杂 性 ,因为 一 条 河流 不 
间 河 岸 相 互 交叉 位 置 上 的 点 在 空间 是 重合 的 ,并 受到 重复 的 访问 。 

“ 皮 亚 诺 距离 ”的 定义 可 以 只 涉及 访问 的 序 。 对 P| 和 P, fE 
Pe W= Mod ee t Alt,’ iPad ,将 


YY 


BLZ, Pallei = t LT i Te Ley” - alo 
这 些 距离 都 是 可 加 的 ,也 就 是 说 ,例如 把 三 个 点 P., P, 和 P, 按 第 
一 次 访问 编 序 它们 是 左 序 的 , 则 有 
{LZ(Pi, P3)1 = 1Z(Pi, P3)1 +120 P25 P3)lo 
区 间 和 距离 的 其 他 定义 区 分 河流 和 堤岸 之 间 的 点 。 用 c 入 
记 对 P 的 第 一 次 和 最 后 一 次 访问 的 时 刻 , 车 [4' ,wr] 的 映射 被 P 和 
坦 岸 所 界定 ,那么 P 是 河流 上 的 点 。 相 继 访问 隔 河 相对 的 PLE 


此 外 , 若 皮 亚 诺 曲 线 被 表示 为 河流 树 和 堤岸 树 的 公共 河岸 , 那 
么 穿越 河流 (分 别 沿 着 堤岸 ) 的 点 P 和 P, 相连 的 路 径 中 包含 着 
一 条 公共 的 最 小 路 径 。 沿 着 这 条 路 径 测量 P, 与 P, 之 间 的 距离 
便 是 合理 的 。 除 开 特殊 情况 ,河流 和 堤岸 的 维 数 D 严格 地 小 于 2, 
且 产 格 地 大 于 1。 因 此 ,最 小 路 径 既 不 能 用 长 度 也 不 能 用 面积 来 
度量 ,但 在 典型 情况 下 , 它 的 维 数 D 具有 非 平庸 的 豪 斯 多 夫 测 度 。 
补充 对 皮 亚 诺 运 动 十 分 重要 的 补充 考察 ,在 下 面 的 插图 说 
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明 中 详细 介绍 。 - 


图 7-1 SK D =2 HUTE : RARE IET E31 


e € . 9 © © © © o o 


简洁 算法 (Moore 1900) 用 图 形 来 完成 ( 它 在 我 的 1977 年 版 《分形 》 书 中 受到 了 
充分 的 重视 )。 本 图 把 皮 亚 诺 曲 线 旋 转 49, 从 而 使 它 严格 地 成 为 科 幸 曲线 的 
折 司 :发 生 器 总 以 同样 方式 放 在 上 阶段 得 到 的 奇怪 折线 的 一 边 。 

这 里 的 起 始 器 是 单位 正方 形 (封闭 的 黑色 盒子 ) ,发 生 器 如 图 7-2。 因 为 
这 个 发 生 器 是 自 接触 的 ,所 成 的 有 限 科 幸 岛 同 是 一 大 块 像 棋盘 ( 它 是 无 限 大 
的 ) 上 所 有 黑 方块 的 集合 。 第 mn 次 科 替 奇怪 折线 是 问 距 为 了 = 3 "的 线条 格 
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PU K W S. $ T 2 0] ERE IES i. HY ma 时 被 越 来 越 密 
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图 7-2 


图 7-1 项 上 的 三 张 图 中 切 去 了 角 顶 以 避免 模糊 不 清 , 但 总 面积 不 变 。 

以 相同 的 扩 度 ,这 个 序列 的 第 四 阶段 将 有 50% 是 灰色 的 ,但 把 海岸 线 的 
所 分 之 一 画 得 较 大 可 以 清楚 些 ( 置 一 点 孩 学 的 危险 )， 这 以 图 形 方 式 表明 了 
所 谓 极 限 科 赫 曲线 充满 整个 平面 是 什么 意思 。 

最 好 能 类 似 于 第 6 章 中 的 科 赫 岛屿 那样 定义 极 总 岛屿 ,但 在 这 里 是 不 可 
能 的 。 随机 选取 的 点 几乎 肯定 会 无 尽头 地 在 内 陆 和 海洋 之 间 跳 动 。 高 阶 的 
奇怪 折线 被 海 涛 和 河流 十 分 均匀 和 深入 地 渗透 ,而 使 中 等 边 长 * 满足 
1 和 zx 和 [一 一 的 正方 形 把 干 的 陆地 和 水 面 分 成 几乎 相等 的 两 部 分 。 

说 明 极限 皮 亚 诺 曲 线 确立 了 直线 与 平面 之 间 的 连续 对 应 性 。 自 接触 
在 数学 上 不 可 避免 这 个 事实 是 经 典 的 。 然而 它们 在 模拟 大 自然 中 很 有 用 , 则 
是 本 书 的 新 结果 。 

长 期 的 序 如 果 不 知道 建立 有 限 皮 亚 诺 曲 线 的 下 降级 联 ,极端 长 期 的 序 
( 它 使 这 些 曲线 不 仅 能 避免 自 相交 ,而 且 也 能 避免 自 接触 ) 就 无 法 进行 。 戒律 
的 任何 失误 都 将 很 容易 使 后 者 出 现 。 

居 规 则 的 全 然 丧 失 几乎 肯定 会 导致 无 尽头 的 重复 自 相交 ,因为 完全 无 规 
则 的 皮 亚 诺 曲 线 是 布朗 运动 , 它 已 在 第 2 章 中 提 到 过 、 并 将 在 第 25 E. 

所 刘 维 定理 和 各 态 历 经 性 在 力学 中 ,把 复杂 系统 的 状态 用 “ 相 空 间 ” 中 
的 一 个 点 来 表示 。 在 运动 方程 支配 下 , 相 空 间 中 的 每 一 个 区 域 都 将 如 下 地 变 
化 : 它 的 测度 ( 超 体积 ) 保 持 不 变 ( 刘 维 定理 ) ,但 它 的 形状 要 改变 ,并 越 来 越 均 
匀 地 弥散 在 它 可 及 的 全 部 空间 中 。 显然 ,这 两 种 特性 都 是 我 们 对 本 图 皮 亚 诺 
构 准 中 的 黑色 区 域 所 施加 影响 的 反响 。 因此 考虑 得 深入 些 , 以 下 事实 是 很 有 
意义 的 :注意 到 在 许多 简化 的 “动力 学 "系统 (允许 对 它们 作 仔细 研究 ) ,每 个 
区 域 通 过 变换 为 越 来 越 长 和 越 来 越 细 的 带 状 而 弥散 开 。 因此 看 看 其 他 系统 
的 弥散 过 程 是 否 通过 皮 亚 诺 型 的 树 而 不 是 带 状 物 将 是 很 有 意义 的 。bp =-= 
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图 7-3 和 图 7-4 #8 D = 2 HORNE: $£ # 32 #n k #J p AES 
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可 以 想象 得 到 的 最 简单 发 生 器 是 N=2, 即 由 两 条 相等 的 直线 段 构成 ,其 
间 的 角度 0 ROP <0<180。 其 极限 情况 g = 180P 就 变 成 一 个 直线 区 间 ; 
0 = 120P 的 情况 ( 示 于 图 6-3) 产 生 三 元 科 款 曲线 (其 中 之 一 )。 而 极限 情况 
0=90 如 图 7-3。 根 据 起 始 器 的 形状 不 同 ,这 个 发 生 器 将 产生 多 种 极其 不 同 
的 皮 亚 诺 曲 线 ,而 发 生 器 的 位 移 规则 取决 于 前 面 的 奇怪 折线 。 图 7-6 至 图 
7-14 讨 论 了 几 个 重要 的 例子 。 


< 此 外 ,第 25 章 通过 对 具有 这 些 N 和 r 的 所 有 皮 亚 诺 曲 线 类 作 随 机 


化 ,得 到 了 布朗 运动 。b> 

波 利 亚 三 角形 扫 掠 ”起 始 器 是 [0,1], 发 生 器 仍 如 图 7-3, 且 它 在 奇怪 折 
线 的 左右 之 间 倒 换 。 第 一 个 位 置 也 是 便 换 的 。 头 几 个 构造 阶段 如 图 7-6 所 
示 。 奇怪 折线 是 包含 在 一 个 等 腰 直角 三 角形 ( 它 的 边 是 [0,1]) 内 的 方 格 纸 碎 
片 。 而 极限 曲线 扫 掠 这 个 三 角形 。 


.|| 


图 7-6 
图 7-3 非 等 腰 直 角 三 角形 上 的 波 利 亚 扫 护 发 生 器 改变 为 由 两 个 不 
等 长 正 交 直 线段 构成 。 我 们 把 选择 一 个 避免 自 接触 的 过 程 的 猜测 留 给 读者 
作为 练习 。 
REP = ALAR 起 始 器 是 [1,0], 发 生 器 又 如 上 述 , 接 着 两 个 构造 阶 
段 如 图 7-7( 为 了 清楚 起 见 , 图 中 以 9 = 8 代替 9 = 9p)。 
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图 7-7 

这 样 , 在 所 有 奇数 次 构造 阶段 中 ,发 生 器 位 于 右面 ,产生 的 奇怪 折线 如 像 
平行 于 起 始 器 对 角 线 的 网 格 。 而 所 有 偶数 构造 阶段 ,发生 器 位 于 左面 ,产生 
的 奇怪 折线 是 平行 于 起 始 器 底 边 的 网 格 。 这 条 曲线 渐 近 地 充满 一 个 斜 边 为 
[0,1] € E E # = 4X. 

图 7-4 此 图 表示 了 一 个 正方 形 扫 掠 ,这 里 通过 把 起 始 于 [0,1j] 和 [1,0] 
的 两 个 蔡 查 罗 扫 掠 得 加 而 得 到 的 (为 清楚 起 见 , 又 用 6= 856 (Ñ $ 90), 

AMER 被 蔡 查 罗 奇 怪 折线 覆盖 的 网 格 中 的 每 条 直线 段 都 被 禾 盖 两 次 。 
这 个 构造 不 仅 是 自 接触 的 , 它 还 是 自重 合 的 。 

充满 平面 的 有效 性 ” 皮 亚 诺 -于 查 罗 距 离 的 一 种 极端 性 质 图 7-1 的 
皮 亚 诺 曲 线 把 [0,1j 映 射 到 对 角 线 为 [0,1]\ 面 积 为 1⁄2 的 正方 形 。 同 样 的 形 
状 也 为 波 利 亚 曲线 所 覆盖 。 但 蔡 查 罗 曲 线 充满 一 个 斜 边 为 [0,1j 和 面积 为 1/ 
4 的 等 腰 直 角 三 角形 。 为 了 政 盖 整个 正方 形 , 蔡 查 罗 必 须 把 [1,0] 和 [0,1] 的 
映射 相 加 。 这 样 , 这 两 种 曲线 中 , 蔡 查 罗 曲 线 的 有 效 性 " 较 差 。 事 实 上 , 它 是 
正方 形 点 阵 上 最 少 有 效 性 的 非 由 接触 皮 亚 诺 曲 线 。 但 下 列 事实 赋予 它 以 可 
资 弥补 的 优点 :在 P, 和 P, 这 两 点 之 间 的 左 或 右 皮 亚 诺 距 离 见 本 章 的 “用 面 
积 量 的 距离 "至 少 等 于 其 欧 几 里 得 距离 的 平方 ; 

IZ(P,, PI zIPLPJA,. I0 (P4, P3)l RS | Pi Plo 

对 于 其 他 皮 亚 诺 曲 线 , 皮 亚 诺 距 离 与 欧 几 里 得 距离 之 差 的 符号 可 正 可 负 。 

角 谷 - 戈 黄 莱 问题 ”在 正方 形 [0,1]? PAR MAA Pn 之 后 , 角 谷 (在 私 
人 通信 中 ) 研 究 了 表达 式 inf22 | P P, ;117, 其 中 下 确 界 取 遍 将 P, 逐一 联接 的 
链 。 他 证 明了 inf<8, 但 猜测 这 个 界限 不 是 最 好 的 。 确 实 , 戈 英 莱 ( 在 私人 通 
信 中 ) 得 到 了 改进 的 界限 inf 和 4。 这 个 证 明 应 用 了 皮 亚 诺 - 蔡 查 罗 曲线 如 下 。 
(A) 添加 还 未 在 P, 中 的 正方 形 角 顶 。(B) 在 正方 形 内 部 沿 着 它 的 边 画 四 条 
皮 亚 诺 - 蔡 查 罗 曲 线 组 成 曲线 串 , 把 MA Pa 点 按 它们 被 这 些 曲 线 串 首次 访 
问 的 次 序 编号 。(C) 注意 到 增加 步骤 (A) 中 的 链 长 时 > 1 Pa PST 没有 减 
j. (D) ARREA mI Pa Pal? 当 用 14(Z ,Zi)1 代 苦 时 不 会 减少 。 
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7-8 和 图 7-9 一 个 正方 形 扫 掠 和 龙 形 扫 掠 
这 里 的 发 生 器 与 图 7-3 和 图 7-4 中 的 相同 ,但 在 其 他 规则 上 似乎 只 作 稍 
稍 改 变 就 具有 持久 的 效果 。 
后 来 的 皮 亚 诺 正 方形 扫 掠 ”起 始 器 是 [0,1], 但 第 二 、 四 、 六 个 构造 阶段 
改变 为 如 图 7-10。 


图 7-10 


有 效 性 ,一 种 极端 性 质 这 条 曲线 充满 一 个 面积 等 于 1 的 区 域 ,而 图 7- 
3 和 图 7-4 的 曲线 和 后 面 的 龙 形 曲线 覆盖 面积 为 1⁄2 或 1M4。 当 奇怪 折线 位 
于 一 个 正 交 点 阵 时 ,所 覆盖 的 面积 不 可 能 超过 1。 这 个 极 大 值 当 奇 怪 折线 是 
自 回避 时 达到 。 换 名 话说 ,不 出 现 自 接触 不 仅 是 一 个 美学 问题 ,而 且 对 于 一 
条 自 接触 曲线 ,即使 把 其 自 接触 处 弄 圆 ( 如 图 7-1), 仍 不 等 价 于 自 回避 的 科 
# m 

对 这 个 正方 形 扫 掠 取 第 奇数 次 阶段 ,那么 若 连接 奇怪 折线 相继 直线 段 的 
中 点 以 避免 自 接触 ,就 会 回 到 希 尔 伯 特 (Hilbert, D.) 的 一 种 皮 亚 诺 曲线 。 

图 7-9 扫 掠 一 个 直角 梯形 的 曲线 ”发生 器 改变 为 由 正 交 的 两 段 不 等 
长 直线 段 构成 。 吉 免 自 接触 的 手段 与 图 7-8 相同 。 

哈 特 - 哈 脱 韦 龙 (M, Gardner 1967, Davis & Knuth 1970) 这 里 起 始 器 是 [ 1, 
0], 发 生 器 如 前 , 且 它 在 右 奇怪 折线 与 左 奇怪 折线 之 间 来 回合 换 。 与 波 利 亚 
三 角形 扫 掠 相 比 较 , 其 差别 仅 在 于 每 个 构造 阶段 的 第 一 个 位 置 总 是 在 右面 ， 
前 几 个 阶段 如 图 7-11。 这 种 变化 的 后 果 是 戏剧 性 的 ， 一 个 充分 发 展 的 阶段 


TS 


B 7-11 
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如 图 7-8 所 示 。 在 该 图 中 ,曲线 本 身 变 得 分 不 清 了 , 我 们 只 看 见 它 的 边界 ， 
称 为 龙 形 曲线 。 这 样 ,这 条 皮 亚 诺 曲 线 可 以 叫做 龙 形 扫 掠 。 如 像 任何 起 始 于 
[0,1] 的 科 替 曲线 一 样 , 龙 是 自 相 似 的 。 但 除 此 之 外 ,可 以 看 出 它 是 分 成 若干 
块 的 ,各 块 以 蜂 腰 形 相互 连接 。 它 们 互相 则 相似 ,但 不 与 龙 本 身 相似 。 

FER 1907) 年 版 的 《分 形 》 指 出 ,用 龙 形 构 造 规则 , 较 自 然 的 起 始 器 是 
为 [1,0j 所 后 续 的 [0,1], 并 称 这 样 扫 掠 得 到 的 形状 为 李 生 龙 。 这 种 形状 有 着 
多 种 表示 方式 (Knuth 1980)。 它 的 样子 如 图 7-12。( 其 中 一 条 是 黑色 的 , 另 一 
条 是 灰色 的 。) 


图 7-12 


挛 生 龙 形 河流 ”把 源 附 近 的 流 除去 以 后 (为 了 清楚 起 见 ), 李 生 龙 形 河 
流 树 的 形状 如 图 7-13。 一 条 挛 生 龙 可 以 用 它 自身 的 小 尺寸 复制 品 所 铺 覆 ， 
如 图 7-14, 
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Ri 7-14 


SLR LAAAN TS 形式 发 生 器 的 科 赫 曲线 。 这 里 的 较 长 和 
较 短 直线 段 分 别 长 为 m= 124 ry= (十 ) (14/2) = rie Wik RARE E 


D 
83042) ex —5) = 1, 表明 量 值 222 满 足 方程 2 - 2 -2=0, 


VN D=1.5236 


7-15 


变种 龙 (I Davis & Knuth 1970 o) 取 任意 无 限 序列 zj,xa，…, 其 中 的 每 
个 允 可 以 取 值 0 或 1, 并 用 x, 值 来 确定 发 生 器 在 第 大 个 构造 阶段 中 的 第 一 
个 位 置 : 若 x =1, 则 发 生 器 先 位 于 右面 ,但 若 x =0, 则 它 先 位 于 左面 。 每 个 
序列 产生 出 一 条 不 同 的 变种 龙 。 - 


图 7-16 和 图 7-17 雪 片 扫 掠 :新 的 皮 亚 诺 曲 线 和 树 
(堤岸 和 河流 的 维 数 D ~1.2618) 

这 些 图 形 说 明了 由 我 设计 的 一 族 皮 亚 诺 曲线 。 它 们 充满 了 原始 的 科 赫 
雪 片 (图 6-7), 因 此 大 约 1900 年 时 两 个 初等 怪物 聚集 到 一 起 了 。 
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一 个 更 为 重要 的 意义 在 于 , 粗 看 一 下 就 足以 证 明 本 书 的 一 个 主要 论题 : 
. 皮 亚 诺 曲线 决 不 是 没有 具体 意义 的 数学 怪物 。 如 果 它 们 没有 自 接触 ,就 包含 
有 明显 的 和 可 说 明 的 共 轿 树 。 这 些 树 是 河流 、 坦 岸 、 植 物 树 和 人 体 脉 管 系统 
很 好 的 一 阶 模型 。 

作为 一 种 副产品 ,我 们 在 这 里 得 到 了 一 种 用 不 相等 的 雪 片 来 销 禾 雪 片 的 
方法 。 

7 直线 段 发 生 器 起 始 器 是 [0,1] 而 发 生 器 和 第 二 构造 阶段 如 图 7-17。 

更 确切 地 说 ,把 上 面 的 发 生 器 记 为 S 并 称 为 正 位 发 生 器 ;而 把 S 在 直线 


= 方 的 镜 象 定义 为 反 位 发 和 器 F。 在 雪 片 扫 掠 的 任何 构造 阶段 ,我 们 可 参 
意 使 用 亚 或 $ 发 生 器 。 因 此 每 一 个 亚 和 8 的 无 限 序列 都 产生 一 个 不 同 的 雪 


片 扫 掠 。 
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JD, 


图 7-17 


5 
II 
N 


把 奇怪 折线 弄 圆 折线 容易 看 上 去 不 完美 ,如 果 其 每 条 直线 段 都 弄 成 六 
分 之 一 的 圆周 , 则 雪 片 扫 掠 的 奇怪 折线 就 被 构造 得 看 上 去 是 各 向 同性 的 , 换 
名 话说 更 “ 遂 真 "了 。 

M67 把 一 个 7 直线 段 的 雪 片 扫 掠 和 弄 图 以 后 充满 科 替 雪 片 的 一 个 高 阶 
奇怪 折线 在 很 久 以 前 的 图 6-7 中 已 用 来 给 出 一 个 波状 背景 的 描 影 。 当 再 仔 
细 看 它 时 ,就 使 我 们 想起 了 液体 流 经 分 形 边 界 , 以 及 两 条 大 致 平行 但 具 不 同 
速度 的 流动 之 间 的 前 切线 。 

13 直线 段 发 生 峰 ”现在 来 改变 前 面 的 7 直线 段 发 生 器 ,把 它 的 第 5 段 由 
总 体 缩小 后 的 图 形 来 代替 ,这 个 图 形 可 按 SR PARKES ,E F t 39 PE 
图 7-18 所 示 的 发 生 器 和 第 二 构造 阶段 。 


/全 


图 7-18 


图 7-16 这 条 由 两 个 相互 奇异 地 缠绕 的 区 域 的 边界 表示 的 高 阶 奇怪 折 
线 提供 了 一 种 比 任何 语言 都 好 的 解释 ,说 明 充 满 平面 的 意义 是 什么 。 

图 7-19 设 把 前 面 的 13 直线 段 发 生 器 和 弄 辆 ,并 且 对 雪花 曲线 作 相同 的 
处 理 , 所 产生 的 头 几 阶段 如 图 7-19 所 示 。 


` 
I 
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河流 维 数 ”在 皮 亚 诺 的 原始 曲线 里 ,每 条 单独 的 河流 具有 有 限 的 长 度 ， 
因此 维 数 为 1, 而 这 里 ,单独 河流 的 维 数 为 jog 4 / log 3, 要 达到 维 数 万 = 2, 就 
必须 把 所 有 的 河流 都 放 在 一 起 。 = 
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图 7-20 至 图 7-22 ” 皮 亚 诺 - 戈 斯 泼 尔 曲线 , 它 的 树 和 相关 的 科 赫 树 
(堤岸 和 河流 维 数 D = 1.1291) 
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回 到 图 6-8 直到 现在 还 没有 解 森 过 该 图 之 细 折 线 , 它 代表 了 由 戈 斯 小 尔 
(Gardner 1976) 提 出 的 曲线 之 第 1 至 第 4 构造 阶段 ,此 曲线 是 由 (未 经 进一步 加 
工 的 ) 科 元 方法 所 得 到 的 第 一 条 自 回避 皮 亚 诺 曲 线 。 该 起 始 器 是 [0,1], 而 发 
生 器 如 图 7-23 所 示 。 把 该 发 生 器 逆 时 针 方 向 旋转 ,直至 第 一 条 连 线 为 水 平 。 
可 以 看 出 这 就 画 出 了 三 角形 点 阵 , 它 占有 3x7 条 连 线 中 的 7 条 。 在 图 7-8 和 图 
79 的 说 明 上 对 正方 形 点 阵 所 讨论 的 性 质 可 推广 到 现在 的 三 角形 点 阵 。 


7-23 


现在 我 们 看 到 目前 的 皮 亚 诺 曲 线 充满 图 6-8 的 科 赫 曲线 。 因 此 可 来 阅 
明 , 图 6-10 上 不 同 粗 细 的 线条 所 形成 的 浓淡 代表 了 目前 的 第 5 构造 阶段 。 

图 7-20 的 左 图 再 次 把 戈 斯 滩 尔 曲线 的 第 4 9 E R BRR E fn Ë 
色 区 域 的 边界 。 
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图 7-20 的 右 图 “河流 得 岸 树 。 河 流 和 坦 岸 是 沿 图 7-20 左 图 上 白色 
和 黑色 “手指 "的 中 线 画 出 的 。 

图 7-21 从 图 7-20 的 右 图 上 河流 和 提 岸 树 开 始 。 连 线 的 宽度 接 它们 在 
霍 顿 -斯 特 拉 利 原理 图 (Leopold 1962) 的 相对 重要 性 而 重新 画 出 。 这 时 ,河流 
或 堤岸 的 连 线 , 当 它们 拉 成 直线 时 ,其 宽度 正比 于 它们 的 长 度 。 河 流 是 黑色 
的 ,而 堤岸 是 灰色 的 。 

维 数 ” 每 条 皮 亚 诺 曲 线 确定 自己 边界 的 D。 在 图 7-1 和 图 7-3 所 说 的 
边界 不 过 是 正方 形 ,而 以 后 的 图 上 是 龙 的 皮肤 ,再 后 是 雪 片 曲线 。 而 现在 是 
D=1.1291 的 分 形 曲 线 , 它 一 部 分 是 河流 和 一 部 分 是 堤岸 。 每 条 其 他 的 河流 
和 坦 岸 也 都 收敛 于 分 维 D~1.1291 的 曲线 。 

ER 当 我 是 一 个 学 生 时 ,常常 凝视 着 一 张 标 有 罗 亚 河和 加 伦 河 的 地 
图 ,就 不 感到 离 家 很 远 。 

图 7-22 ”直接 由 科 赫 级 联 构 造 的 河流 树 ” 当 发 生 器 本 身 就 是 树 状 的 ， 
它 就 产生 树 。 例 如 , 设 发 生 器 如 图 7-24 所 示 。 这 里 我 们 有 了 去 掉 图 6-8 上 
科 赫 曲线 的 另 一 种 方法 ( 截 去 最 接近 于 “ 源 " 的 分 枝 )。 - 


CE 


Bi 7-24 
图 7-253080 7-226 充满 平面 的 分 形 树 , 补 缀 雷 片 和 四 重奏 
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图 7-26 


从 某 些 皮 亚 诺 曲 线 推 出 的 充满 平面 的 “河流 " 树 也 能 由 直接 的 递 推 构造 
得 到 。 关 键 是 发 生 器 本 身 要 树 状 的 。 一 个 不 太 有 趣 的 例子 是 ,如 果树 发 生 器 
由 十 字形 的 4 节 组 成 ,我 们 得 到 皮 亚 诺 - 禁 查 罗 曲线 河流 树 ( 图 7-4)。 

MERE ”一 个 较 好 的 例子 可 这 样 得 到 , 取 [0,1] 为 起 始 器 ,而 用 图 7-27 
所 示 为 发 生 器 。 我 们 从 考察 由 中 点 位 移 (如 图 6-2 所 示 ) 所 产生 的 单 支 河流 
开始 。 因 此 每 条 渐 近 河流 具有 维 数 DD =log 2 / logY3 = log 4 / log 3。 在 雪 片 
曲线 时 对 此 D 信和 已 很 熟悉 ,但 现在 处 理 的 曲线 不 是 雪 片 ,因为 发 生 器 的 放置 
遵循 不 同 的 规则 ,如 图 7-28 所 示 。 

为 了 给 河流 留 出 空地 ,发 生 器 必须 在 左右 位 置 之 间 交 着 放置 。 因 此 , 补 
级 出 了 雪 片 的 对 称 性 ,而 把 那些 河流 排 干 的 区 域 称 为 补 级 雪 片 。 
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图 7-27 


"ip c e ant 


图 7-28 

现在 ,我 们 转 到 河流 树 。 它 的 奇怪 折线 不 是 自重 三 的 ,但 缺点 是 他 们 有 
自 接触 。 这 个 特性 的 渐 近 变种 是 不 可 避免 的 ,而 且 也 是 无 可 非议 的 ,因为 它 
十 分 恰当 地 表示 了 一 个 事实 , 即 几 条 河流 能 发 源 于 同一 点 。 但 是 我 们 将 会 看 
到 (在 本 图 说 明 的 最 后 ) 河 流 奇 怪 折线 可 以 避免 自 接触 。 由 于 自 接触 ,现在 的 
河流 奇怪 折线 是 大 块 模 糊 的 、 以 近似 分 形 曲 线 为 边界 的 六 角形 图 形 。 

图 7-26 由 于 消去 与 源流 相 接 触 的 所 有 河流 段 , 并 用 粗 笔 画 出 主 河流 ， 
图 中 的 河流 树 更 显 清晰 。 由 该 树 排 干 的 面积 为 /3/2=~0. 8660。 

补 纺 雷 片 的 扫 掠 ”现在 来 画皮 亚 诺 曲线 ,用 一 个 人 形状 的 起 始 器 和 2 X 
状 的 发 生 器 ( 它 的 每 节 长 度 相等 且 交 成 OA) KEEN 6-8 和 图 6-9 中 使 
用 过 的 关于 M=3 的 发 生 器 族 的 极端 情形 。 但 它 与 所 有 其 他 情形 完全 不 同 ， 
见 Davis & Knuth 1970 中 有 研究 。 

我 们 可 以 证 明 这 种 皮 亚 诺 曲 线 的 河流 树 除了 我 们 刚刚 直接 画 出 的 以 外 ， 
别 无 他 样 。 此 起 始 器 的 边 长 为 1, 而 相应 的 皮 亚 诺 曲 线 扫 掠 的 面积 等 于 V3/6 
v0. 2886. (WHERE!) . 

四 重奏 下面 来 研究 一 条 不 同 的 科 赫 曲线 以 及 填 满 它 的 三 条 曲线 :一 条 
皮 亚 诺 曲 线 和 两 条 树 曲 线 。 由 我 设计 的 这 些 形状 可 说 明 一 个 另外 的 有 趣 
主题 。 

取 [0,1] 为 起 始 器 。 而 取 下 面 的 图 7-29 为 发 生 器 。 
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7-29 


此 曲线 的 边界 收敛 于 维 数 D = log 3 / log V5 ~ 1.3652 的 科 赫 曲线 。 在 图 
6-11 的 中 心 , 可 以 看 到 边界 的 以 及 皮 亚 诺 曲 线 的 高 阶 奇怪 折线 ,我 称 该 图 为 
四 重奏 ,每 个 “演奏 者 "以 及 他 们 之 间 的 舞台 遍 以 铺 矣 。 

这 四 重奏 的 内 部 当然 由 它 自 己 内 部 的 河流 树 所 排 干 ,但 是 所 有 不 同 的 链 
式 图 样 是 用 图 7-30 所 示 的 发 生 器 之 一 得 到 的 。 


N 


由 图 7-30 左面 发 生 器 构造 的 奇怪 折线 是 自 接触 的 (这 像 本 图 说 明 中 的 
第 一 个 例子 ), 而 排 干 的 面积 是 1/2; 由 右边 的 发 生 器 构造 的 奇怪 折线 避免 了 
自 接触 ,而 排 干 的 面积 是 1, 其 高 阶 奇怪 折线 示 于 图 7-26。 = 
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第 8 章 分 形 事件 和 康 托 尘 埃 


本 章 的 主要 目标 是 把 另 一 个 通常 认为 是 病态 的 数学 对 象 康 托 
尘埃 <, 具 体 而 无 困难 地 介绍 给 读者 。 我 们 将 要 描述 的 该 尘埃 以 
及 相关 尘埃 的 分 维 在 0 与 1 之 间 。 

因 尘 埃 是 由 直线 上 的 点 组 成 的 ,所 以 容易 研究 。 此 外 ,它们 还 
有 助 于 以 最 简单 的 方式 引进 几 个 与 分 形体 有 关 的 概念 ,但 是 因为 
过 去 不 常用 到 这 些 概念 ,所 以 没有 专门 的 术语 来 称呼 它们 。 首 先 ， 
术语 尘埃 在 学 术 上 的 意义 等 价 于 一 个 拓扑 维 Dr =0 的 集合 ,就 像 
“曲线 "和 “曲面 "是 拓扑 维 为 Dr = 1 和 D7 = 2 的 集合 。 其 他 的 新 
AGH QUE TLD AFL HA OL 


噪声 


对 于 外 行 来 说 ,噪声 是 一 种 太 强 的 声音 , 它 没有 令 人 愉快 的 节 
奏 或 目的 ,或 者 是 对 所 需 声音 的 干扰 。 帕 特 里 奇 (Partridge, 1958) 
说 明 此 术语 “是 从 拉丁 文 nausea (与 nautes = 海员, 有关) 导出 的 ， 
这 个 语义 是 古代 的 一 般 船 在 恶劣 天 气 下 航行 时 旅客 的 虽 吟 和 呕吐 
形成 的 噪声 "( 牛 津 英语 辞典 并 不 十 分 可 信 )。 但 在 当代 物理 中 , 它 
的 角色 不 很 光彩 ,更 谈 不 上 精确 :把 噪声 作为 一 种 偶然 脉动 或 误差 
的 同义词 ,而 不 管 其 起 因 和 表现 。 本 章 通过 研究 一 种 神秘 而 简单 


的 噪声 来 引进 co 


数据 传输 线 上 的 误差 


一 条 传输 线路 是 一 个 能 够 输电 的 物理 系统 。 然 而 ,电流 属于 
自发 噪声 。 传 输 质量 依赖 于 由 于 噪声 畸变 而 引起 误差 的 可 能 性 ， 
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而 噪声 变化 又 依赖 于 信号 和 噪声 强度 之 比率 。 

本 章 涉及 到 传输 计算 机 数据 和 包含 有 很 强 信号 的 线路 。 一 个 
有 趣 的 事实 是 ,信号 是 离散 的 ,因此 误差 的 分 布 彻 底 简化 了 噪声 的 
分 布 。 品 声 包含 具有 几 个 可 能 值 的 函数 ,而 误差 只 包含 有 两 个 可 
能 值 的 函数 。 例 如 , 它 可 以 是 一 个 指标 函数 , 即 当 时 刻 c 没有 误差 
时 的 值 为 0, 而 当 存在 误差 时 的 值 为 1。 

物理 学 家 已 经 掌握 了 噪声 的 构造, 它 在 弱 信 号 的 情形 下 是 占 
优势 的 , 即 热 噪声 。 然 而 ,在 刚刚 描述 的 问题 里 当 信号 很 强 时 经 典 
的 噪声 就 能 被 忽略 了 。 

不 可 忽略 的 剩余 噪声 是 困难 而 又 有 吸引 力 的 ,因为 对 它们 还 
知道 得 很 少 。 本 章 考察 的 过 量 噪声 ,大 约 在 1962 年 时 对 于 电器 工 
程 师 们 具有 实际 的 重要 性 ,因此 各 种 天 才 人 物 都 来 进行 研究 。 在 
我 对 此 研究 的 贡献 中 ,我 感到 这 是 需要 应 用 分 形 概念 的 第 一 个 具 
体 问题 。 没 有 一 个 古人 想象 到 ,对 那 时 这 个 表面 上 很 简单 的 工程 
问题 深入 研究 带 来 的 困难 一 直 延 至 今日 。 


PE AIER 


ERMI TR EE E Hn A. ALR OT AR EE BE 
误差 的 时 间 间 隔 。 如 果 这 种 无 误差 间隔 延续 超过 1 小 时 ,我 们 就 
KENA ORMER”. HE,- 0 阶 间隙 侧面 相 接 的 任何 时 间 间 
隔 称 为 “0 阶 误差 的 独 发 "。 当 这 种 分 析 的 精度 提高 3 倍 以 上 时 就 
揭示 出 ,原先 铬 发 本 身 是 “ 间 软 的 "。 这 就 是 说 , 较 短 的 “1 BY” TR BR 
持续 20 分 钟 或 更 长 时 间 , 相应 地 隔 开 了 较 短 的 “1 PT RES FJ 
样 ,每 一 个 1 阶 久 发 中 又 包含 有 几 个 持续 时 间 为 400 秒 的 “2 Er" lB] 
隙 ,它们 又 隔 开 了 “2 阶 ” 铬 发 ,如 此 等 等 ,每 个 阶段 都 由 间隙 和 儿 
发 组 成 ,而 它们 又 比 前 一 阶段 要 短 3 倍 。 这 个 过 程 粗略 地 图 示 于 
图 8-1( 还 未 注意 到 该 图 的 说 明 )。 

前 面 的 描述 提出 了 关于 EVER TE k - 1 阶 独 发 中 的 相对 位 
置 的 问题 。 这 些 相 对 位 置 的 概率 分 布 似乎 是 与 无 关 的 ,这 个 不 
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变性 显然 就 是 自 相 似 性 的 一 个 例子 ,而 分 形 维 数 也 就 离 此 不 远 了 ， 
但 我 们 不 要 太 急 。 本 书 的 各 种 实例 研究 打算 要 引进 新 的 论点 或 者 
对 老 论 点 精确 化 。 记 住 这 一 点 ,看 来 最 好 是 颠倒 历史 的 顺序 ,并 通 
过 伯 杰 和 昌 德 布 罗 特 误差 随机 模型 (第 31 章 ) 的 一 种 粗糙 而 非 随 
机 的 变种 引进 新 论点 。 


误差 狂 发 的 粗糙 模型 RIED EER 


上 节 从 一 条 直线 即时 间 轴 开始 构造 了 误差 集合 ,然后 切 去 越 
来 越 短 的 没有 误差 的 间隙 ,这 种 过 程 在 自然 科学 中 是 不 熟悉 的 ,而 
在 纯 数学 中 却 有 用 (至 少 自 康 托 以 来 )。(Hawkins 1970, 特别 在 第 
58 页 。) 

在 Cantor 1883 中 ,初始 器 是 闭 区 间 [0,1], 其 中 术语 “ 闭 的 "和 
所 用 的 方 括号 表示 把 端点 包括 在 内 ;这 种 符号 已 在 第 6 章 中 用 过 ， 
当时 不 需要 故 直到 现在 才 说 清楚 。 第 一 个 构造 阶段 是 把 [0,1] 分 
为 三 段 ,然后 移 去 中 间 的 13 开 区 间 , 记 为 ]1/3,2/3[。 术 语 “ 开 
的 "和 反方 括号 表示 不 包括 端点 。 下 一 步 ,再 移 去 余下 的 N=2 个 
中 每 一 个 的 中 间 1⁄3 开 区 间 。 如 此 下 去 直至 无 穷 。 

这 个 余下 的 点 集 ” 就 称 为 二 进 制 集 ,因为 每 次 都 留 下 N =2 
Brie 也 可 称 为 三 元 集 或 三 进 制 集 ， 因为 [0,1] 被 分 割 为 三 段 。 

更 加 一 般 化 ， 把 分 段 的 数目 称 为 基 ， dicii b, 而 此 集合 的 第 


Ie" WU 2 就 是 事件 的 分 形 序列 。 
凝固 ,孔洞 和 乳 清 


康 托 集 的 构造 过 程 是 一 种 级 联 ,这 是 刘易斯 " 理 查 森 对 满 流 使 

用 的 术语 (而 我 们 第 一 次 借用 它 是 在 第 6 章 , 为 了 描述 海岸 线 和 科 

蔡 曲 线 )。 均 匀 分 布 于 初始 器 [0,1] 上 的 “物质 " 遭 到 一 个 离心 旋 
95 


HOUOUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


涡 , 把 中 间 1⁄3 扫 掠 进 两 端的 1⁄3. 

从 [0,1 中 割 去 中 间 1/3 段 成 为 一 个 空隙 ,今后 就 称 为 孔洞 发 
生 器 ,本 节 中 自 造 的 这 个 新 字 孔 洞 , trema 来 源 于 希腊 文 coma BE 
思 是 小 孔 , 它 也 有 点 对 应 于 拉丁 文 termes = 白蚁 。 它 可 能 是 最 短 
的 希腊 字 , 至 今 没有 赋予 重要 的 科学 意义 。 

在 这 里 ,孔洞 是 与 空隙 一 致 的 ,但 在 后 面 将 要 遇 到 的 其 他 情形 
里 它们 有 着 不 同 的 意义 ， 所 以 需要 用 两 个 不 同 的 术语 。 

当 挖 空 一 个 “-- 阶 孔洞 "以 后 ,全 部 物质 就 被 保存 并 重新 以 均 
匀 密 度 分 布 在 外 部 的 两 段 ,这 就 称 为 前 凝 乳 。 然 后 又 出 现 两 个 离 
DAGROEER A IIS [0,3] [2.1] 开始 重复 前 面 的 操作 。 把 
此 过 程 … 直 继续 下 去 就 像 理 查 森 级 联 一 样 ,收敛 于 一 个 极限 集 , 称 
为 凝 乳 。 如 果 一 个 阶段 的 延续 时 间 正 比 于 旋涡 的 大 小 , 则 全 部 过 
程 具有 有 限 的 延续 时 间 。 

同时 ,我 建议 用 乳 清 (Muffet 小 姐 不 会 留意 的 术语 ) 来 标记 这 
凝 乳 以 外 的 空白 。 

要 提醒 一 下 ,上 面 使 用 的 术语 不 仅 在 数学 上 有 意义 ,而 且 在 物 
理 上 也 有 意义 :凝固 表示 由 于 收缩 而 引起 不 稳定 的 任何 级 联 ,而 凝 
乳 是 表示 一 个 体积 ,其 内 部 的 物理 特性 由 于 凝固 而 变 得 更 加 集中 

语源 BA Curd ) 源 于 古老 的 英文 Crudan ,意思 是 “ 压 ,用 力 
H”. MOARE H (Partridge 1958) 看 来 ,这 种 学 问 未 必 就 不 相干 , 因 
为 凝 乳 的 语源 族 毫 无 疑问 包含 了 感 兴 趣 的 分 形 族 : 见 第 23 P 

注意 下 列 的 松散 联系 : 凝 乳 一 干酪 牛奶 一 银河 一 银河 系 
Oda = 牛奶 ) 一 星系 。 当 我 进行 星系 研究 时 造 了 字 凝 固 ,而 “星系 
凝固 "在 语源 学 上 的 色彩 也 没有 逃脱 我 的 注意 。 


外 界限 和 外 推 的 康 托 尘埃 


TEX e 外 推 法 的 前 奏 , 让 我 们 回顾 一 下 历史 。 当 康 托 引进 集 
R e 时 ,他 几乎 没有 离开 研究 三 角 级 数 的 原始 领域 。 因 为 此 级 数 
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与 周期 函数 有 关 , 它 所 涉及 的 唯一 外 推 是 永 无 止境 的 重 现 。 现 在 
回想 一 下 在 第 6 章 从 消 流 研究 中 借用 的 不 解 自明 的 术语 内 界限 和 
外 界限 ,它们 分 别 是 出 现在 一 个 集合 里 的 最 小 和 最 大 特征 尺寸 
e 和 了 ,并 可 以 说 , 康 托 本 人 限制 了 O = 1。 第 大 个 构造 阶段 产生 
e =3-4, 而 对 2 为 6 =0。 为 了 获得 任何 其 他 的 Q < w ,例如 适合 
于 伟 立 叶 级 数 的 2x 值 , 我 们 以 比率 0 来 放大 周期 性 的 康 托 尘埃 。 

然而 ,本 书 认为 有 价值 的 自 相似 性 却 因 重 现 而 被 破坏 。 但 是 
如 果 初 始 器 仅仅 应 用 于 外 推 而 且 如 果 外 推 法 遵循 相反 或 向 上 的 级 
联 ,破坏 很 快 就 被 纠正 。 第 一 阶段 以 1/+ =3 的 比例 放大 2 而 置 于 
[0,3]。 其 结果 是 对 2 增加 一 个 转移 到 右 端的 复制 品 ,其 中 间 被 一 
个 长 度 为 1 的 新 孔洞 所 分 开 。 第 二 阶段 以 同样 的 比例 3 放大 第 一 
阶段 得 到 的 结果 ,而 置 于 [0,9]。 其 结果 是 对 c 增加 3 个 转移 在 右 
端的 复制 品 ,并 由 2 个 长 度 为 1 的 新 孔洞 和 1 个 长 度 为 3 的 新 孔 
润 所 隔 开 。 向 上 的 级 联 逐 次 以 形式 为 3+ 的 比例 连续 地 放大 2。 

如 果 喜 欢 ,我们 还 可 以 交替 进行 ,如 两 个 阶段 是 内 插 ,然后 一 
个 阶段 是 外 推 ,等 等 。 在 这 种 情形 ,每 组 三 个 阶段 ,将 外 界限 OQ R 
以 3, 而 内 界限 e 除 以 3。 

< 在 这 种 外 推 尘埃 里 , 负 轴 是 空 的 :一 个 无 限 的 孔洞 。 这 个 基 
本 概念 将 在 第 13 章 中 进一步 讨论 ,在 那里 我 们 要 处 理 (无 限 的 ) 大 
pps [7 > 


HER D 在 0 和 1 之 间 


由 无 限 次 内 插 和 外 推 产生 的 集合 是 自 相似 的 ,而 
D = log N / log (1/r) = log 2 / log 3~0.6309, 
是 0 与 1 间 的 分 数 。 
用 如 下 的 不 同 凝固 规则 ,我们 能 够 获得 其 他 的 D, 实 际 上 是 0 
与 1 之 间 的 任何 维 数 。 如 果 第 一 阶段 的 孔洞 长 度 是 1 ~ 2r, 其 中 


0« zi , 则 维 数 是 log 2 / log (17r) 
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如 果 N42, BRA) BE UE b ABE 
对 N=3 和 r=1/5 的 集合 ,我 们 得 到 
D = log 3 / log 5=0. 6826. 
对 于 N=2 和 r=1/4 的 集合 ,得 到 
D = log 2 / log 4= 1/2; 
对 于 N=3 和 r=1/9 的 集合 ,也 得 到 
D = log 3 / log 9= 1/2. 
虽然 它们 的 D 相等 ,但 后 面 这 两 个 集合 “看 上 去 "非常 不 同 。 
这 种 研究 将 在 第 34 章 中 再 次 继续 和 推广 ,从 而 导致 产生 腔 隙 的 
还 可 看 到 ,对 于 每 一 个 D < 1, 至少 存 在 一 个 康 托 集合 ,而 且 由 
Nr<1 推 出 N<1/r, 因 此 Dok XT 1。 


€ 称 为 尘埃 ,因为 Dr =0 


虽然 一 个 康 托 集 合 的 D 能 在 0 与 1 之 间 变 化 ,但 从 拓扑 学 观 
点 看 来 所 有 康 托 集合 都 具有 Dr = 0, 因 为 根据 定义 ,任何 一 点 都 是 
从 其 他 许多 点 中 分 离 出 来 的 ,而 在 分 离 时 没有 再 要 去 掉 任何 东西 。 
从 这 个 观点 看 ,在 o 和 有 限 点 集 之 间 没 有 什么 不 同 ! 上 述 有 限 点 
集 的 Dr =0 在 标准 几何 学 中 是 熟知 的 ,但 在 第 6 章 中 用 它 证 明了 
科 替 曲线 区 的 拓扑 维 为 1, 然而 对 所 有 总 体 上 不 连通 的 集合 均 有 
Dr = 0o 

因为 没有 与 “曲线 "和 “曲面 "(它们 是 Dr = 1 和 Dr = 2 的 连通 
集 ) 相 对 应 的 可 接受 的 通俗 名 称 ,我 建议 把 Dr = 0 的 集合 称 为 尘 
埃 。 


间隙 的 长 度 分 布 
在 康 托 尘 埃 里 , 设 u 是 间隙 长 度 的 可 能 值 ,而 以 U 表 记 未 知 


的 间隙 长 度 。 而 以 Nr(U > z) 表 示 U > u 的 间隙 或 孔洞 的 数目 。 
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心 这 个 记号 是 模仿 概率 论 的 记号 Pr(U >u). PRNKRFE— 
个 常数 前 乘 因 子 已 ,使 得 函数 Nr(U > z) 的 图 形 不 断 地 与 FU? 
的 图 形 相交 。 这 里 p 仍 是 维 数 ,而 以 log U 和 log Nr 作为 图 形 的 
坐标 , 步 长 是 均匀 的 。 


误差 的 平均 数 


像 海岸 线 的 情形 一 样 ,只 要 康 托 凝固 终止 于 间隔 e = 3- 就 得 
到 误差 序列 的 初步 想法 。 其 中 e 可 以 是 传输 一 个 单 符号 所 需 的 时 
间 长 度 。 我 们 还 必须 应 用 具有 大 而 有 限 0 的 康 托 周期 外 推 法 。 

在 时 间 0 与 R 之 间 的 误差 数 记 为 M(R), 其 中 R 是 仅仅 计 及 
见 到 值得 注意 的 某 事 的 瞬时 所 保持 的 时 间 。 这 是 一 个 分 形 时 间 的 
例子 。 

当 样本 从 := 0 开始 时 (这 里 只 讨论 这 种 情况 ),M(R) 的 导数 
就 像 科 赫 曲线 那样 进行 。 只 要 R 小 于 0 ,当时 间 为 3R 时 误差 数 
就 加 倍 。 由 此 得 出 M(R)< R, 

这 个 表达 式 与 刀 维 欧 几 里 得 空间 中 半径 为 尺 的 圆 盘 或 球 的 
质量 的 标准 表达 式 同样 的 ,也 是 与 在 第 6 章 中 对 科 替 曲线 所 得 到 
的 表达 式 相同 的 。 

作为 一 个 推论 ,每 单位 长 度 上 的 误差 平均 数 的 变化 大 约 与 
R91! 相同 ,只 要 R 在 内 界限 和 外 界限 之 间 , 当 Q 有 限时 ,平均 误 
差 数 连 续 减少 到 最 后 值 为 02- 1, 这 是 当 R = 0 时 达到 的 值 。 此 
后 ,密度 保持 较 大 或 较 小 的 常数 。 当 0 为 无 限时 ,误差 平均 数 减 
少 到 0。 最 后 ,经 验 数据 常常 提示 A 是 有 限 的 而 且 非常 大 ,但 却 不 
能 以 任意 精度 来 确定 它 的 值 。 如 果 情 况 正 是 这 样 , 则 误差 平均 数 
有 一 个 很 小 而 不 为 0 的 下 限 , 但 它 太 不 确定 了 ,以 致 无 实用 价值 。 


孔洞 端点 和 它们 的 极限 


所 孔洞 的 端点 (是 e 中 最 值得 注意 的 成 员 ) 没 有 把 c 包罗 无 
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遗 ; 事 实 上 ,它们 只 构成 了 2 中 微小 的 一 部 分 。2 中 其 余 的 点 在 物 
理 上 的 重要 性 将 在 第 19 PTT IC. > 


康 托 尘埃 的 实际 本 性 


有 些 读 者 早 就 注意 到 以 及 (或 者 ) 已 经 听 到 ,有 关 魔 鬼 阶 梯 ( 见 
图 8-5 的 说 明 ) 的 文献 正 迅 速 增长 ,必须 确实 找到 它 才 能 相信 。 当 
我 在 1962 年 开始 研究 本 课题 时 ,每 个 人 都 同意 这 康 托 集合 至 少 像 
科 赫 曲线 和 皮 亚 诺 曲 线 一 样 可 怕 。 

每 个 自尊 的 物理 学 家 一 提 到 康 托 就 自动 “ 避 开 ”, 与 任何 一 
主张 e 在 科学 上 有 意义 的 人 离 得 远 远 的 ,而 渴望 证 实 这 种 主张 已 
经 被 向 前 发 展 .经 过 试验 并 发 现 了 不 足 。 我 的 唯一 的 鼓励 来 源 于 
(S. Ulam) 的 暗示 ,这 是 诱 人 的 ,尽管 它们 没有 被 发 展 或 被 承认 ,他 
的 暗示 是 有 关 康 托 集 合 在 星星 聚集 的 引力 平衡 中 可 能 起 到 作用 ; 
见 Ulam 1974。 

为 了 发 表 康 托 尘埃 ,我 必须 免 去 每 次 都 提 到 康 托 ! 

这 里 我 们 是 从 自然 界 本 身 的 特性 导出 ,而 第 19 章 描述 了 关 
Toe 的 另 一 个 非常 不 同 的 物理 作用 ,所 有 这 些 必 定 意味 着 康 托 尘 
埃 的 实际 本 性 是 非常 不 同 的 。 

不 可 否认 ,在 大 多 数 情形 里 ¿Á 本 身 还 只 是 个 要 作 许 多 改进 
的 非常 粗糙 的 模型 。 然 而 我 主张 ,由 于 把 康 托 不 连续 性 看 作 病 态 


2 的 更 现实 的 替代 物 。 -m 
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图 8-1 至 图 8-3 MEH TM MG (水 平 截面 维 数 D = log 2 / log 3= 
0.6309), LER. MER. 


[a SUR 
REPRE aes 
sss mas ms pd 
m m = m mm mm 
INI noa "“ gH INI 
HH II un wi HH HI HH HI 
UNI HH HI HH HI IT 
HH HI HH wi HH dil HH IH 
Ri 8-1 


图 8-2 图 8-3 


康 托 尘 埃 以 [0,1] 作 为 起 始 器 ,而 发 生 器 如 图 8-4 所 示 : 


N=2 
r= 
D=log 2/log 3=.6309 


@e—— oe 


Hi 8-4 
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Hl8-1 用 图 表示 康 托 尘埃 是 极为 困难 的 ,因为 它 极 细 而 又 很 空 荡 , 这 
些 点 无 法 用 肉眼 看 见 。 为 了 有 助 于 直观 ,给 出 一 个 大 概 的 形状 ,就 把 它 变 粗 ， 
所 以 称 为 康 托 棒 。 ee 1 f BERG DR 5 KE A 0.03 
的 直线 段 的 第 卡 尔 乘积 。 

凝固 AE ETA 由 一 根 圆 棒 ( 它 的 投影 是 宽 
度 / 长 度 =0.03 的 矩形 ) 开 始 。 最 好 把 它 想象 成 具有 非常 低 的 密度 。 然 后 将 
此 棒 中 间 1⁄3 的 物质 “凝固 "到 两 端的 1⁄3 棒 上 ,这 样 后 者 的 位 置 保持 不 变 。 
下 一 步 ,再 把 每 端 1⁄3 的 中 间 1/3 的 物质 凝固 到 各 自 的 两 端 1/3 ,如 此 无 限 直 
至 留 下 无 限 多 的 .具有 无 限 高 密度 的 、 无 限 细 的 窄 条 。 这 些 细 条 以 非常 特殊 
的 形式 沿 直线 分 开 , 这 种 形状 是 由 发 生 过 程 所 诱发 。 在 此 图 上 , 当 无 法 制版 
印刷 及 肉眼 无 法 分 辨 时 ,凝固 ( 它 最 终 要 相 碰 了 1) 就 停止 ,图 上 的 最 后 一 条 与 
倒数 第 二 条 已 无 法 辨别 了 ;最 终 部 分 的 每 一 条 是 灰色 细 条 而 不 是 两 条 平行 的 
黑色 细 条 。 

MEH ”从 一 个 厚度 比 宽度 小 得 多 的 前 饼 开 始 凝固 ,而 把 生 面团 凝结 进 
较 薄 的 前 饼 ( 对 流出 物体 适当 的 补足 ), 直 至 变 成 一 个 无 限 地 延伸 的 拿破仑 
Ot, RANE MEH 

土星 光环 ”最 早 认为 土星 只 有 一 个 光环 围绕 它 。 后 来 发 现 环 上 有 一 个 
空隙 ,接着 发 现 有 二 个 空隙 ,而 现在 旅行 者 上 号 字 宙 飞 船 已 经 探测 到 极 大 数 
量 的 空隙 ,大 多 数 都 是 非常 细 的 ;旅行 者 号 也 已 经 确定 这 些 环 是 透明 的 :它们 
能 通过 太阳 光线 。 我 们 称 它 为 一 个 “ 细 而 稀 朴 "的 集合 是 很 合适 的 。 

因此 ,从 该 环 的 结构 ( 见 Stone & Minen 1981 ,特别 是 封面 图 形 ) 就 联想 起 
这 是 一 些 近乎 圆 的 集合 ,每 个 圆 的 半径 对 应 于 从 某 个 原点 到 康 托 尘埃 中 一 点 
的 距离 。< 用 专门 术语 来 讲 , 就 是 康 托 尘埃 与 圆 的 笛 卡 尔 乘 积 。 实 际 上 , E 
与 下 列 图 形 很 接近 :一 个 圆 与 具有 正 尺度 (就 像 在 第 15 章 所 考察 的 ) 尘 埃 的 
乘积 ,有 > 最 新 插入 语 : 同 样 的 思想 独立 地 在 Avron & Simon 1981 中 作 了 阐明 ， 
并 且 与 希 尔 方程 相 联系 ,其 中 的 注 6 包 含有 许多 其 他 有 关 的 文献 。 

训 文献 (Harter 1979 ~ 1981) 描 述 了 某 些 有 机 分 子 的 谱 。 它 们 与 康 托 尘 
埃 的 类 似 程 度 使 人 倾倒 。 

图 8-2 和 图 8-3 这 里 , 康 托 尘 埃 的 形状 是 通过 置 于 广义 尘埃 (N=2, 和 
变量 r) 中 来 表明 的 。 其 垂直 坐标 或 者 是 上 > 本身 (从 0 到 1⁄2 范围)( 图 8-3), 
或 者 是 D( 从 0 到 1 工 范 围 )( 图 8-2)。 这 两 个 剧场 的 幕 顶 都 充满 于 [0,1] 区 间 。 
该 两 张 图 的 每 条 水 平 截面 都 截 出 康 托 尘埃 ,图 上 箭头 所 指 处 为 r= 1⁄3 及 
D = 0.6309, I 
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—SAZMORMER 希腊 哲学 家 们 相信 ,为 了 无 限 可 分 割 ,物体 必须 
是 连续 的 。 他 们 没有 听 说 过 康 托 尘 埃 。 - 


图 8-5 康 托 函数 ,或 魔鬼 阶梯 ( 维 数 D = 1, 坚 直 段 的 横 坐 标 维 数 
D =0.6309). MEH 

康 托 函数 描述 了 如 图 8-1 所 示 康 托 棒 的 质量 分 布 。 许 多 作者 认为 它 的 
图 形 就 像 魔 鬼 阶梯 ,因为 它 的 确 很 怪异 。 设 棒 的 长 度 和 质量 都 等 于 1, 对 每 
个 模 坐 标 值 REXUM(OR)EA 08 RR 之 间 所 包含 的 质量 。 因 为 间 队 上 没有 
质量 ,所 以 M(R) 在 所 有 区 间 之 和 上 ,也 就 是 沿 着 棒 的 总 长 度 保 持 常数 。 然 
而 ,因为 锤 打 不 影响 棒 的 总 质量 , M(R) 就 必须 在 从 坐标 为 (0,0) 的 点 到 坐标 
为 (1,1) 的 点 的 某 些 地 方 安排 增加 质量 ,这 种 增加 无 限 多 ,无 限 小 ,相应 于 细 
条 的 高 度 群 集 状 的 跳跃 。Hille & Tamarkin 1929 中 详细 描述 了 这 种 函数 的 奇 
特性 质 。 

规则 化 映射 ”魔鬼 阶梯 的 功绩 是 完成 了 把 康 托 棒 的 极其 不 均匀 性 映射 
为 均 名 和 齐 次 。 从 竖 向 长 度 相 同 的 两 个 不 同 区 间 出 发 , 康 托 阶梯 的 逆 函 数 就 
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产生 两 个 包含 同样 质量 的 细 条 集 一 一 虽然 习惯 上 看 去 相互 间 非 常 不 同 。 
因为 科学 促进 了 均匀 性 理论 的 发 展 ,这 就 常常 可 以 由 这 种 规则 化 的 变换 
使 分 形 不 规则 性 变 得 容易 分 析 。 

分 形 均 匀 性 ”把 康 托 棒 上 的 质量 分 布 作为 分 形 均匀 性 来 描述 ,就 很 
方便 。 

康 托运 动 ”就 像 把 科 赫 曲线 重新 解释 为 科 幸 运动 或 皮 亚 诺 运 动 的 情形 
一 样 , 把 纵 坐标 M(R) 重 新 解释 为 时 间 是 有 用 的 。 如 果 这 样 做 , 则 其 逆 函 数 
R(M) 就 给 出 了 一 个 康 托 运动 在 时 刻 1 的 位 置 。 这 种 运动 是 极 不 连续 的 ,第 
31 章 和 第 32 章 描 述 了 对 随机 化 的 直线 和 空间 情形 的 推广 。 

分 形 维 数 ”梯级 的 宽度 和 高 度 之 总 和 都 等 于 1。 此 外 ,我 们 还 发 现 这 曲 
线 具有 完全 确定 的 长 度 ,等 于 2。 一 条 有 限 长 度 的 曲线 称 为 可 度 长 的 ,其 维 
数 D=1。 这 个 例子 表明 维 数 D=1 与 存在 多 种 不 规则 性 相 容 ,只 要 它们 是 
充分 地 分 散 开 的 。 

< 人们 可 能 爱 把 现在 的 曲线 称 为 分 形 ,但 是 为 了 达到 这 一 目的 ,我 们 就 
必 寺 不 大 严格 地 在 DD 概念 以 外 再 单独 定义 分 形 。B> 

MEER 康 托 阶梯 既 非 减 函数 也 不 是 常数 函数 , 它 是 奇 性 的 , 意 即 连 
续 而 不 可 微 。 它 的 导数 几乎 处 处 为 0, 而 它 的 连续 变化 是 控制 于 出 现在 一 个 
其 长 度 即 按 线性 测度 一 一 为 0 的 集合 上 。 

任意 非 减 函数 都 可 写成 下 列 三 个 函数 之 和 , 即 一 个 奇 性 函数 ,一 个 由 离 
数 跳跃 组 成 的 函数 和 一 个 可 微 函 数 。 这 后 两 个 函数 在 数学 上 是 经 典 的 而 在 
物理 上 有 着 广泛 的 用 途 。 另 一 方面 , 奇 性 函数 在 物理 上 都 认为 是 病态 的 因而 
完全 缺乏 应 用 。 本 书 的 一 个 主要 论题 是 阐明 上 述 看 法 完全 是 个 过 错 。 

统计 物理 中 的 魔鬼 阶梯 ”图 8-2 和 图 8-3 在 本 书 的 1977 年 版 上 发 表 以 
后 ,使 魔鬼 阶梯 引起 了 物理 学 家 的 兴趣 ,并 且 鼓 励 了 文献 的 扩展 。 对 图 8-2 
或 图 8-3 的 “草图 ,或 者 对 图 19-1 的 法 图 幕 的 图 解 性 分 析 , 较 快 地 增加 起 
来 。 见 Aubry 1981。 早 期 的 重要 工作 ( Azebel 1964, Hofstadter 1976) 过 去 常 被 
肌 绝 ,现在 则 与 这 种 新 发 展 融 汇 了 。 = 
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Bm ERAÉ 


第 9 章 星系 群集 的 分 形 观 


在 第 6 章 和 第 7 章 ,通过 地 和 貌 学 ,介绍 了 科 赫 和 皮 亚 诺 分 形 ， 
但 是 分 形 最 重要 的 应 用 是 在 其 他 方面 。 为 了 逐渐 进入 科学 主流 ， 
本 章 和 下 两 章 要 处 理 两 个 特别 古老 .重要 而 困难 的 问题 。 

星体 .星系 和 星系 群集 等 的 分 布 显然 吸引 了 业余 爱好 者 和 专 
家 们 ,但 是 群集 只 是 在 表面 上 作为 一 个 整体 归属 于 天 文学 和 天 体 
物理 学 。 基 本 原因 是 至 今 还 没有 人 能 够 解释 ,为 什么 物质 的 分 布 
形成 不 规则 的 层次 (至 少 在 某 个 尺度 范围 内 )。 虽 然 有 关 本 课题 的 
许多 著作 都 提 及 和 群集 ,但 严格 的 理论 进展 却 被 匆忙 扫 人 了 地 毯 下 ， 
而 主张 除了 某 个 很 大 又 不 确定 的 阔 值 尺度 外 ,星系 是 均匀 分 布 的 。 

不 很 根本 地 讲 , 在 处 理 不 规则 性 时 的 犹 瑟 是 由 于 在 数学 上 没 
有 描述 的 工具 引起 的 。 要 求 用 统计 学 对 两 个 假定 进行 选择 ,其 中 
只 有 一 个 被 详尽 研究 过 ( 渐 近 均匀 性 ) ,结果 是 不 确定 的 ,这 会 惊奇 
吗 ? 

然而 这 些 问 题 未 被 搁置 一 边 。 在 努力 作 解释 的 同时 ,我 想 描 
述 群 集 和 用 纯 几 何方 法 模拟 实际 是 不 可 避免 的 。 用 分 形 来 处 理 此 
论题 的 工作 分 散在 书 中 好 几 章 ,其 打算 是 用 显然 是 构造 的 模型 来 
表明 存在 有 与 群 聚 程度 相 一 致 的 迹象 ,其 群 聚 程度 远 远 超出 了 现 
有 模型 所 提出 的 极限 。 

本 章 是 引 论 性 的 , 它 描述 了 一 种 有 影响 的 ,由 霍 伊 尔 提出 的 星 
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体 和 星系 形成 的 理论 , 即 由 傅 尼 埃 . 达 尔 博 提 出 的 (也 称 为 沙 利 耶 
模型 ) 主要 是 描述 性 的 关于 星体 和 是 系 分 布 的 模型 ,而 最 重要 的 是 
概述 了 某 些 经 验 数 据 。 这 表明 ,理论 和 数据 都 能 借助 于 标 度 分 形 
尘埃 加 以 阑 明 。 我 主张 星系 和 星体 的 分 布 中 含有 一 个 自 相似 的 区 
域 ,其 中 的 分 维 满足 0< D «3, UES D = 1 的 理论 原因 只 简 
略 叙述 ,所 引起 的 问题 是 为 什么 观察 到 D 二 1.23。 

预告 第 22 章 以 分 形 为 工具 使 我 们 了 解 什 么 是 宇宙 学 原理 ， 
它 怎 样 才能 被 修改 ,以 及 为 什么 修改 要 求 随机 性 。 改 进 群 集 模型 
的 讨论 留 到 第 22 .23 章 和 第 32 至 35 章 中 进行 。 


存在 物质 的 整体 密度 吗 ? 


让 我 们 从 周密 考察 物质 整体 密度 概念 开始 。 就 像 海 岸 线 长 度 
的 概念 一 样 ,事情 看 来 很 简单 ,但 实际 上 很 快 而 极 有 趣 地 失败 了 。 
为 了 定义 和 度量 密度 ,我 们 先 考虑 一 个 半 和 名 为 ,中心 位 于 地 球 的 
一 个 球 ,其 质量 为 M(R)。 计 算 定义 为 

M(R)/[(4/3)xR?] 
的 近似 密度 。 然 后 让 R 趋 于 无 穷 , 则 把 此 近似 密度 收敛 的 极限 值 
定 为 整体 密度 。 

但 是 整体 密度 必须 收敛 于 一 个 正 而 有 限 的 极限 值 吗 ? 如果 是 
真 的 , 则 收敛 速度 还 离开 要 求 的 很 多 。 此 外 ,在 过 去 估算 极限 密度 
有 非常 奇特 的 行为 。 就 像 随 着 望远镜 所 观察 到 的 世界 的 深度 逐渐 
增加 一 样 ,近似 密度 以 一 种 惊人 的 .有 规则 的 方式 减少 。 按 照 de 
Vaucouleurs 1970, 它 保持 与 R?-3 成 正比 。 观 察 到 的 指数 D 要 比 3 
小 得 多 ,基于 间接 的 证 据 , 最 好 的 估计 是 D = 1.23。 

上 述 德 " 沃 柯 勒 斯 的 论文 认为 近似 密度 的 行为 反映 了 现实 , 意 
即 M(R) x R?。 这 个 公式 使 我 们 想起 了 一 -个 经 典 的 结果 , 即 在 维 
数 为 的 欧 几 里 得 空间 里 一 个 半径 为 R 的 球 的 体积 是 正比 于 RE。 
在 第 6 章 里 我 们 也 直到 了 关于 科 赫 曲线 的 同样 公式 ,但 有 一 个 主 
要 的 差别 , 即 指数 已 不 是 欧 几 里 得 维 数 =2, 而 是 分 数值 的 分 维 
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D, EAS 章 里 对 于 时 间 轴 (对 其 有 = 1) 上 的 康 托 尘 埃 导出 了 
M(R)« RP, 

所 有 这 些 例 子 都 强 有 力 地 表明 , £8 KR I D 是 一 个 
分 维 。 


星星 在 标 度 范围 内 吗 


显然 , 标 度 范围 (其 中 的 D 满足 0< D < 3) 必 须 在 到 达 具 有 完 
全 确定 边缘 的 对 象 (例如 行星 ) 以 前 就 中 止 。 但 是 ,这 包括 不 包括 
HOB? 按照 文献 Faber & Gallagher 1980 中 所 报道 的 韦 宾 克 的 数 
据 ,在 半径 R 以 内 银河 的 质量 可 以 非常 好 地 表示 为 M(R) < RP, 
而 此 D 是 从 星系 外 推 的 ,但 是 我 们 下 面 的 讨论 只 涉及 星系 。 


标 度 范围 存在 上 界限 吗 ? 


满足 0< D<3 的 标 度 范围 在 非常 大 的 尺度 方向 上 能 延伸 到 
多 远 范 围 的 问题 ,既是 有 争论 的 、 又 是 一 个 重新 活跃 起 来 的 课题 ， 
许多 作者 认为 或 暗示 标 度 范围 容许 有 一 个 与 星系 群集 相应 的 外 界 
限 , 另 一 些 作 者 则 不 同意 。De Vaucouleurs 1970 Ir zi : “E # B] BERE 
性 ,以 及 大 概 一 切 物 质 形式 的 群 聚 性 ,是 在 所 有 能 观察 到 的 而 又 没 
有 趋向 均匀 性 迹象 的 尺度 范围 内 ,宇宙 结构 的 最 主要 的 特征 ,甚至 
当 考 察 较 大 的 空间 体积 时 ,物质 的 平均 密度 是 平稳 地 减少 的 ,而 认 
为 这 种 趋势 不 会 延伸 到 很 大 距离 和 很 低 密度 的 假设 是 没有 观察 根 
据 的 。” 

这 两 种 思想 的 学 派 之 间 的 辩论 对 于 宇宙 学 是 有 意义 又 很 重要 
的 一 一 但 这 不 是 本 书 的 目的 。 即 使 0< D < 3 的 范围 的 两 端 被 限 
界 , 对 它 作 仔细 研究 的 重要 性 本 身 仍 然 很 充分 。 

在 任何 一 种 情形 里 ,宇宙 (就 像 在 第 3 章 中 讨论 的 丝线 球 一 
样 ) 显 示 出 含有 几 种 不 同 的 有 效 维 数 的 序列 。 从 地 球 半径 量 级 的 
尺度 开始 ,首先 遇 到 维 数 3( 因 为 固体 具有 确切 的 边缘 )。 然 后 维 
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数 降 到 0( 把 物质 看 成 孤立 点 的 集合 ) , 接 下 去 就 是 感 兴趣 的 范围， 
它 是 由 满足 0< D < 3 的 非 普通 维 数 所 决定 的 。 如 果 标 度 群 聚 性 
可 延伸 到 无 穷 远 , 则 最 后 这 个 D 值 能 有 用 的 。 相 反 , 如 果 存 在 一 
个 有 限 的 外 界限 , 则 在 顶端 要 加 上 第 4 个 范围 ,其 中 点 丧失 了 其 同 
“性 而 是 一 个 均匀 流 , 这 就 意味 着 其 维 数 又 等 于 3。 

为 一 方面 ,最 天 真 的 想法 是 把 星系 看 作 在 整个 宇宙 中 是 接近 
于 均匀 分 布 的 。 在 这 种 靠不住 的 假设 下 ,我们 有 序列 :D = 3, 然 后 
D=0 和 再 次 D = 3。 

所 广义 相对 论断 言 ,在 没有 物质 的 情况 下 ,空间 的 局 部 几何 学 
倾向 于 平坦 和 欧 几 里 得 的 ,而 在 有 物质 的 情况 下 它 被 局 部 地 黎 曼 
化 ,在 这 里 ,我 们 可 以 说 整体 平坦 而 维 数 为 3 的 宇宙 在 局 部 D <3, 
这 种 扰动 方式 在 Selety 1924 中 有 讨论 ,这 是 一 篇 不 著名 的 文献 , 它 
没有 提 到 科 赫 ,但 包含 了 在 第 6 章 中 所 构造 的 一 个 例子 。 > 


傅 尼 埃 宇宙 


尚 需 构 造 一 个 满足 Mr) oc RP 的 分 形 ,并 且 看 一 下 与 已 承认 
的 有 关 宇 宙 的 观点 是 否 符 合 。 第 一 个 完整 描述 了 这 类 模型 的 是 傅 
尼 埃 .达尔 博 (第 40 章 )。 虽 然 Fournier 1907 主要 是 伪装 成 科学 的 
一 部 小 说 类 作品 ,但 它 包含 了 真正 有 意义 的 考虑 ,对 此 我 们 马上 就 
要 读 到 。 然而 ,首先 描写 它 提出 的 结构 ,是 最 合适 的 。 

它 的 构造 从 有 心 正八 面体 开始 ,该 八 面体 的 投影 表示 在 图 9_1 
的 中 部 。 此 投影 简化 为 正方 形 ( 对 角 线 长 为 12 个 “单位 ”) 的 四 个 
角 和 它 的 中 心 。 但 八 面体 也 包括 了 过 正方 形 中 心 画 出 的 垂直 于 纸 
平面 且 距 该 中 心 上 、 下 各 为 同样 6 个 单位 的 两 点 。 

现在 ,每 一 点 都 用 一 个 半径 为 1 的 球 所 代替 ,并 看 作 “0 阶 星 
球 聚 集体 ”, 而 包含 7 个 基本 球 的 最 小 球 就 称 为 “1 阶 星球 聚集 
k”. 2 阶 星球 聚集 体 的 获得 可 按 比 例 1/+ =7 放大 1 阶 聚 集体 ,并 
且 把 每 个 半径 为 7 的 球 都 以 1 阶 聚 集体 的 复制 品 来 代替 。 用 同样 
的 方法 ,一 个 3 阶 星球 聚集 体 可 由 按 比 例 1jr =7 放大 一 个 2 HR 
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集体 ,并 用 2 阶 聚 集体 的 复制 品 来 代替 其 每 个 球 而 获得 ,如 此 
等 等 。 

总 之 ,在 两 个 逐 阶 的 聚集 体 之 间 点 数 和 半径 都 按 比例 1/r =7 
放大 。 因 此 , 当 R 是 某 个 聚集 体 的 半径 时 ,函数 M RERE 
在 半径 为 R 的 球 内 点 的 数目 ) 是 Mo(R) =R, MT PA R AA, 
MoCR) I5 R 小 (一 直 小 到 R/7), 但 总 的 趋势 是 MoCR) oc Ro 

从 0 阶 聚 集体 出 发 ,有 可 能 逐次 内 插 - 1 阶 、- 2 阶 等 等 的 聚 
集体 。 第 一 阶段 ,把 每 个 0 阶 聚 集体 用 一 个 按 比例 77 缩小 的 1 
阶 聚 集体 的 像 来 代替 ,如 此 等 等 。 如 果 这 样 做 了 , 则 关系 式 Mo(R) 
cx R 的 有 效 性 就 扩展 到 小 于 RR 的 值 。 这 样 无 限 次 外 推 和 内 插 以 
后 ,我 们 就 得 到 一 个 自 相 似 集 ,其 维 数 D = log 7 / log 7=1。 

我 们 会 注意 到 , 三维 空间 中 D = 1 的 对 象 既 不 一 定 是 直线 ,也 
不 一 定 是 任何 的 可 求 长 曲线 。 其 至 不 一 定 是 连通 的 。 每 个 D 相 
容 于 任何 较 小 的 或 相等 的 拓扑 维 数值 。 特 别 是 ,因为 双重 无 限 的 
傅 尼 埃 宇 宙 是 完全 不 连通 的 “尘埃 ", 它 的 拓扑 维 数 是 0。 


质量 分 布 ;分 形 均匀 性 


从 几何 学 到 质量 分 布 的 步骤 是 很 显然 的 。 如 果 对 每 个 0 阶 星 
球 取 集体 赋 以 单位 质量 , 则 在 半径 R> 1 的 球 内 的 质量 M CR 5S 
Mo( R) 相 同 ,因此 正比 于 R。 此 外 ,要 从 0 阶 聚 集体 产生 - 1 阶 到 
集体 是 打 碎 一 个 看 作 均 匀 的 球 而 发 现 它 由 7 个 较 小 的 球 组 成 ,这 
个 阶段 就 把 M(R) oc R 的 法 则 推广 到 小 于 R=1。 

当 在 整个 三 维 空间 看 时 ,最 终 的 质量 分 布 是 极 不 均匀 的 ,但 在 
传 尼 埃 分 形 里 看 , 它 却 能 够 作为 均匀 的 (回想 图 8-2)。 特 别 , 傅 尼 
埃 字 宙 里 任何 两 个 几何 学 上 相等 的 部 分 具有 相等 的 质量 。 我 建议 
把 这 种 质量 分 布 称 为 分 形 上 的 均匀 性 。 

< 前 面 的 定义 用 的 是 标 度 分 形 的 措辞, 而 分 形 均匀 性 的 概念 
是 更 加 一 般 的 。 它 适用 于 任何 分 形 ,只 要 它 的 维 数 D 的 豪 斯 多 夫 
测度 是 正 的 和 有 限 的 。 分 形 均匀 性 要 求 集合 携带 的 质量 正比 于 集 
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fH NEXT.» 


qm MUEXrFRUBTEBHETEIR. HB) DI 


我 相信 并 没有 因为 在 本 章 开头 几 节 偶尔 使 用 分 形 术 语 而 把 读 
者 头脑 弄 昏 。 显 然 ( 不 知道 事实 ) 传 尼 埃 是 沿 着 他 的 同时 代 人 康 托 
相 平 行 的 踪迹 走 过 来 的 。 其 主要 不 同 在 于 傅 尼 埃 构造 被 拣 入 空间 
以 代替 康 托 的 直线 。 为 了 进一步 改进 相似 程度 ,只 要 把 傅 尼 埃 的 
聚集 体 从 球 改 为 砖 ( 填 满 的 立方 体 )。 现 在 每 个 0 阶 聚 集体 是 边 长 
为 1 的 砖 ,而 包含 有 7 个 1⁄7 边 长 的 聚集 体 : 其 中 的 一 个 与 原先 的 
立方 体 有 相同 的 中 心 ,其 余 的 六 个 则 与 原先 立方 体 侧面 的 小 正方 
形 中 心 相 切 。 

后 面 我 们 还 将 考察 健 尼 埃 怎 样 从 基本 物理 现象 得 到 值 D = 1， 
以 及 霍 伊 尔 怎 样 得 到 了 同样 的 值 , 然 而 ,从 几何 学 上 说 ,即使 保持 
全 部 正八 面体 和 值 N=7 不 变 ,D = 1 是 一 种 特殊 情形 。 因 为 球 与 
球 没 有 重合 ,所 以 1/7 可 以 取 3 到 无 穷 大 之 间 的 任何 值 。 这 就 得 
8) MCR) oc R?, 而 D = log 7 / log (1/r), Æ 0 5 log 7 / log 3 = 
1.7712 之 间 任意 取 值 。 

此 外 ,给 定 任何 D <3, 容 易 通 过 改变 N 数 来 构造 具有 这 种 维 
# D KER HH Ae hh 


沙 利 耶 模 型 和 其 他 的 分 形 宇宙 


上 面 的 构造 办 法 分 担 了 第 一 批 分 形 模型 的 每 一 个 固有 的 缺 
点 ,最 明显 的 ,就 像 第 6 章 的 科 赫 曲线 模型 和 第 8 章 的 康 托 尘埃 模 
型 一 样 ,对 于 怪异 的 图 形 来 说 它 是 太 规则 了 。 作 为 一 种 改进 , 沙 利 
HB (Charlier 1908,1912) 提 出 可 以 容许 N 和 7 BURK Na Flr, BIA 
一 个 层次 水 平 的 值 变 到 另 一 个 层次 。 

沙 利 耶 的 学 术 地 位 在 于 ,尽管 他 极力 用 当时 先进 的 科学 语言 
来 夸奖 传 尼 埃 ,甚至 这 简单 模型 很 快 成 为 归功 于 它 的 著名 解说 者 
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代替 了 它 的 不 著名 作者 。 这 段 时 间 里 更 多 的 讨论 特别 可 见 Selety 
1922,1923a,1923b,1924。 此 外 ,该 模型 吸引 了 非常 有 影响 的 波 雷 
尔 的 注意 ,在 Borel 1922 中 他 的 评论 尽管 平淡 , 却 是 很 聪明 的 。 但 
从 那 以 后 ,除了 断断续续 的 有 些 复苏 以 外 ,此 模型 就 被 忽视 了 。 
(不 能 很 使 人 信服 的 理由 可 见 North 1965 的 注释 ,第 20 ~ 22 页 ,第 
408 ~ 409 页 ) ,然而 它 没有 消逝 ,其 基本 思想 又 多 次 被 独立 地 重新 
发 据 ,直至 著名 的 Lévy 1930( 见 第 40 RHR), RHEE, 
尼 埃 宇宙 的 分 形 核心 概念 隐 含 在 Von Weizsücker 1950( 见 第 10 章 ) 
KF a W BAO Hayle 1953 星系 起 源 的 模型 中 ,后 者 
我 们 马上 就 会 讨论 。 

这 基本 的 分 形 要 素 也 在 我 的 模型 中 出 现 , 见 第 32 章 至 第 35 
章 。 

在 这 种 解释 下 ,产生 了 这 样 的 问题 ,星系 分 布 的 模型 能 否 不 是 
具有 一 个 或 二 个 界限 的 分 形 呢 ?” 我 想 不 会 。 如 果 我 们 同意 分 布 必 
须 被 标 度 (其 原因 将 在 第 11 章 中 详细 说 明 ) , 则 这 个 有 物质 集聚 的 
集合 不 是 一 个 标准 的 标 度 集 , 它 必定 是 个 分 形 集 。 

如 果 承 认 标 度 的 重要 性 , 沙 利 耶 对 傅 尼 埃 模 型 的 无 标 度 推广 
是 不 能 令 人 鼓舞 的 。 < 顺便 指出 , 它 容许 log N,,/ log (1/7, ) B m 
在 两 个 界限 D. >0 和 D. < 3 之 间 变 化 。 这 里 我 们 还 有 另 一 个 
论点 :有 效 维 数 不 一 定 有 单个 值 ,而 可 以 在 上 限 和 下 限 之 间 浮 动 。 
这 个 论点 在 第 IS 章 再 次 被 提 及 。B> 


傅 尼 埃 期 望 p =1 的 理由 


现在 我 们 来 描述 一 个 令 人 难忘 的 争论 , 它 导 致 Foumier 1907 
在 第 103 页 下 结论 , D 必须 等 于 1。 这 个 争论 是 不 要 忘记 它 的 作 
者 的 一 个 强 有 力 的 理由 。 

考虑 一 个 质量 为 路 ,半径 为 R 的 任意 阶 星 系 聚 集体 ,不 用 怀 
疑 公式 能 否 应 用 到 球 对 称 的 物体 。 假 定 在 球面 上 的 引力 势能 是 
GM/R(G 是 引力 常数 )。 落 到 该 宇宙 的 一 颗 星 其 碰撞 速度 等 于 
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(2GM/R)!?, 

为 了 给 健 尼 埃 释 义 , 从 观测 知道 ,没有 一 个 星球 的 速度 超过 光 
速 的 1/300, 因 此 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 , 即 包含 在 一 个 世界 球 
内 部 的 质量 随 它 的 半径 而 不 是 它 的 体积 的 增 大 而 增 大 , 换 句 话说 ， 
在 … 个 世界 球 内 部 的 密度 变化 与 球面 成 反比 …… 说 得 更 清楚 些 ， 
曲面 上 的 势能 总 是 相同 的 , 它 与 质量 成 正比 而 与 距离 成 反比 。 因 
此 接近 于 光速 的 星球 速度 在 宇宙 的 任何 部 分 都 不 能 达到 。 


霍 伊 尔 凝固 ;琼斯 判 据 也 推出 乙 =1 


在 前 述 的 Hoyle 1953 的 理论 中 也 提出 了 分 层 分 布 ,按照 霍 伊 
尔 ,星系 和 星星 是 从 均匀 气体 开始 的 级 联 过 程 所 形成 的 。 

考虑 一 团 气 体 云 ,其 温度 是 7 而 质量 为 Mo, 在 整个 半径 为 R 
的 球 上 分 布 有 均匀 密度 ,就 像 琼 斯 所 阐明 的 , 当 Mo/ Ro = JkRT/G 
(这 里 上 是 波 尔 效 曼 常 数 ,而 J 是 一 个 数值 系数 ) 时 ,就 显示 出 一 
种 “临界 ”状态 。 这 时 原始 的 气体 云 是 不 稳定 的 而 不 可 避免 地 要 收 
缩 。 

霍 伊 尔 假设 :(a) Mo/ Ro 在 某 个 初始 阶段 呈现 此 临界 值 。(b) 
当 气 体 云 的 体积 降 到 1/25 时 最 终 停止 收缩 。(c) 然后 ,每 片 云 就 
分 裂 为 5 片 云 ,其 中 每 一 片 的 大 小 相等 ,上 且 质量 为 Mi = M5, ¥ 
径 为 Ri = Ro/5。 这 样 ,过 程 结 束 时 就 像 它 开始 时 一 样 :一 个 不 稳 
定 的 状态 ,随后 是 收缩 和 再 分 裂 的 第 二 阶段 ,然后 是 第 三 阶段 ,等 
等 。 而 当 云 成 为 如 此 不 传导 , 即 由 于 气体 崩溃 而 使 热量 不 再 能 散 
逸 出 时 ,凝固 就 停止 了 。 

就 像 具 有 同样 级 联 过 程 的 其 他 领域 一 样 ,我 建议 , 称 上 述 五 片 
BABEL, 而 称 级 联 过 程 为 凝固 。 BA, 当 我 引进 最 后 这 个 术语 
时 ， 我 并 没有 反对 它们 与 星系 的 相 并 列 。 

傅 尼 埃 引入 N = 7 是 为 了 简化 图 象 说 明 , 但 填 伊 尔 认为 N=5 
具有 物理 基础 。 在 其 他 方面 与 傅 尼 埃 相 比 ,几何 学 上 的 说 明 详 细 
得 超出 了 合理 性 或 者 需要 。 霍 伊 尔 关于 凝 乳 的 空间 扩散 是 不 明确 
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的 。 而 明确 的 补充 必须 等 到 第 23 章 描述 的 随机 凝结 。 然 而 这 些 
不 同 之 点 是 无 关 紧 要 的 ;主要 事实 是 >= 1/N, 这 样 , 如 果 凝 固 结束 
时 就 像 开 始 时 一 样 是 琼斯 不 稳定 性 , 则 就 必需 D = 1, 

此 外 ,如 果 第 一 阶段 的 时 间 间 隔 取 为 1, 气 体 动力 学 表明 第 m 
阶段 的 间隔 是 5-"。 这 就 产生 了 在 1. 2500 的 总 时 间 内 同样 的 过 
程 能 够 继续 到 无 限 。 


傅 尼 埃 和 霍 伊 尔 推导 D = 1 的 等 价 性 


在 满足 琼斯 判 据 的 不 稳定 气体 云 的 边缘 ,速度 和 温度 之 间 的 
关系 是 V/2= JkT, AJ GM/R 分 别 等 于 成 /2( 健 尼 埃 ) 和 JT( 琼 
斯 )。 现 在 回想 起 在 统计 热力 学 中 气体 的 温度 正比 于 其 分 子 速 度 
的 均 方 值 。 因 此 傅 尼 埃 与 琼斯 判 据 结合 就 得 出 在 云 的 边缘 ,宏观 
物体 的 降落 速度 正比 于 其 分 子 的 平均 速度 。 仔 细 分 析 在 琼斯 判 据 
里 温度 的 作用 确实 表明 两 种 判 据 是 等 价 的 。 妇 极 有 可 能 ,在 
Wallenqnist 1957 中 报道 ,类 似 的 关系 式 M( R) < R 能 推广 到 星系 
At. b> 


为 什么 也 =1.23 AE D =1 


经 验 观测 值 D = 1.23 与 伟 尼 埃 和 黎 伊 尔 的 理论 值 D = 1 之 间 
的 不 符合 ,提出 了 一 个 重要 的 课题 。 皮 布尔 斯 于 1974 年 用 相对 论 
来 讨论 它 。Peebles 1980 在 物理 学 和 统计 学 (但 不 是 几何 学 ) 上 对 
此 课题 作 了 充分 的 研究 。 


天 空 的 分 维 


天 空 是 宇宙 的 投影 ,宇宙 中 的 每 一 点 首先 用 球 坐 标 o,0 Mo 

来 描述 ,然后 就 用 球面 坐标 为 1,9 和 g 的 点 来 代替 , 当 宇宙 是 维 数 

D 的 分 形 , 而 且 参 考 系 的 原点 也 属于 宇宙 ( 见 第 22 章 ) 时 ,此 投影 
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的 结构 就 是 典型 地 "由 下 列 两 者 之 一 所 支配 : 当 D > 2 推出 投影 
覆盖 了 天 空 的 一 个 非 零 部 分 ,而 D <2 推出 投影 就 是 维 数 D 本 身 。 
< 就 像 在 图 9-1 和 图 9-2 所 表明 的 ,典型 图 容许 由 于 分 形 结构 和 / 
或 原点 选择 而 引起 例外 , 它 常常 意味 着 “真理 具有 概率 1”. e 


FERS OATS (FR AB ER Ay RE 


WAS 80 25 DU 8 BE mi SHE oh EA (34 IR) MT S 
宙 作 变种 。 他 们 认为 这 种 宇宙 在 几何 上 “驱除 "了 明亮 天 空 效应 ， 


的 ( 意 即 对 所 有 尺度 有 D =3) 假 设 下 ,在 太阳 贺 盘 的 光线 下 ,不 论 
白天 或 黑夜 ,天 空 都 是 接近 均匀 地 照 亮 的 。 

这 个 们 刻 对 物理 学 家 不 再 感 兴趣 ,因为 相对 论 和 宇宙 膨胀 理 
论 ,以 及 其 他 论点 已 使 它 失去 意义 。 但 是 它 的 终止 却 留 下 了 一 个 
特别 的 副产品 :大 多 数 评论 员 呼吁 ,他 们 所 喜爱 的 明亮 天 空 效应 的 
解释 是 对 忽略 群 聚 性 的 一 种 解释 ,甚至 是 为 了 否定 它 的 真实 性 的 
一 种 论点 。 这 是 一 种 真正 奇特 的 观点 :即使 星系 不 需要 群 聚 以 中 
免 明 亮 天 空 效应 ,但 它们 是 群 聚 的 ,这 些 特征 要 作 仔细 研究 。 此 
外 ,就 像 在 第 32 章 所 见 到 的 ,宇宙 膨胀 不 仅 与 标准 的 均匀 性 相 一 
致 ,而 且 也 与 分 形 均匀 性 相 一 致 

明亮 天 空 论点 本 身 是 很 简单 的 。 当 一 颗 星 射出 的 光线 正比 于 
它 的 表面 积 ,而 到 达 距 离 为 R 的 观察 者 的 光线 总 数 正比 于 1/R?， 
然而 星 的 可 见 表面 本 身 也 与 1/R? 成 正比 。 因 此 ,光线 与 球面 角 
的 表 观 比例 与 R 无 关 。 还 有 , 当 星 在 宇宙 中 的 分 布 是 均匀 时 , 几 
乎 对 天 空中 任 一 方向 , 某 些 星 迟早 会 相交 。 因 此 ,天 空 是 均匀 地 亮 
着 的 而 且 似乎 在 闪 炮 的 (月 亮 的 贺 盘 , 至少 在 没有 大 气 扩散 的 情形 
下 ,能 够 形成 一 种 例外 的 黑暗 区 域 )。 

换 句 话说 , 字 宙 是 D <2 的 分 形 的 假设 解决 了 伴 淫 ,在 这 种 情 
形 , 字 宙 在 天 空 的 投影 是 具有 同样 D 的 分 形 ,因此 是 一 个 零 面积 
的 集 。 即 使 星星 具有 非 零 半径 ,大 部 分 方向 到 无 穷 远 也 没有 遇 到 
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任何 的 星 , 沿 着 这 些 方 向 夜间 的 天 空 是 黑 的 , 当 D < 3 的 范围 继而 
D =3 的 范围 ,天 空 的 背景 不 是 严格 地 黑 的 而 是 极端 暗淡 地 亮 着 。 

明亮 天 空 效 应 在 伽利略 的 星座 通信 中 宇宙 是 无 界 的 概念 得 到 
了 赞扬 后 不 久 ,就 引起 了 开 普 勒 的 注意 ,在 1610 年 的 与 星座 通信 
的 对 话 一 书 中 , 开 普 勒 重 又 插入 :“ 你 可 毫 不 犹 列 地 宣布 存在 的 可 
负重 超过 10,000 个 …… 如 果 这 是 真 的 ,以 及 如 果 【 这 些 星 有 ] 与 我 
们 太阳 同样 的 性 质 ,这 些 太 阳 集 合 在 一 起 ,在 光亮 度 上 为 什么 不 大 
大 超过 我 们 的 太阳 呢 ? …… 然而 是 否 介 入 以 太 使 它们 模糊 了 ? 一 
点 也 不 是 这 样 …… 十 分 清楚 …… 我 们 的 世界 不 属于 毫 无 区 别 的 无 
数 其 他 物质 中 的 一 群 。”(Rosen 1965, 第 34~35 页 。) 

这 个 结论 仍然 有 争论 ,但 在 1720 年 哈雷 评论 时 没有 忘记 把 这 
个 论点 作为 证 据 , 其 中 写 道 :我 已 经 听 到 另外 的 论点 坚决 主张 ,如 
果 固 定 星 的 数目 多 于 有 限 个 ， 则 它们 的 可 见 球 的 整个 表面 能 够 发 
x” ,以 后 ， 该 结论 由 德 赛 西 克 斯 和 兰 伯 特 讨论 过 ,但 其 结果 要 归功 
于 高 斯 的 好 朋友 奥 尔 勃 斯 。 这 专门 名 词 “ 奥 尔 勃 斯 伴 雇 ”与 他 相 联 
系 是 一 种 诽谤 但 也 是 一 种 征兆 。 已 被 丢 进 “未 分 类 的 残留 物 ”( 第 
39 页 ) 的 观察 成 为 十 分 重要 ,通常 不 会 归功 于 第 一 个 用 一 张 可 分 
类 的 包 果 纸 暂时 地 把 它们 装饰 起 来 的 。 有 关 历 史 的 讨论 可 见 文献 
Gamow 1954, Munitz 1957, North 1965, Dickson 1968, Wilson 1965, Jaki 
1969, Clayton 1975, 以 及 Harrison 1981。 


牛顿 引力 的 旁白 


如 果 星 星 的 分 布 是 均匀 的 , 施 于 它们 之 中 每 一 颗 星 上 的 力 是 无 限 
的 ,我 们 就 可 进而 说 它们 的 引力 势 是 无 限 的 。 对 于 大 R # M(R) 
oc RP 的 任何 分 布 都 要 产生 无 限 势 ,除非 D < 1。 这 种 势 的 现代 理 
论 ( 弗 罗 斯 特 曼 理论 ) 证 实 了 在 牛顿 引力 和 值 D = 1 之 间 存 在 一 种 
特许 的 联系 , 健 尼 埃 和 霍 伊 尔 导出 D = 1 不 能 不 涉及 这 种 联系 。 
局 傅 尼 埃 的 论点 “表面 引力 势 总 是 相同 的 "是 现代 势能 理论 的 核 
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bo» 
相对 论 的 旁白 


«333 de Vaucouleurs 1970 释义 :“ 相 对 论 使 我 们 相信 在 光学 上 
能 观察 到 ,没有 任何 半径 R 小 于 施 瓦 效 查 德 极限 Ry =2GM/e 的 
定常 材料 的 球 ,其 中 c 是 光速 。 由 各 种 宇宙 系统 的 平均 密度 o 和 
特征 半径 RR 所 作 的 图 上 ,pw = 3c?/8x GR% 确定 为 上 限 。 比 例 o7 
OM 可 称 为 施 瓦 效 查 德 填充 因子 ,对 于 最 普通 的 天 体 物 ( 星 ) 或 系统 
(星系 ), 其 填充 因子 非常 小 ,是 10-4 ~ 10-“ 量 级 。 傅 尼 埃 假设 的 
速度 平方 之 比 为 (300)-2 ~ 1075 ,恰好 在 上 述 范围 之 中 。 负 


一 种 粘 合 状 的 分 形 宇宙 ? 


许多 作者 认为 可 以 用 上 升级 联 ( 即 把 极 大 地 分 散 的 尘埃 微粒 
粘 合 成 为 日 益 变 大 的 块 ) 而 不 是 霍 伊 尔 的 下 降级 联 ( 即 把 非常 大 而 
分 散 的 质量 碎 裂 成 为 日 益 变 小 的 块 ) 来 解释 星体 和 其 他 天 体 物 的 
起 源 。 

在 第 10 章 满 流 研究 中 ,也 提出 了 类 似 的 另 一 个 与 级 联 有 关 的 
假设 。 理 查 森 的 级 联 下 降 到 越 来 越 小 的 涡 旋 ,但 上 升级 联 也 可 以 
存在 : 见 第 40 章 的 理 查 森 。 因 此 可 以 期 望 在 下 降 与 上 升级 联 之 间 
的 相互 关系 不 久 就 可 澄清 。 


分 形 望 远 镜 阵 


作为 这 一 讨论 的 结束 ,没有 比 对 用 于 观测 星系 的 工具 作 注 解 
更 合适 的 了 。Dyson 1977 提出 ,用 小 望远镜 阵 代 替 一 片 望远镜 是 
有 利 的 。 每 一 个 小 望远镜 的 直径 大 约 是 0. 1m( 等 于 光学 上 有 效 大 
气 扰动 最 小 的 斑点 大 小 ) ,它们 的 中 心 形成 分 形 分 层 图 样 ,并 把 它 
们 与 居 里 干涉 仪 相 连接 。 初 步 分 析 导 致 这 样 的 结论 :对 合适 的 维 
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数值 应 是 2/3。 戴 森 的 结论 是 :一 个 3 千 米 的 阵 , 它 是 用 1,023 个 
干涉 仪 相 联 的 1,024 个 分 米 望 远 镜 组 成 ,这 在 当今 是 个 不 现实 的 
计划 。 作 为 一 个 理论 上 的 想法 ,要 证 明 什 么 是 原则 上 能 够 做 到 的 。” 


星系 群集 的 随机 分 形 模型 评述 


如 果 我 们 容许 星系 分 布 在 实用 上 由 未 知 的 分 形 模型 ( 它 是 微 
妙 而 可 变 的 ) 来 描述 ,我 们 不 会 因为 已 知 的 分 形 随机 模型 提供 了 更 
加 有 效 的 描述 而 感到 人 惊奇。 首先, 我 们 对 霍 伊 尔 凝结 的 了 解 作 了 
改进 ,此 时 它 被 置 于 合适 的 形式 中 :随机 分 形 ( 第 23 章 )。 我 认为 
最 有 意义 的 是 由 我 提出 并 在 第 32 章 至 第 35 章 讨论 的 随机 模型 ， 
详细 考察 几 个 模型 的 理由 之 一 是 ,描述 性 质 的 改善 是 以 增加 复杂 
性 “为 代价 ”的 。 第 二 个 理由 是 每 个 模型 里 都 包含 一 个 值得 注意 的 
分 形 和 尘埃。 让 我 在 此 评述 一 下 这 些 模 型 (不 按 雏 辑 顺 序 )。 

在 1965 年 前 后 ,我 试图 用 一 种 不 存在 “ 字 宙 中 心 ” 的 模型 来 导 
出 关系 式 ME) oc RD 而 D <3。 我 用 第 32 章 的 随机 走动 模型 首先 
达到 了 这 个 目标 。 然 后 ,我 又 提出 了 另 一 个 孔洞 模型 ,就 是 从 空间 
割 出 的 ,相互 独立 的 、 且 随 机 放置 的 半径 为 随机 的 孔洞 所 组 成 ， 其 
中 随机 半径 变化 的 上 界限 L 可 以 是 有 限 也 可 以 是 无 穷 。 

因为 这 两 种 模型 仅 被 选 作 形式 上 简化 的 基础 ,因此 当 发 现 它 
们 具有 预期 的 价值 时 是 十 分 惊奇 而 又 令 人 高 兴 的 。 我 的 理论 相关 
BR 3K (Mandelbrot 1975m) 与 (Peebles 1980) (第 243 ~ 249 页 ) 提 出 的 
曲线 拟 合 相 一 致 。<J 更 精确 地 说 ,我 的 两 个 方法 与 2 点 相关 是 一 
致 的 ,我 的 随机 走动 产生 了 很 好 的 3 点 相关 和 较 差 的 4 点 相关 ,而 
我 的 球状 孔洞 模型 对 一 切 已 知 的 相关 函数 都 是 非常 好 的 。 

不 幸 的 是 ,不 论 哪 一 个 模型 ,所 产生 的 样本 都 显示 出 相当 的 不 
实际 。 因 为 它们 具有 一 种 难以 接受 的 腔 孙 性质。 用 到 的 这 个 腔 阶 
概念 是 我 为 了 这 个 非常 目的 提出 的 ,并 在 第 35 章 加 以 描述 。 对 孔 
润 模型 的 这 个 缺点 由 于 引入 了 更 加 精细 的 孔洞 形状 而 纠正 了 。 对 
随机 走动 模型 ,我 使 用 了 较 少 腔 队 的 “从 属 运 算 器 ”。 
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这 样 ,星系 群集 的 研究 极 大 地 刺激 了 分 形 几 何 的 发 展 。 而 现 
今 在 星系 群集 的 研究 中 应 用 分 形 几何 已 经 远 远 超出 了 在 本 章 中 所 
完成 的 使 之 简化 和 普及 的 任务 。 


星星 就 像 开 采 人 金刚 石 


未 加 工 的 金刚 石 在 地 球 外 壳 内 的 分 布 类 似 于 星星 和 星系 在 天 
空中 的 分 布 。 考 察 一 张 很 大 的 世界 地 图 ,用 一 根 针 来 表示 每 一 个 
拥有 金刚 石 矿 或 金刚 石 的 地 区 (不 论 过 去 或 现在 ), 则 从 远 处 考察 
这 些 针 的 密度 是 非常 不 均匀 的 ,有 几 根 孤立 地 分 散在 各 处 ,而 大 多 
数 都 集中 在 几 个 侥幸 的 (或 不 幸 的 ) 地 区 。 然 而 在 这 些 地 区 的 地 面 
金刚 石 并 不 是 均匀 埋藏 的 。 再 从 较 近 处 考察 该 地 图 。 发 现任 意 一 
个 这 种 区 域 中 的 金刚 石 除了 大 量 集中 在 儿 处 分 散 的 子 区 域外 , 几 
乎 全 是 空白 的 。 这 种 过 程 可 继续 好 几 个 数量 级 。 

在 这 种 情况 下 注 和 凝固 不 是 无 可 争辩 的 吗 ? 的 确 ,不 知名 的 分 
形 模型 已 由 德 魏 斯 向 前 发 展 了 。 见 第 RH TERJE. = 


图 91 傅 尼 埃 多 重 宇宙 的 投影 ( 维 数 D~0.8270) 
本 图 表明 了 正文 中 所 描述 的 维 数 D=1 的 一 个 字 宙 的 投影 和 “赤道 " 截 
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面 的 尺度 。 也 可 见 图 9-2。 

在 Fournier 1907 中 对 此 标题 作 了 解释 :“ 由 交 又 形 或 正八 角形 原理 构造 
的 多 重 宇宙 并 不 是 世界 的 设计 图 ,但 它 可 用 来 阐明 由 相似 的 相继 字 宙 的 无 限 
系列 可 以 存在 而 不 产生 “明亮 天 空 "。 世 界 球 中 的 物质 正比 于 它 的 半径 。 这 


黑 , 虽 然 存 在 无 限 个 字 宙 的 后 继 者 。 在 这 种 情形 里 的 “世界 之 比 * 是 N=7,D 


代替 实际 上 的 102," 
在 第 34 章 所 描述 的 意义 下 ,D=1 和 N= 102 的 字 宙 之 问 除了 惊人 地 分 
层 外 ,只 有 很 低 的 腔 隙 度 。 = 


图 92 一 个 扁平 的 D=-1HRERSR 
图 9-1 是 按照 精确 比例 画 出 的 ,不 仅 难以 印 制 和 看 清 , 而 且 潜 伏 着 迷惑 
性 。 的 确 , 它 不 是 维 数 为 1 的 字 宙 ,而 是 它 的 平面 投影 ,其 维 数 为 D = log 5/ 
log 7~0.8270<1。 因 此 ,为 了 避免 留 下 错误 的 印象 ,我 赶快 展示 出 一 个 规则 
而 类 似 于 传 尼 埃 的 平面 图 象 , 它 的 维 数 D 1。 这 种 包含 以 1/r =5 RBI 
=? 的 构造 比 图 9-1 所 可 能 的 构造 前 进 了 一 步 。 um 
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mto gro: BE p AGE, TE IUS SEHR — 
篇 章 。 

日 常 经 验 足以 表明 ,在 某 些 情 况 下 气体 或 流体 的 流动 是 很 平 
稳 的 ,在 学 术 上 称 为 “ 层 流 ”, 而 在 另外 的 情况 就 是 完全 不 平稳 的 。 
但 分 界线 在 哪里 呢 ? 术 语 “ 满 流 "能 标志 包括 大 部 分 气象 学 和 海洋 
学 在 内 的 所 有 非 光滑 流 吗 ”还 是 为 了 一 种 很 狭 的 学 科 而 保留 它 ? 
如 果 是 这 样 ,那么 又 是 哪 一 种 呢 ? 每 个 学 者 似乎 都 很 难 回答 这 些 
问题 。 

对 以 上 问题 的 不 同 回答 在 此 并 不 重要 ,因为 我 们 集中 研究 毫 
无 疑问 是 混乱 的 流动 , 它 的 最 大 明显 特征 在 于 没有 一 个 完全 确定 
的 长 度 尺度 :它们 都 涉及 与 一 切 大 小 的 “ 涡 旋 "共存 。 这 种 特性 在 
达 * 芬 奇 和 北 帝 的 绘画 中 已 有 所 认识 。 这 种 描述 阅 明 ,从 集中 研究 
具有 完全 确定 尺度 现象 的 “ 老 ”物理 学 精神 来 看 , 湛 流 必定 是 外 来 
的 ,而 正 是 这 样 的 原因 使 我 们 对 灌流 直接 发 生 了 兴趣 。 

就 像 许 多 读者 所 知道 的 ,实际 上 关于 湛 流 的 所 有 研究 都 集中 
于 流体 流动 的 解析 研究 ,而 把 几何 学 搁 之 一 边 。 我 常 想 这 种 倾斜 
并 不 能 理解 为 它 不 重要 。 事实 上 ,潮流 中 的 许多 几何 形状 容易 看 
到 或 察觉 ,迫切 需要 一 种 恰当 的 描述 。 但 是 在 分 形 几何 建立 以 前 
一 直 认 为 不 值得 注意 它们 。 的 确 , 正 如 我 马上 猜测 的 , 消 流 包括 了 
许多 分 形 的 侧面 ,在 本 章 和 以 后 几 章 里 就 将 讨论 其 中 的 一 些 内 容 。 

有 必要 放弃 两 个 问题 。 首 先 ,我 们 不 考虑 在 层 流 中 怎样 开始 
产生 沉 流 的 问题 。 有 充足 的 理由 可 以 相信 这 种 满 流 的 开始 有 着 极 
其 重要 的 分 形 样式 ,但 它们 还 没有 被 弄 清 到 足以 在 这 里 讨论 。 其 
次 ,我 们 也 不 在 这 里 涉及 例如 贝 纳 德 胞 和 卡门 街 之 类 的 周期 性 结 
构 。 
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Ak BO Ae FL f] EE i Bt FT RK 
些 解释 很 多 但 每 一 个 都 很 简短 ,因为 其 中 包含 了 一 些 至 今 还 是 很 
难 的 结果 。 

以 后 我 们 集中 研究 那些 实际 上 由 我 研究 过 的 间歇 性 问题 。 我 
最 重要 的 结论 是 耗 散 区 域 , 即 湛 流 耗 散 集中 于 其 上 的 一 个 集合 ,可 
是 用 分 形 作为 模型 。 为 不 同 目 的 所 作 的 测量 暗示 该 区 域 的 维 数 
D 位 于 2.5 至 2.6 附近 ,大 概 低 于 2.66。 

不 幸 的 是 ,直至 确定 耗 散 区 域 的 拓扑 维 数 以 前 ,不 能 精确 地 点 
明 此 模型 。 特 别 地 , 它 是 尘埃 ,还 是 波状 的 分 支 曲 线 ( 涡 管 ), 或 者 
是 波状 的 成 层 曲 面 ( 涡 面 )? 这 第 一 种 猜测 是 不 可 能 的 ,而 第 二 和 
第 三 种 提出 的 模型 与 第 14 章 的 树枝 状 分 形 模型 很 相近 。 但 是 我 
们 处 于 无 法 决定 的 状态 。 新 的 分 形 前 沿 上 的 进展 对 老 的 拓扑 前 沿 
全 然 没 有 帮助 。 我 们 的 拓扑 几何 学 知识 的 确 仍然 是 原始 的 。 

本 章 的 大 部 分 内 容 都 不 需要 专门 知识 。<J] 但 专家 将 会 看 到 满 
流 分 析 的 分 形 部 分 是 相关 性 和 谱 的 解析 分 析 的 几何 对 应 物 。 在 满 
流 和 概率 论 之 间 的 关系 式 是 老生 常 谈 。 的 确 ,CG. L. 泰勒 早期 工 
作对 诺 伯 特 : 维 纳 创建 随机 过 程 的 数学 理论 产生 了 继 佩 琳 的 布朗 
运动 之 后 又 一 个 重要 的 影响 。 谱 分 析 早 已 “偿还 "(附带 利息 ) 它 从 
济 流 研究 所 借 的 。 而 现在 是 满 流 理论 来 利用 复杂 的 随机 几何 研究 
成 果 的 时 候 了 ,特别 , 柯 尔 莫 哥 罗 夫 谱 具有 在 第 30 章 中 确定 的 几 
何 对 应 物 。 


云 , 航 迹 ,射流 等 等 


测 流 几何 学 的 问题 通常 要 涉及 到 一 些 区 域 边界 的 形状 ,在 这 

种 区 域 里 带 有 某 些 流动 的 特性 。 著 名 的 例子 是 巨 浪 般 的 飘动 ,在 

普通 的 (水 ) 云 以 及 受到 火山 爆发 影响 的 云 和 核 爆炸 蘑菇 云 中 都 能 

发 现 , 在 本 书 的 范围 内 ,的 确 难于 逃脱 这 种 影响 ,就 是 在 具有 标 度 

范围 的 限度 内 一 片 云 能 被 看 成 有 完全 确定 的 边界 , 则 云 的 边界 必 

定 是 分 形 曲面 。 同 样 的 陈述 可 应 用 到 在 雷达 屏幕 上 见 到 的 暴风 南 
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的 图 样 (这 部 分 内 容 的 首次 证 实 ,可 见 第 12 章 )。 

但 是 我 更 愿意 对 较 简 单 的 形状 作 处 理 。 满 流 也 可 以 限制 于 非 
层 流 的 一 段 , 例 如 一 道 航 迹 或 一 道 射流 。 在 最 粗糙 的 近似 下 它们 
都 可 看 成 一 根 杆 。 然 而 ,如 果 考 察 其 边界 上 的 细节 , 则 可 显示 出 句 
齿 状 的 层次 , 它 的 深度 随 着 水 力学 尺度 的 经 典 测度 值 ( 称 为 雷诺 
数 ) 而 增加 。 这 个 非常 明显 和 复杂 的 “局 部 ”结构 没有 使 一 根 杆 像 
-一 条 强 那 样 有 许多 松散 地 连 着 的 浮 于 四 周 的 线 股 , 它 的 典型 模 截 
面 并 不 完全 是 圆周 ,而 是 接近 于 科 赫 曲线 的 形状 ,甚至 是 接近 于 在 
第 5 章 研究 的 最 凹凸 不 平 的 岛屿 海岸 线 。 不 论 怎样 ,一 个 射流 的 
边界 似乎 是 分 形 。 当 存在 涡 环 时 ,它们 的 拓扑 是 有 趣 的 ,但 没有 耗 

下 一 个 注释 要 求 读者 想象 一 幅 航 迹 图 ,比如 说 ,很 像 一 稻 管 理 
不 善 的 油轮 上 泄漏 出 油 的 形状 。 作 为 最 粗糙 的 近似 * 杆 "来 描述 ， 
如 此 航 迹 ,已 具有 了 结构 的 大 部 分 : 它 不 完全 是 个 圆柱 ,因为 它 的 
横 截 面 变 宽 而 迅速 离开 船体 ,而 它 的 “轴线 "也 不 完全 是 直线 而 呈 
弯曲 状 , 它 的 典型 尺寸 也 是 随 离 船 体 而 增加 。 

类 似 的 特性 也 可 在 流动 质量 之 间 相 互 摩擦 前 切 而 引起 的 满 流 
中 发 现 , 可 见 文献 Browand 1966 和 Brown & Roshko 1974。 所 产生 的 
粘 合 结构 (“动物 ”) 在 当今 已 引起 了 极 大 的 注意 。 分 形 没有 涉及 它 
们 的 总 体形 状 , 但 我 认为 下 面 一 点 是 完全 清楚 的 ,“ 骑 "在 弯曲 物 上 
的 优美 的 分 层 特性 明显 是 分 形 结构 。 

土星 上 著名 的 红斑 也 属于 这 一 类 的 例子 。 

当 研 究 戈 尔 夫 流 时 引起 了 与 此 有 关 但 不 同 的 问题 。 它 并 不 是 
一 种 单个 的 完全 确定 的 海洋 流 而 分 为 多 个 波状 分 支 , 而 这 些 分 支 
自己 又 再 分 为 树枝 状 的 。 这 种 分 支 习 性 的 全 面 而 详细 的 说 明 是 有 
用 的 , 它 肯 定 包 含有 分 形 。 


等 温 , 耗 散 等 等 


类 似 地 ,研究 等 温 面 或 在 流动 中 任何 其 他 标 度 特征 的 等 值 面 
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也 是 有 意义 的 。 所 谓 等 温 面 ,可 描述 为 曲面 周围 有 着 激增 的 浮游 
生物 ,它们 只 能 在 温度 T > 45° 的 水 中 生存 而 且 充 满 于 体积 中 一 切 
可 到 达 的 地 方 。 如 此 一 团 的 边界 是 极端 地 复杂 ;在 第 30 章 的 专门 
模型 里 可 论证 为 分 形 。 

当 介 质 里 完全 由 满 流 所 充满 时 ,就 要 出 现 一 类 广泛 的 几何 问 
题 ,但 部 分 可 记 上 “被 动 的 ”或 不 活跃 的 特征 而 不 影响 其 流动 。 最 
好 的 例子 是 一 滴 颜 色 受 扰动 后 的 弥散 ,各 个 分 支 向 一 切 方向 无 尽 
头 地 散射 开 去 ,但 现存 的 分 析 方 法 和 标准 几何 学 对 于 描述 所 产生 
的 形状 都 无 能 为 力 。 图 6-18 和 文献 Mandelbrot 1976 c 认为 这 些 形 
状 必定 是 分 形 。 


其 他 的 几何 问题 


清净 空气 扰动 ”我 考察 了 扩散 的 证 据 , 认 为 带 有 这 种 现象 的 
集合 是 一 个 分 形 。 

流 过 分 形 边界 ”这 是 另 一 个 典型 的 实例 ,其 中 的 流体 力学 必 
然 包 含 分 形 (图 6-7 和 图 7-16)。 

涡 的 延伸 ”流体 的 运动 推动 旋涡 延伸 ,而 一 个 延伸 的 旋涡 必 
需 折 和 全 才能 在 一 个 固定 体积 之 内 容纳 其 增加 的 长 度 。 就 流动 是 标 
度 性 的 意义 上 说 ,我 猜想 涡流 趋 于 分 形 。 

一 个 流体 质点 的 轨迹 ”在 粗糙 近似 下 ,由 于 受到 行星 运动 模 
型 的 启发 , 设 质点 始终 由 单位 速度 的 流动 垂直 地 传送 ,而 此 流动 受 
到 旋涡 层 (其 每 一 个 都 是 水 平面 中 的 圆 运动 ) 的 扰动 ,其 合成 函数 
x(t)-x(0) 和 y(t)-y(0) 是 余弦 和 正弦 函数 之 和 。 当 高 频 项 很 
弱 时 ,此 轨迹 是 连续 且 可 微 的 ,因此 它 是 可 度 长 的 而 忆 =1。 然 而 ， 
当 高 频 项 很 强 并 连续 下 降 到 0, 其 轨迹 就 是 D > 1 的 分 形 。 假 定 旋 
涡 是 自 相似 的 ,就 说 轨迹 的 发 生 等 同 于 数学 分 析 中 著名 的 反例 :外 
尔 斯 特 拉 斯 函数 (第 2.39 章 和 第 41 章 )。 这 就 导致 我 去 猜测 所 有 
扰动 流 的 传递 是 否 都 能 与 轨迹 是 分 形 的 环境 相 联系 。 
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满 流 的 间歇 性 


淇 流 到 最 终 因 耗 散 而 结束 :由 于 流动 的 粘性 ,宏观 运动 的 能 量 
转变 为 热量 。 早 期 的 理论 认为 耗 散 在 空间 是 均匀 的 ,但 是 这 种 “ 均 
匀 性 汕 流 ”的 直觉 模型 由 于 Landau & Lifshiz 1953 ~ 1959 而 破灭 , 因 
为 他 们 指出 某 些 区 域 是 高 耗 散 的 ,而 另 一 些 区 域 相 比 之 下 几乎 没 
有 耗 散 。 这 就 意味 着 熟知 的 突如其来 的 狂风 特性 在 较 小 的 尺度 上 
也 有 所 反应 (以 更 加 一 致 的 形式 )。 

这 种 间歇 性 现象 首先 在 Batchelor & Townsend 1949 第 253 页 中 
研究 , 也 可 见 Batchelor 1953 中 8. 3 节 和 Momin & Taglom 1963, 
1971,1975。 当 雷诺 数 很 大 时 , 间 欣 性 就 特别 明显 ,这 就 意味 着 沸 
流 的 外 界限 相对 于 内 界限 说 来 是 大 的 :在 星星 ,海洋 和 大 气 中 就 是 
如 此 。 

对 耗 散 集中 的 区 域 可 方便 地 作为 输送 或 支撑 描述 。 

本 书 把 灌流 的 间 软 性 和 星系 的 分 布 放 在 一 起 是 很 自然 的 而 并 
不 是 新 的 。 不 久 以 前 ,物理 学 家 们 (von Weizicher 1950) £ R FA ii 
流 来 解释 星系 的 起 源 ,承认 均匀 淇 流 不 能 作为 星体 间歇 性 的 原因 , 
汉 韦 效 赛 克 尔 按照 傅 尼 埃 (“ 沙 利 耶 ”) 模 型 (第 9 章 ) 作 了 修正 ,就 
是 现在 提出 的 理论 。 如 果 再 次 采纳 冯 韦 效 赛 克 尔 的 统一 尝试 ,他 
们 就 可 以 在 两 类 间歇 性 和 相应 的 自 相似 分 形 之 间 建 立 一 种 物理 的 
联系 。 

此 种 统一 尝试 的 一 个 目的 ,是 表明 星系 分 布 的 维 数 (我 们 已 知 
D = 1.23) 45 & A i Ht YE CE BE y F 2.5 ~ 2.7 附近 ) 
有 关 。 


满 流 的 定义 


我 们 注意 到 ,好 像 很 奇怪 ,同一 个 术语 油 流 ( turbulence ) 可 应 
于 儿 种 不 同 的 现象 。 ee ce pep 
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因为 我 的 主张 和 建议 表明 ,一 种 合适 的 定义 需要 用 到 分 形 。 

清流 的 概念 在 通常 人 的 脑海 里 几乎 被 “冻结 "在 专门 术语 里 ， 
大 约 在 一 百年 以 前 首先 由 雷诺 在 管道 流动 中 把 它 “解冻 ”: 当 向 上 
流动 的 压力 很 弱 时 ,流体 运动 是 规则 而 “成 层 "的 ,但 当 压力 充分 大 
时 ,突然 一 切 都 变 得 不 规则 了 。 在 这 个 模型 实例 中 ,应 流 耗 散 的 支 
撑 不 是 “ 空 的 "( 即 不 存在 ) 就 是 整个 管道 。 在 其 他 实例 里 不 仅 没有 
几何 性 可 研究 ,而 且 也 没有 定义 满 流 的 迫切 原因 。 

在 航 迹 的 情形 就 要 复杂 得 多 。 在 消 流 区 和 围绕 它 的 海洋 之 间 
存在 着 边界 ,我 们 必须 研究 它 的 几何 性 。 然 而 这 种 边界 仍然 是 委 
清楚 的 ,对 这 样 的 一 个 “客观 ”标准 实际 上 没有 必要 来 定义 消 流 。 

在 缠绕 管道 里 充分 发 展 的 满 流 ,事情 仍然 很 简单 ,出 现 的 滑 流 
的 总 体 情况 就 与 雷诺 管 里 的 相同 。 然 而 ,如 果 我 们 相信 某 些 曲折 
的 故事 , 则 达到 这 一 目标 的 过 程 有 时 就 很 有 趣 。 据 说 ,首次 “告吹 ” 
的 缠绕 管道 用 油 流 研究 是 不 合适 的 。 决 不 是 整个 体积 里 都 充满 了 
消 流 , 湛 流 本 身 似乎 是 在 不 规则 的 阵风 里 出 现 的 “混乱 ”。 只 要 逐 
渐 努 力 处 理 使 总 体 平稳 下 来 ,以 后 的 样子 就 像 雷诺 管 了 。 由 于 这 
样 的 事实 ,对 于 把 在 缠绕 管道 的 非 间 软 性 “实验 室 洪流 ”推广 为 看 
作 在 大 气 中 间 歌 的 “自然 泗 流 "一 样 有 相同 的 物理 现象 ,我 是 很 怀 
疑 的 。 

从 什么 是 满 流 这 个 不 确切 概念 出 发 ,并 考察 点 速度 的 一 维 记 
录 , 我 们 间接 地 着 手 上 述 的 工作 。 以 一 架 大 飞机 重心 的 运动 来 说 
明 这 种 记录 的 粗略 分 析 。 每 次 都 是 如 此 ,飞机 的 拌 动 显示 了 那里 
的 某 个 区 域 是 强 耗 散 的 。 一 个 小 的 飞机 起 着 一 个 更 加 敏感 的 探测 
器 的 作用 : 它 能 “感觉 到 "大 飞机 没有 扰动 到 的 湛 流 阵风 ,而 对 于 大 
飞机 受到 的 每 个 冲击 ,小 飞机 的 感受 只 是 一 闪 而 过 的 弱 冲 击 。 因 
此 , 当 详 细 地 考察 强 模 截 的 耗 散 片 时 ,就 可 以 看 到 层 流 垫 片 。 在 更 
加 精细 的 分 析 中 又 可 发 现 更 小 的 垫 片 。 

每 个 阶段 都 要 求 重新 定义 什么 是 注 流 。 记 录 的 湛 流 朋 间 的 概 
念 是 有 意义 的 ,如 果 把 它 解释 为 “记录 豚 时 并 不 是 完全 没有 济 流 "。 
另 一 方面 ,更 加 需要 的 概念 ,记录 的 全 部 湾流 屏 间 似乎 没有 观察 意 
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义 。 进 行 连续 阶段 分 析 , 总 记录 长 度 的 少许 增长 , 满 流 会 产生 一 个 
KARE, PERE ABE EQ BEAT FAY ES EM It SE 
撑 建 立 模型 。 


自 相 似 分 形 的 作用 


如 前 所 述 , 不 必 惊 奇 ,按照 我 的 观点 ,只 有 非常 少 的 几 个 满 流 
的 几何 形状 已 被 实际 研究 过 ,因为 仅 有 的 合适 的 方法 都 是 欧 几 里 
得 的 。 为 了 跳出 它们 的 圈子 ,使 用 了 许多 欧 几 里 得 以 前 的 术语 , 例 
如 ,讨论 间 点 性 的 论文 造 了 些 不 常用 的 术语 ,例如 不 稳定 ( spony ) 
和 和 多 块 状 ( lumpy ) 以 及 Batchelor & Townsend 1949 中 想象 的 “形状 只 
有 四 种 类 型 : 滴 状 、 杆 状 、 枝 状 和 带 状 ”"。 某 些 讲演 者 (但 作者 很 
少 ) ,也 使 用 术语 豆 .面条 和 青菜 ,一 个 想象 的 术语 并 不 企图 隐藏 基 
础 几何 学 的 不 足 。 

与 此 相反 , 自 1964 年 以 来 我 进行 了 研究 并 于 1966 年 东京 专 
题 学 术 讨论 会 上 (Mandelbrot 1967 k) 第 一 次 提出 了 通过 发 展 自 相 
似 分 形 可 以 增 扩 经 典 几何 的 工具 箱 。 

. 拥护 使 用 分 形 是 根本 性 的 新 步骤 ,但 是 把 浇 流 分 形 限制 为 自 相 
似 是 传 统 的 思想 ,因为 首先 想到 用 于 描述 湛 流 的 就 是 自 相 似 概 念 ， 
先驱 者 是 在 第 5 章 已 读 到 过 的 刘易斯 ' 弗 菜 . 理 查 森 。Richardson 
1926 引进 了 与 级 联 相 联系 的 尾 流 分 层 的 概念 ( 见 第 40 章 )。 

在 1941 年 和 1948 年 之 间 , 级 联 理 论 和 自 相似 理论 获得 了 所 
预言 的 成 就 。 这 也 是 测 流 研究 的 转机 。 主 要 贡献 者 是 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 、 奥 布 霍 夫 、 翁 萨 格 和 汉 韦 赛 克 尔 ,而 习惯 上 认为 是 由 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 在 这 段 时 期 里 发 展 的 。 然 而 ,在 理 查 森 和 柯 尔 莫 哥 洛 夫 之 间 
有 一 些微 妙 的 变化 。 

虽然 自 相 似 是 从 研究 直观 上 可 党 察 到 的 尾 流 中 提出 来 的 ,但 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 理论 是 纯 分 析 的 。 另 一 方面 ,分 形 却 可 能 把 自 相似 
方法 应 用 于 满 流 几 何 。 

分 形 的 研究 应 该 不 同 于 具体 的 事实 ,以 前 涉及 的 四 种 选择 (如 
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3⁄8 AT RA) 8 B DL, BEE TT A Kuo & Corrsin 1972 中 
承认 这 种 选择 是 “原始 的 ”, 而 我 们 需要 的 是 介 于 中 间 的 图 样 。 

我 们 的 头脑 里 由 若干 特别 的 变化 而 成 为 标准 的 图 样 是 可 能 
的 。 例 如 ,我们 可 以 把 杆子 据 裂 为 周围 带 有 松散 而 多 股 的 绳子 (还 
记得 这 是 尾 流 或 射流 的 模拟 状态 ) ,以 及 把 板 切 为 周围 带 有 松散 层 
次 的 薄片 。 而 这 些 细 线 和 层 可 以 用 某 种 方法 做 成 自 相似 的 。 

然而 , 自 相 似 的 特别 纳入 却 永 不 能 做 到 ,我 发 现 这 既是 无 希望 
完成 ,又 是 很 乏味 的 。 我 喜欢 的 是 完全 不 同 的 步骤 ,允许 所 有 的 形 
状 和 线 股 与 层 片 的 细部 都 由 同样 的 过 程 产 生 。 因 为 基本 的 自 相似 
分 形 还 没有 特定 的 方向 ,我们 的 研究 (现在 ) 放 在 一 切 有 兴趣 的 几 
何 问题 一 面 , 即 满 流 与 全 部 强 运动 组 合 在 一 起 。 

<JObukhov 1962 和 Kolmogorov 1962 首先 对 间歇 性 作 了 分 析 研 
究 。 在 此 直接 影响 下 ,几乎 与 1941 年 同样 作者 的 文章 相 匹 配 ,但 
它们 是 有 严重 缺陷 的 ,所 以 他 们 长 期 影响 下 去 的 希望 不 大 。 见 
Mandelbrot 1972 j, 1974 f, 1976 c;Kraichnan 1974, > 


内 界限 和 外 界限 


由 于 粘性 , 满 流 的 内 界限 是 正 的 ,而 尾 流 、 射 流 和 类 似 的 流动 
明显 地 显 出 一 个 有 限 的 外 界限 Q。 但 是 广泛 流行 的 相信 O 的 有 
限 性 应 该 经 受 批评 。Richardson 1926 中 提出 “观察 表明 ,数值 (对 
T Q 大 小 的 样本 假定 为 收敛 的 ) 完 全 依赖 于 在 平均 意义 下 要 包括 
多 长 一 个 体积 。 迪 方 特 的 研究 表明 ,大气 层 内 部 没有 得 到 任何 极 
限 "。 气 象 学 家 们 低估 了 ,然后 又 忘 了 这 个 结论 ,我 认为 是 太 过 急 
躁 。 在 第 11 章 的 新 材料 和 第 34 章 中 对 腔 辽 的 研究 ,都 使 我 更 加 
坚信 事情 还 没有 结束 。 


肇 固 和 分 形状 的 均匀 淇 流 


在 一 个 粗糙 的 初级 阶段 ,我 们 可 由 前 章 通过 凝固 求 得 的 一 种 
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Eid bl DEKE RTM dc PEL BABS 23 章 中 诺 维 可 夫 
(Novikov) 和 斯 图 尔 特 (Stewar ) 模 型 的 粗糙 的 “去 -随机 化 "形式 。 
在 进行 有 限 凝 固 级 联 m 阶段 以 后 , 耗 散 均匀 地 分 布 在 出 自 rU 
的 N = r 58 m RARE TRL (CHM BE HH ARE RAR 
定 )。 以 后 级 联 无 穷尽 地 继续 下 去 ,而 耗 散 的 极限 分 布 均匀 地 散布 
在 -个 D<3 的 分 形 上 。 我 建议 把 此 极限 称 为 分 形状 的 均匀 
Tia Bit o 

对 D->3, 就 得 到 G. T. RRRS p Ui. BH m ARK e E LT 
并 不 排除 D =3, 但 是 它 容 许 新 的 可 能 性 D «3. 


直接 的 实验 证 明 间 吹 性 满足 D > 2 


从 线性 截面 的 观点 看 来 ,很 大 一 类 无 界 分 形 的 性 态 是 非常 简 
单 的 : 当 D<2 时 ,截面 几乎 肯定 是 空 的 ;而 当 D >2 时 ,其 截面 是 
非 空 的 且 具 有 正 概 率 。( 第 23 章 对 一 类 简单 的 分 形 证 明了 此 结 
Ko) 

Be CH WHERMRARE D <2, 则 由 前 述 就 会 推出 几乎 
所 有 的 实验 探头 都 将 落 在 湛 流 区 之 间 ,但 事实 并 非 如 此 ,这 就 暗示 
了 实际 上 是 D > 2。 这 个 结论 是 非常 强 的 ,因为 它 依 赖 于 一 个 不 断 
重复 的 实验 ,而 此 实验 的 可 能 结果 可 归结 为 “水 不 ”和 “常常 "之 一 。 

试验 的 拓扑 对 应 物 Dr > 2 是 很 有 吸引 力 的 ( 见 Mandelbrot 
1976 o) ,然而 太 专 门 了 ,不 宜 在 此 详 述 。 


星系 与 灌流 的 比较 


对 于 支撑 济 流 耗 散 的 集合 有 不 等 式 D >2, 而 第 9 章 中 对 于 字 

宙 的 质量 分 布 有 相反 的 不 等 式 D <2。 这 与 下 面 的 原因 密切 相关 ， 

B) D - 2 的 符号 影响 到 一 个 分 形 的 典型 截面 以 及 它 在 平面 或 空间 

的 典型 投影 。 对 于 本 章 所 研究 的 现象 ,其 截面 必须 是 非 空 的 。 与 

此 相反 ,在 第 9 章 里 如 果 从 地 球 画 出 的 大 部 分 直线 永 不 遇 到 星 , 则 
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明亮 天 空 效应 是 “ 驱 过 邪 的 ”, 这 就 要 求 星 在 天 空 上 的 投影 是 零 面 
积 的 。 

在 这 两 个 问题 里 D -2 的 符号 之 差别 ,必定 与 它们 结构 之 间 
的 差别 有 着 重要 的 关系 。 


指数 之 间 的 (不 ) 等 式 (Mandelbrot 1967 k, 1976 o) 


分 形状 均匀 潮流 的 许多 有 用 特性 仅 依 赖 于 D。 该 课题 已 在 
Mandelbrot 1976 o 中 研究 , 其 中 间 吹 满 流 的 特征 为 一 系列 由 等 式 
(或 不 等 式 ) 相 联系 的 .概念 上 有 所 不 同 的 指数 所 刻画 。< 这 种 状 
态 与 临界 点 现象 相仿 。B> 

谱 ( 不 ) 等 式 ” 在 Mandelbrot 1967 k 中 首先 建立 的 (不 ) 等 式 
( 书 中 应 用 记号 0 = D - 2) 通常 借 助 于 浇 流 速度 的 谱 来 表达 ,但 这 
里 却 借助 于 方差 。 在 分 形 均匀 满 流 里 ,在 x 点 的 速度 v 满足 

([o(x) -olx +r) = 17022*5, 
其 中 Bz(3-D)/3. 

ERBINA E, D =3 而 了 为 0, 留 下 经 典 的 柯 尔 莫 哥 罗 
夫 指数 2/3 ,我 们 还 将 在 第 30 章 中 再 次 见 到 。 

Mandelbrot 1976 o 还 证 明了 更 为 一 般 的 加 权 凝 固 模型 ,正如 
Mandelbrot 1974 f 中 描述 的 那样 ,包含 有 不 等 式 B<(3- D)/3。 

B 模 型 ”在 Frisch, Nelkin & Sulem 1978 中 ,把 伪 动 力学 词汇 
嫁接 到 分 形状 均匀 满 流 的 几何 学 上 ,就 像 Mandelbrot 1976 o 中 所 描 
述 的 。 已 经 证 明 ,这 种 解释 是 有 帮助 的 ,但 其 数学 论证 和 结论 完全 
与 我 的 相同 。 他 们 在 解释 中 用 的 术语 “8 模型 "已 经 有 些 流行 ,并 
且 它 常常 等 同 于 分 形 均匀 性 。 


渍 流 的 拓扑 学 仍然 是 一 个 未 解决 的 课题 
前 面 几 章 已 经 讲 得 十 分 清楚 ,相同 的 D 值 能 在 拓扑 连通 性 不 


同 的 集合 中 出 现 。 拓 扑 维 数 Dr 给 出 了 分 维 D 的 下 界限 ,但 这 个 
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界限 经 常 大 大 低 于 下 确 界 , 以 致 没有 什么 用 处 。 一 个 分 维 D fE 2 
与 3 之 间 的 形状 可 以 是 “ 片 状 的 "“ 直 线 状 的 "或 “尘埃 状 的 ” ,它们 
的 构 形 多 种 多 样 ,很 难 确认 它们 ,或 给 它们 全 都 找到 名 称 。 例 如 ， 
当 分 形 形 状 几 乎 极 像 绳子 ,但 “ 强 股 "是 如 此 地 多 ,以 致 事实 上 比 强 
还 更 像 绳 。 类 似 地 ,接近 于 片 状 的 分 形 是 “更 " 像 片 状 的 。 还 有 ,也 
可 能 是 片 状 和 绳 样 任意 地 混合 的 形状 。 在 直观 上 ,我 们 可 以 期 望 
在 分 维和 连通 度 之 间 应 该 存在 某 些 更 密切 的 关系 式 ,但 这 在 1875 
年 至 1925 年 期 间 却 使 数学 家 们 失望 。 在 第 23 章 我 们 将 转 到 这 类 
专门 问题 ,可 以 这 样 说 ,在 这 些 结 构 间 的 真实 松散 关系 ,实质 上 是 
-个 未 被 探索 的 领域 。 

在 第 14 章 中 提出 的 树枝 状 问题 也 是 很 重要 的 ,然而 它 对 汕 流 
研究 的 影响 也 未 被 探索 过 。 

HARFA fE Comsin 1962, Tennekes 1968 和 Saffman 1968 
中 ,用 一 个 称 为 峰 态 的 间歇 性 测度 来 处 理 连通 性 问题 。 在 表面 上 ， 
这 些 模 型 研究 的 形状 属于 平面 ( 片 ) 或 直线 ( 棒 ) 的 拓扑 维 数 。 然 
而 ,它们 通过 在 峰 态 和 雷诺 数 之 间 一 个 预测 的 短 次 规律 关系 式 的 
指数 来 间接 地 检验 此 拓扑 。 不 幸 的 是 ,这 个 尝试 失败 了 ,因为 峰 态 
指数 事实 上 是 受 各 种 附加 假设 所 支配 的 ,而 最 后 仅仅 依赖 于 此 模 
型 产生 的 形状 的 分 维 D。 在 Corsin 1962 中 ,预言 D 值 等 于 它 假 
设 的 拓扑 维 数 Dr = 2。 这 个 预言 是 错误 的 ,因为 实际 材料 含有 分 
形 , 而 该 模型 却 没有 。 另 一 方面 ,在 Tennekes 1968 中 假设 Drzl 
却 得 到 了 分 数值 D 22.6, 因此 它 包 含有 近似 的 分 形 。 无 论 如 何 ， 
企图 从 峰 态 推断 出 直观 “形状 "和 拓扑 维 数 间 的 联系 是 没有 根据 
的 。 - 
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第 11 章 ”微分 方程 的 分 形 奇 性 


本 章 首次 讨论 大 自然 的 分 形 几何 与 数学 物理 主流 之 间 的 联 
系 。 它 是 如 此 重要 ,以 致 值得 单独 设 章 。 兴 趣 在 其 他 方面 的 读者 
也 应 循序 一 读 。 


洪流 理论 的 分 裂 


当前 油 流 理论 研究 的 主要 缺点 ,是 它 被 至 少 分 割 为 互 不 联系 
的 两 部 分 。 一 部 分 包含 Kolmogorov 1941 提出 的 成 功 的 现象 学 (将 
在 第 30 章 中 作 极 详细 的 考察 ) ,而 另 一 部 分 包含 水 动力 学 的 微分 
方程 , 即 由 欧 拉 对 非 粘性 流体 和 纳 维 (和 斯 托 克 斯 ) 对 粘性 流体 作 
出 的 方程 。 这 两 部 分 间 仍 然 没 有 关系 :如 果 “ 和 阐明 ”和 “理解 "意味 
着 “简化 基本 方程 ”, 则 柯 尔 莫 哥 洛 夫 理论 至 今 没有 被 阐明 或 理解 。 
因此 柯 尔 莫 哥 洛 夫 对 解 流 体 运 动 方程 没有 帮助 。 

在 第 10 章 里 ,我 断言 满 流 耗 散 并 非 在 整个 空间 都 是 均匀 的 ， 
而 只 在 一 个 分 形 子 集 上 均匀 , 粗 看 起 来 似乎 间隙 更 大 了 ,但 是 我 坚 
决 主张 情况 正 是 与 此 相反 。 对 我 有 利 的 情况 正在 明显 增加 。 


让 我 们 回顾 一 下 成 功 地 求解 一 个 数学 物理 方程 的 手段 。 通 

常 , 先 要 拟 一 张 表 ,把 在 特定 条 件 下 求解 方程 得 到 的 解 ,与 在 物理 

观测 的 基础 上 所 猜测 的 解 相 结 合 。 然 后 , 略 去 解 的 细节 ,我们 就 得 

到 一 张 表 征 该 问题 基本 “ 奇 性 ”的 特征 表 。 此 后 ,对 更 复杂 的 方程 

例子 ,常常 能 够 用 第 一 级 近似 求解 , 即 确认 合适 的 奇 性 ,并 把 它们 

按 要 求 联 合 在 一 起 求解 。 这 就 是 微 积 分 的 学 生 如 何 画 有 理 函 数 图 
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象 的 方法 。 当 然 ,标准 的 奇 性 是 标准 的 欧 几 里 得 集合 :点 ,曲线 和 
曲面 。 


猜测 :流体 运动 的 奇 性 是 分 形 集合 (Mandelbrot 1976 c) 


在 这 个 展望 中 ,我 把 从 欧 拉 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 解 来 导出 
济 流 所 感受 到 的 困难 看 作 是 我 们 没有 标准 奇 性 来 说 明 直 观 上 理解 
的 消 流 特性 。 

我 主张 替换 为 (Mandelbrot 1976 c) 基 本 方程 的 满 流 解 包 含有 
完全 新 一 类 型 的 奇 性 或 “ 近 平 奇 性 "。 此 奇 性 就 是 局 部 标 度 的 分 形 
集 ,近乎 奇 性 就 是 近似 的 上 述 集合 。 

形成 上 述 论点 的 一 个 普通 原因 是 标准 集 已 被 证 明 是 不 合适 
的 ,我 们 可 以 用 更 好 的 已 知 集合 作 同样 的 试验 ,但 是 还 可 能 有 更 特 
殊 的 原因 。 


非 粘 性 ( 欧 拉 ) 流 体 


第 一 个 特别 猜测 ”我 的 论点 之 一 ,是 欧 拉 方 程 解 的 奇 性 是 分 
形 集 合 。 
原动力 ”上述 论点 的 信念 依赖 于 一 个 古老 的 概念 , 即 存在 于 
方程 中 的 对 称 性 和 其 他 不 变性 “必定 ”要 反应 到 方程 的 解 之 中 (对 
于 一 种 自 成 系统 的 ,仔细 而 生动 的 描述 ,可 见 Birkhoff 1960 中 的 第 
了 章 )。 当 然 ,保持 对 称 性 决 不 是 大 自然 的 普遍 原理 ,因此 我 们 不 
能 排除 在 此 有 “破坏 对 称 性 ”的 可 能 。 然 而 ,我 提议 可 以 来 试 一 试 
保持 对 称 性 的 结论 。 因 为 欧 拉 方 程 是 无 标 度 的 ,所 以 方程 的 典型 
解 也 应 是 无 标 度 的 ,而 且 它们 可 能 有 的 任何 奇 性 也 应 同样 是 无 标 
度 的 。 如 果 这 些 努 力 都 失败 , 则 可 以 证 明 其 奇 性 就 不 是 标准 的 点 、 
线 或 曲面 ,它们 一 定 是 分 形 。 
当然 也 可 能 发 生 这 种 情况 , 标 度 是 由 于 边界 的 形状 和 初始 速 
度 所 强加 的 。 然 而 ,很 可 能 解 的 局 部 性 质 受到 “对 边界 无 感觉 的 原 
132 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


理 ” 支 配 , 因 此 解 是 局 部 无 标 度 的 。 

亚历山大: 肖 兰 的 工作 Chorin 1981 为 我 的 论点 提供 了 强 有 
力 的 支持 ,他 把 涡流 的 方法 应 用 于 分 析 充 分 发 展 的 汕 流 的 惯性 范 
围 。 他 发 现 高 度 拉 伸 的 涡 旋 将 它 本 身 聚 集 到 一 个 体积 不 断 减 小 以 
及 维 数 D~2.5( 55 10 章 的 结论 相 容 ) 的 物体 内 部 。 对 柯 尔 莫 再 
洛 夫 指数 的 修正 B =0.17+0.03 是 符合 实验 数据 的 。 计 算 表 明 ， 
三 维 欧 拉 方 程 的 解 在 有 限时 间 内 要 筑 掉 。 

未 发 表 的 肖 兰 的 工作 更 接近 于 实验 数据 :2.5< D <2.6。 


粘性 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 ) 流 体 


第 2 个 特别 猜测 ”此 外 ,我 主张 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 解 的 奇 性 
只 能 是 分 形 。 

维 数 不 等 式 ” 而 且 , 我 们 有 一 种 直观 的 感觉 , 即 纳 维 -斯 托 克 
斯 方程 的 解 必 定 是 较为 光滑 的 ,因此 比 欧 拉 方程 解 的 奇 性 要 少 。 
所 以 进一步 猜测 在 欧 拉 情形 中 的 维 数 要 大 于 纳 维 -斯 托 克 斯 情形 。 
通 向 无 粘性 的 道路 无 疑 是 奇 性 的 。 

近乎 厅 性 ”我 全 部 论点 实施 中 的 最 后 一 个 猜测 ,涉及 到 耗 散 
的 峰 包 含 于 间歇 性 概念 中 :它们 是 由 于 粘性 而 变 光 滑 的 欧 拉 奇 性 。 

V. 谢 弗 的 工作 在 粘性 情形 下 对 我 猜测 的 考察 是 由 V. 谢 
弗 倡 导 而 最 近 又 有 其 他 人 加 入 的 研究 , 即 在 这 种 观点 下 研究 受 纳 
维 -斯 托 克 斯 方程 (: = 0 时 具有 有 限 的 动能 ) 支 配 的 有 限 或 无 限 流 
体 运 动 。 

假定 奇 性 确实 存在 ,Scheffer 1976 中 证 明了 它们 必定 满足 下 述 
定理 。 首 先 , 它 们 在 整个 时 间 轴 上 的 投影 最 多 具有 分 维 1/2。 其 
次 ,它们 在 空间 坐标 上 的 投影 最 多 是 维 数 等 于 1 的 分 形 。 

事实 上 ,结果 是 上 面 的 第 一 个 结论 是 对 一 篇 陈旧 但 很 有 名 的 
论文 (Leray，1934) 的 注释 所 作 的 推论 , 勒 雷 在 一 个 形式 不 等 式 ( 谢 
弗 的 第 一 定理 是 它 的 一 个 推论 ) 后 面 的 注释 突然 停 住 ,实际 上 仅仅 
是 一 种 重新 叙述 。 但 是 说 成 “仅仅 ”是 公正 的 吗 ? 用 更 加 优美 的 术 
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语 来 重新 叙述 一 个 结果 (为 了 传播 的 缘故 ) 极 少 被 看 成 科学 上 的 进 
展 ,但 我 认为 现在 的 情况 是 不 同 的 。 勒 雷 定理 中 的 不 等 式 ,在 曼 德 
布 罗 特 - 谢 弗 推论 把 它 放 在 适当 的 位 置 之 前 几乎 是 无 用 的 。 

在 最 近 关 于 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 研究 中 对 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 
奇 维 数 几乎 常规 的 使 用 完全 可 归 潮 于 我 的 猜测 。 


物理 学 中 其 他 非 线性 方程 的 奇 性 


对 本 书 提 出 的 包含 标 度 分 形 的 其 他 现象 ,无 论 欧 拉 方 程 还 是 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,都 无 能 为 力 。 例 如 ,星系 分 布 由 引力 方程 所 
支配 。 但 是 ,对 称 性 守恒 的 论点 应 用 于 所 有 的 标 度 方程 。 事 实 上 ， 
拉 普 拉 斯 的 一 个 模糊 的 注 记 ( 见 第 41 章 , 莱 布 尼 兹 和 拉 普 拉 斯 标 
度 变换 ) 现 在 可 被 看 成 是 (几乎 百分之百 ) 为 点 明 第 9 章 的 主题 。 

更 一 般 地 , 奇 性 的 分 形 特征 很 可 能 被 描述 为 许多 不 同 的 数学 
物理 方程 所 共有 的 一 般 特性 。 这 可 能 是 某 些 非常 广泛 的 非 线性 类 
吗 ? 这 个 课题 将 在 第 20 章 中 以 不 同 的 术语 再 次 相遇 。 - 
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第 四 篇 ” 标 度 分 形 
第 12 章 长 度 一 面积 一 体积 关系 


第 12 章 和 第 13 章 将 通过 大 量 微型 案例 的 研究 来 拓展 分 维 的 
性 质 ,这 些 案例 的 重要 性 不 同 ,难度 逐渐 增加 。 第 14 章 将 说 明 分 
形 几 何 学 必须 涉及 的 概念 不 限于 分 维 。 

本 章 描述 (并 应 用 于 不 同 的 具体 情况 ) 关 于 欧 几 里 得 几何 学 中 
某 些 标准 结果 的 分 形 对 应 物 ( 由 我 发 展 的 )。 可 以 认为 它们 与 第 
6.8.9 章 所 得 到 的 M( R) oc RP 形式 的 分 形 关系 相 平行 。 


标准 的 维 数 分 析 


根据 半径 为 R 的 圆 的 圆周 长 度 等 于 2=R ,而 此 圆周 围 成 圆 盘 

的 面积 为 xR? 的 道理 ,可 得 
(KE) = 28 2 (8 07. 
对 于 正方 形 ,相应 的 关系 是 
(长 度 ) =4(18181)12,, 

一 般 地 ,在 几何 上 相似 但 有 不 同 线 尺度 的 每 个 标准 平面 形状 族 中 ， 
比值 :( 长 度 )/( 面 积 )!?2 是 完全 由 共同 形状 所 决定 的 一 个 数字 。 

在 空间 (E=3) 中 ,长 度 , (ER) AR) 提供 了 形状 的 
线 尺 度 的 各 种 估计 ,其 中 的 任意 两 个 量 之 比 是 与 测量 单位 无 关 的 
形状 参数 。 
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不 同 线 尺 度 的 等 价 性 在 许多 应 用 中 是 很 有 用 的 。 再 加 上 时 间 
和 质量 的 扩充 就 构成 了 一 种 有 效 的 工具 , 即 物 理学 家 所 谓 的 “ 量 纲 
分 析 ”。(Birkhoff 1960 是 一 本 值得 推荐 的 说 明 量 纲 分 析 的 基本 特 
点 的 教材 。) 


HHF ARERR 


然而 ,在 大 量 情况 下 , 诸 线性 尺度 之 间 的 等 价 性 显得 令 人 难以 
理解 。 例 如 哺乳 动物 的 大 脑 满足 
(体积 ) oc (面积 )!?， 
D~3, VOR BAA 2, Hack 1957 测量 了 在 流域 中 主 河流 的 长 
度 , 并 发 现 
(THR)? (BE), 
D 肯定 大 于 预期 值 1。 早 年 的 作者 对 这 最 后 一 个 结果 的 解释 为 ， 
流域 并 非 自 相 似 的 ， 主流 瘦长 而 支流 矮 胖 。 遗 憾 的 是 这 种 解释 与 
实际 情况 不 符 。 
本 章 叙 述 我 对 这 些 情况 和 有 关 结 果 的 一 种 较为 令 人 信服 的 说 
明 。 我 的 工具 是 一 种 新 的 、 分 形 的 长 度 一 面积 一 体积 关系 。 


分 形 长 度 一 面积 关系 


为 了 点 明 论据 ,考虑 一 个 具有 分 形 海岸 线 ( 维 数 D > 1) 的 并 在 
几何 上 相似 的 岛屿 的 集合 。 在 此 ,标准 比值 (长 度 )/( 面 积 )!?2 是 无 
限 的 ,但 我 将 说 明 它 有 一 个 有 用 的 分 形 对 应 物 。 我 们 把 用 长 度 为 
G 的 标尺 测量 得 到 的 海岸 线 记 为 6- 长 度 ， 并 把 用 C? 作为 单位 测 
量 得 到 的 岛屿 面积 记 为 6- 面积 。 注意 到 G- 长 度 对 于 G 的 依赖 性 
是 非 标 准 的 ， 而 G- 面 积 对 于 G 的 依赖 性 是 标准 的 ， 构成 广义 比值 

(G-K I) ^j G- me), 
我 断言 这 个 比值 对 我 们 的 几何 相似 岛屿 均 取 相 同 的 值 
其 结果 是 ,可 以 用 两 种 不 同方 式 来 计算 每 个 岛屿 以 G 为 单位 
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WARE: 标准 表达 式 ( G- 面 积 )2 以 及 非 标准 的 ( G- 长 度 )””。 
新 的 特点 在 于 ， 如 果 用 另 一 一 标尺 长 度 G 代替 CG, 诸 线 尺度 之 
比 用 
(c - IKE) P/ GR)? 
RE, 它 与 原先 那个 的 差别 只 在 于 因子 (C'/G)Y2-1。 
作为 线 尺 度 的 比值 , 它 对 相互 相似 的 有 界 图 形 构成 的 不 同 的 
族 是 不 同 的 ,不 论 它 们 是 分 形 的 还 是 标准 的 ,都 是 如 此 。 因 此 它 定 
量 地 表征 了 图 形 形 状 的 一 个 方面 。 
值得 注意 的 是 ,长 度 一 面积 关系 可 以 用 来 确定 环绕 标准 区 域 
的 分 形 曲 线 的 维 数 。 
关系 式 的 证 明 第 一 一 步 是 用 内 在 的 与 面积 有 关 的 标尺 
G* = (G- 面 积 ) /1000 
来 测量 每 一 条 海岸 线 的 长 度 。 当 我 们 把 岛屿 的 每 一 个 海岸 线 用 周 
边 长 为 6* 的 多 边 形 来 近似 时 ,这 些 多 边 形 也 是 相互 相似 的 ,它们 
的 长 度 正比 于 标准 线 尺 度 ( G- 面 积 )“。 
其 次 ,把 6* 用 所 述 的 标尺 G 来 代替 。 由 第 6 章 知道 ,测量 长 
度 以 比值 (G/LG* )!- ?改变 。 从 而 
(G- 长 度 )x (G- 面 积 ) 2(CLC )'7? 
= (6G- 面 积 ) 2-107 D ç! - P1000?! 
= (G- i BO G- D10002-1。 
最 后 ,对 两 侧 作 1/D3E3E, 就 可 得 到 前 述 结论 。 


WIRE afl USE 


上 面 的 论证 帮助 说 明了 测量 得 到 的 河流 长 度 有 什么 意义 。 为 
了 定义 流域 中 主流 的 长 度 ,我 们 把 河道 用 维 数 D > 1 的 一 条 波浪 
状 自 相似 曲线 来 近似 , 它 由 称 为 源头 的 一 点 通 向 称 为 河口 的 另 一 
点 。 如 果 所 有 河流 以 及 它们 的 流域 彼此 都 是 相似 的 ,那么 长 度 一 
面积 的 分 形 关系 意味 着 
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Carica G- IK BE)! “正比 于 (流域 的 C- HEZ, 
此 外 ,常识 表明 

(流域 的 G- 面 积 ) “正比 于 (由 源头 到 河口 的 直线 距离 ) 。 
组 合 这 两 个 结果 ,我 们 得 到 结论 

(河流 的 6- 长 度 ) “正比 于 (由 源头 到 河口 的 直线 距离 )。 

前 面 已 提 到 ,最 引 人 注 目的 是 Hack 1957 根据 经 验 发 现 ,比值 

(河流 的 G- 长 度 )/( 流 域 的 G- 面 积 )0。 
确实 对 于 所 有 河流 是 共同 的 。 这 样 就 间接 地 算出 了 D/2-0. 6, 从 
而 D =1.2, 使 人 联想 起 由 海岸 线 长 度 推 知 的 数值 。 如 果 用 D 来 
量度 不 规则 程度 ,那么 河床 的 局 部 弯 折 与 大 范围 内 的 弯曲 将 是 同 
等 的 ! 

然而 ,对 于 流域 面积 > 104 PK? 和 相应 的 很 长 的 河流 ,JE. 
米 勒 观察 到 D 的 数值 下 降 为 1。D 的 两 个 不 同 数值 提示 我 们 ,如 
果 把 所 有 流域 映射 到 同样 大 小 的 纸 片 上 ,那么 短 的 河流 与 长 的 河 
流 的 映 象 几乎 相同 ， 但 特别 长 的 河流 更 接近 于 直线 。 非 标准 的 自 
相似 性 有 可 能 在 外 界限 0 处 被 破坏 ,0 的 数值 为 100 千 米 量 级 。 

河流 树 的 累积 长 度 上 面 的 论述 预测 流域 中 所 有 河流 的 累积 
长 度 应 正比 于 流域 面积 。 有 人 告诉 我 这 个 预测 是 正确 的 ,但 我 未 
找到 参考 文献 。 

回 到 几何 学 ”对 于 与 “雪花 扫 掠 "曲线 (图 7-16 和 图 7-18) 相 
联系 的 河流 和 堤岸 , D ~ 1.6218, 稍 高 于 观察 数值 。 图 7-20 至 图 
7-23 中 曲线 的 相应 维 数 为 万 = 1.1291, 低 于 观察 数值 。 

图 7-2 和 图 7-5 的 皮 亚 诺 曲 线 与 之 相差 其 远 ,因为 D = L, 

注意 河流 与 堤岸 维 数 的 等 同 并 非 在 逻辑 上 必须 如 此 ,而 只 是 
某 种 递归 模型 的 特点 。 作 为 对 照 ,在 Mandelbrot 1975 m 中 描述 过 
的 ,用 箭头 曲线 (图 14-4) 相 连接 的 河道 网 ,涉及 维 数 D = 1 的 河 
流 ,这 太 小 了 ,而 堤岸 的 维 数 为 D1.5849, 又 太 大 了 。 


雨 和 云 的 几何 学 


前 面 提 到 的 分 形 可 能 用 于 模拟 云 。 这 种 猜测 现 已 为 Lovejoy 
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1982 所 证 实 , 见 图 12-1 中 的 分 形 面积 -周边 图 。 在 气象 学 中 还 有 
很 少 几 张 图 涉及 在 很 大 尺度 范围 内 所 有 可 能 得 到 的 数据 ,它们 颇 
接近 于 这 一 条 直线 。 

这 些 数 据 综合 了 在 热带 大 西洋 雨 区 (降雨 率 约 为 0.2 毫米 /小 
时 ) 的 雷达 观察 ,以 及 跨越 印度 洋 上 空 云 区 ( = 最 高 云层 温度 低 于 
-10% 的 地 区 ) 的 同步 卫星 红外 线 观 察 。 区 域 范围 从 1 至 大 于 
1,000,000 平 方 千 米 。 至 少 在 6 个 量 级 上 拟 合 的 周边 维 数 为 4/3。 
提供 物理 解释 (这 是 件 愉快 的 事情 ) 就 留待 洛 夫 乔 伊 博士 来 进 
行 了 。 

云层 的 最 大 扩展 可 以 由 中 非 至 南 印度 ,这 个 尺寸 远 远 超过 大 
气 层 的 厚度 FOEDUS L 与 大 气 厚度 总 是 十 分 接近 的 。 第 
35 页 上 所 引 理 查 森 的 说 法 可 证 明 是 有 预见 性 的 。 


面积 一 体积 关系 " 微 滴 的 凝聚 


长 度 一 面积 关系 的 推导 很 容易 推广 到 以 分 形 曲面 为 界 的 空间 
DOR ,并 导致 关系 式 : 

(G-E)? < (G- 体 积 )”。 

为 了 说 明 这 个 关系 ,考虑 蒸汽 凝聚 成 液体 。 这 是 一 种 众 所 周 
知 的 物理 现象 ,但 它 的 理论 是 近来 才 发 展 的 。 为 了 说 明 Fisher 
1967, 下 面 描述 的 几何 图 画 显然 是 由 J. 弗 伦 克 尔 、W. 班 德 和 
A. 比尔 在 30 年 代 后 期 完全 独立 地 提出 的 。 气 体 是 由 相互 完全 分 
离 的 孤立 分 子 组 成 的 ,但 其 中 也 有 偶然 出 现 的 集团 ,它们 由 引力 或 
紧 或 松 地 结合 在 一 起 。 不 同 尺寸 的 集团 处 于 相互 间 统 计 平 衡 的 状 
态 中 ,有 时 相聚 而 有 时 相 离 ,但 甚至 与 液 “ 滴 ”类 似 的 相当 大 的 集团 
也 有 小 的 出 现 机 会 。 对 于 一 个 足够 大 的 集团 ,( 它 并 不 过 分 拉 长 而 
像 作为 例子 的 一 片 海藻 !) 其 表面 积 是 相当 好 地 确定 的 。 集 团 块 的 
表面 给 它 以 稳定 性 。 如 果 温 度 降低 ,集团 组 合成 小 滴 和 小 滴 合 并 
便 是 有 利 的 ,由 此 减少 总 的 表面 积 ,并 从 而 减少 总 能 量 。 如 果 条 件 
合适 ,小 滴 将 迅速 长 大 。 宏 观 水 滴 的 出 现 表 明 凝 聚 开始 发 生 。 
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建立 在 这 张 图 画 上 ,M. E. 费 希 尔 认为 凝聚 水 滴 的 面积 与 体 
积 用 等 式 (面积 )”= (体积 ) 3 来 联系 。 费 希 尔 解 析 地 计算 了 D, 
而 未 涉及 D 的 几何 意义 ,但 我 们 现在 肯定 会 猜测 水 滴 的 表面 是 维 
BON D 的 分 形 。 


LEES SIE: 


为 了 说 明 在 重要 的 极限 情况 D = 3 时 的 面积 一 体积 关系 ,并 
同时 驱除 第 7 3E FH LR Bz Wp E JE AR BJ RE, 92401 RL T 2s lB] 00 
曲面 来 说 明 解 剖 生 理学 的 一 个 著名 问题 。 

哺乳 类 大 脑 的 体积 在 0.3 至 3000 毫升 之 间 变 化 ,小 动物 的 大 
脑 皮 层 比 较 光 滑 或 完全 光滑 ,而 大 动物 的 大 脑 皮 层 趋 于 目 视 可 见 
的 卷 缠 , 且 与 动物 在 进化 系列 中 的 位 置 无 关 。 动 物 学 家 认为 ,白质 
(由 神经 原形 成 ) 与 灰质 (神经 原 在 此 终止 ) 之 比 ,对 于 所 有 哺乳 类 
都 是 相同 的 ,从 而 为 了 保持 这 个 比例 ,大 动物 的 大 脑 皮 层 就 必须 是 
折合 的 。 知 道 了 折合 程度 纯粹 是 几何 学 问题 ,就 使 人 们 不 至 于 在 
海豚 和 鲸鱼 面前 感到 害怕 :它们 虽然 大 过 我 们 , 却 没 比 我 们 更 加 
进化 。 

对 这 种 折合 的 定量 研究 并 非 标准 几何 学 所 能 胜任 的 ,而 应 用 
分 形 几 何 学 却 十 分 相宜 。 灰 色 物 质 的 体积 大 约 等 于 它 的 厚度 乘 以 
大 脑 表面 皮膜 ( 称 为 “ 软 膜 ”) 的 面积 。 如 果 厚 度 e 对 于 所 有 的 动物 
都 相同 ,那么 软 膜 面积 将 不 仅 正 比 于 灰色 物质 体积 ,而 且 也 正比 于 
白色 物质 体积 ,从 而 正比 于 总 体积 Y。 因 此 ,面积 一 体积 关系 将 导 
X D =3, i KRG e 的 范围 内 充满 整个 空间 。 

经 验 性 面积 一 体积 关系 的 较 好 拟 合式 为 4x V?,D/3~0.91 
至 0.93[ 是 Jerison( 私 人 通信 ) 基 于 伊 菜 亚 斯 和 施 瓦 蒋 , 布 罗 德 曼 等 
人 的 数据 ]。 最 直接 的 说 明 是 软 膜 只 是 不 完全 地 充满 空间 , D 的 
范围 在 2.79 与 2.73 之 间 。 在 第 17 章 总 结 这 个 题目 时 ,将 给 出 较 
ARA HEHE. 
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肺泡 和 细胞 膜 


是 否 有 哪 一 位 生物 学 家 愿意 站 起 来 声称 ,上 节 并 未 给 出 有 价 
值 的 结果 ,并 未 给 出 意料 之 外 的 见解 ? 我 很 高 兴 能 听 到 这 样 的 反 
对 意见 ,因为 它 进一步 支持 了 第 7 章 得 以 开始 的 论据 。 尽 管 生物 
学 家 会 与 数学 家 所 装扮 的 皮 亚 诺 曲 面相 距 十 万 八 千里 ,我 却 认为 
它 的 基本 思想 对 该 领域 中 的 优秀 理论 家 其 实 是 很 熟悉 的 。 

于 是 ,上 节 的 主要 新 鲜 之 处 在 于 D<3 的 曲面 (如 我 们 所 看 到 
的 ) 需 要 一 个 好 的 拟 合 。 让 我 们 来 看 看 它们 对 生物 学 的 全 新 用 途 ， 
即 它们 如 何 帮 助 搞 清 几 种 活 的 膜 的 详细 结构 。 

先 用 一 小 段 来 综述 Weibel 1979 中 第 4、3、7 节 。 对 人 的 肺泡 
面积 的 估计 是 相互 矛盾 的 :用 光学 显微镜 得 出 80 平方 米 ,而 用 电 
子 显微镜 得 出 140 平方 米 。 这 种 分 时 有 实质 性 意义 吗 ? BRAM 
部 对 空气 交换 并 不 起 作用 ,因为 它们 被 液体 状 内 层 光滑 化 了 (导致 
作用 面积 更 小 ) ,但 它们 对 溶质 的 交换 是 重要 的 。 测 量 ( 受 我 的 文 
章 “ 英 国 的 海岸 线 "的 启发 ) 表 明 ,在 第 一 级 近似 下 ,在 相当 大 的 斥 
度 范围 内 , 膜 的 维 数 是 D =2. 17。 

Paumgartner & Weibel 1979 考察 了 活 细 胞 中 的 子 细胞 膜 。 同 
样 ， 过 去 对 单位 体积 的 面积 的 不 同 估算 之 间 的 明显 差别 ， 通过 对 于 
外 线粒体 膜 ( 它 缠绕 着 细胞 ,只 是 稍微 偏离 具有 最 小 面积 /体积 比 
的 膜 的 光滑 性 特征 ) 取 D =2.09 就 消失 了 。 另 一 方面 ,对 于 内 线 
RKR, D =2.53, 对 于 内 质 网 状 结构 ,D = 1.72。 
值得 指出 ,许多 动物 的 鼻骨 结构 具有 特殊 的 复杂 性 ,而 使 覆盖 

鼻骨 的 “皮肤 ”在 小 体积 内 有 很 大 的 面积 。 对 于 鹿 和 北极 狐 ,这 种 
膜 可 能 对 于 嗅觉 有 作用 ， [B (Schmidt-Nielsen 1981) J& Bt rp 2 DUE AR 
的 作用 却 是 为 了 节省 宝贵 的 水 分 。 
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模块 计算 机 几何 学 


为 了 进一步 说 明 面积 一 体积 关系 ,我 们 来 看 看 计算 机 的 一 个 
方面 。 计 算 机 并 非 自然 系统 ,但 这 不 应 当 使 我 们 却步 而 止 。 这 个 
和 另外 几 个 案例 研究 有 助 于 说 明 ,在 最 终 的 分 析 中 ,分 形 方法 可 以 
用 来 分 析 “ 任 何 "自然 的 或 人 造 的 “系统 ", 条 件 只 是 它们 能 被 分 解 
成 以 自 相 似 模式 结合 起 来 的 “各 部 分 ”, 且 这 些 部 分 本 身 的 性 质 不 
如 把 它们 组 合 起 来 的 规律 那样 重要 。 

复杂 的 计算 机 回路 总 可 以 分 解 成 许多 个 小 模块 ,其 中 每 一 个 
都 包含 大 量 ( C) 元 件 ,它们 与 外 界 用 大 量 的 ( 7) 终端 相 连接 。 在 百 
分 之 几 的 误差 范围 内 ,可 以 发 现 TP CE, FEDERE 
这 种 指数 的 方式 。 在 国际 商用 机 器 公司 (IBM) 中 ,上 述 规则 归功 
T E. 瑞 特 ; 见 Landman & Russo 1971。 

最 早 的 原始 数据 提示 D/E =2/3, 这 个 数值 就 是 Keyes 1981 对 
神经 系统 (视神经 和 及 胜 体 ) 中 的 巨大 “回路 "的 外 推 值 。 然 而 , 比 
P| D/E 随 着 回路 功能 的 完善 而 增 大 。 而 功能 本 身 又 反映 了 在 设 
计 中 所 存在 的 并 行程 度 。 特 别 地 ,采用 极端 特性 的 设计 导致 D 的 
极 值 。 在 移 位 记录 器 中 ,模块 形成 了 一 个 链 ,不 论 C 值 如 何 总 有 
7=2, 从 而 D =0。 采 用 并 行 积分 ,每 个 元 件 只 需要 它 自己 的 接头 ， 
T=C, 从 而 Dz E, 

为 了 说 明 D/E-2/3, R.W. 凯 斯 注意 到 诸 元 件 典 型 地 安排 
在 模块 的 体积 中 ,而 连接 线 则 经 过 其 表面 。 S TER TUER 
要 瑞 特 规则 ,得 假定 诸 元 件 有 大 致 相同 的 体积 V fl iN o 
为 C 是 模块 的 总 体积 除 以 Y, "4 约 赂 正比 于 模块 的 半径 。 另 一 
£, 2 NIC uM 
同 度量 的 等 价 性 。E =3 是 回路 的 欧 几 里 得 维 数 ,而 D = 2 是 标准 
曲面 的 维 数 。 

注意 到 模块 的 概念 是 含糊 甚至 几乎 是 不 确定 的 ,但 只 要 任何 
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模块 的 子 模块 是 通过 它们 的 表面 相互 连接 的 , 瑞 特 规则 就 相当 好 
地 描述 了 这 个 特征 。 

解释 上 面 提 到 的 极端 情形 是 容易 的 。 在 标准 线性 结构 中 E = 
1, 边 界 简 化 为 两 点 ,从 而 D =0。 在 标准 的 平面 结构 中 ,=2 和 
D=1, 

然而 , 当 比 值 E/D 既 不 是 3/2, 又 不 是 2/1, 也 不 是 1/0 时 , 标 
准 欧 几 里 得 几何 学 就 不 能 把 C 解释 为 体积 表示 ,也 不 能 把 了解 释 
为 面积 表示 。 然 而 这 种 解释 仍然 是 十 分 有 用 的 , 且 在 分 形 几何 学 
中 是 容易 的 。 在 与 外 界 用 全 部 表面 相 接触 的 一 个 空间 回路 中 ， 
E =3,D 值 在 2 与 3 之 间 。 在 全 部 边界 曲线 与 外 界 接触 的 一 个 平 
面 回 路 中 ,E =2,D 值 在 1 与 2 之 间 。 整 数 并 行 性 情况 D=E 对 
应 于 皮 亚 诺 边界 。 进 而 ,如 果 边 界 并 未 全 部 利用 ,那么 “有效 边 界 ” 
可 以 是 D 值 在 0 与 5 之 间 的 任何 曲面 。 


一 


1 10 107 10? 10° 10° 108 


图 12-1 82(O)MRR(O@)H LOG Aw) AF 
LOG( 面 积 )。 取 自 Lovejoy 1982 
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551338 岛屿 .群集 和 和 逾 渗 ; 
直径 一 数量 关系 


本 章 讨论 分 形 c- 曲 线 , 即 可 分 解 为 无 限 个 分 离 碎 片 的 分 形 ， 
每 一 碎片 都 是 一 条 连通 曲线 。 具 体 情形 从 群岛 中 诸 岛 屿 的 海岸 线 
到 一 个 重要 的 物理 学 问题 : 逾 渗 D。 本 章 前 面 几 节 中 的 资料 对 
1977 年 版 4 分形》 是 新 的 ,本 章 的 其 余部 分 多 数 也 是 新 的 。 

让 我 们 从 回顾 “英国 海岸 线 有 多 长 "这 个 问题 开始 ,并 寻 问 环 
绕 着 不 列 颠 海岸 有 多 少 个 岛屿 ?这 个 数目 肯定 既是 很 大 的 ,又 是 
很 不 确定 的 。 随 着 增加 的 小 岩石 堆 被 作为 岛屿 登记 入 册 , 总 的 清 
单 增长 着 ,岛屿 的 总 数 实际 上 是 无 限 的 。 

因为 地 面 起 伏 是 细微 的 “波状 ”, 毫 无 疑问 ,类 似 于 海岸 线 长 
DBE ,岛屿 的 总 面积 在 地 理 上 也 是 无 限 的 。 然 而 被 海岸 线 环绕 的 部 
分 有 完全 确定 的 “映射 面积 "。 诸 不 同 岛屿 如 何 分 享 总 的 映射 面 
积 ,是 一 个 重要 的 地 理 特征 。 人 们 甚至 可 以 认为 ,这 个 “面积 一 数 
量 关系 "对 地 理 形状 的 贡献 , 比 诸 海 岸 线形 状 的 贡献 更 大 。 例 如 ， 
如 果 爱 琴海 不 包括 那些 希腊 岛屿 的 海岸 , 那 将 是 难以 想象 的 。 这 
个 问题 显然 值得 进行 定量 研究 ,本 章 通过 推广 科 赫 曲线 来 提供 一 
种 研究 。 

其 次 ,本 章 考 察 通 过 推广 熟悉 的 分 形 发 生 过 程 (或 者 是 科 赫 步 
又 ,或 者 是 凝结 ) 而 得 到 的 其 他 各 种 支离破碎 形状 。 这 种 形状 就 称 
为 接触 群集 ,可 以 证 明 它 们 的 直径 一 数量 分 布 与 岛屿 的 相同 。 

对 充满 平面 的 接触 群集 有 特别 的 兴趣 ， 尤其 是 那些 为 某 些 皮 
亚 诺 曲 线 所 发 生 的 群集 ,这 些 皮 亚 诺 曲 线 的 奇怪 折线 并 不 自 相交 ， 
但 具有 被 小 心 控制 的 自 接触 点 。 这 样 一 来 ,驯服 的 皮 亚 诺 人 怪物 的 

© IS (Percolation) ,过 去 文献 都 译 成 “渗流 "。 一 一 校 者 注 
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传奇 故事 就 被 新 的 剧情 所 充实 ! 
最 后 但 并 非 最 不 重要 ,本 章 包 括 了 逾 渗 几何 学 案例 研究 的 第 
一 部 分 ,这 是 也 在 第 14 章 中 研究 的 一 种 十 分 重要 的 物理 现象 。 


广义 的 柯 尔 恰 克 经 验 定律 


把 一 个 区 域内 的 所 有 岛屿 按 其 尺度 大 小 的 减少 次 序列 成 一 张 
表 。 尺 度 大 于 a 的 岛屿 总 数 记 为 W(4 > e) 忆 仿照 概率 论 中 的 记 
号 Pr(A» a). M iXH a 是 一 个 岛屿 投影 的 面积 之 可 能 值 , 4 记 
未 知 数值 的 面积 。 

BAF RAT ENR, OF AHMAR RAF, RETF 
列 引 人 注目 的 面积 一 数量 关系 : 

f Nr(A>a) = F'a B 

Kortak 1938 已 接近 于 得 到 这 个 规则 ,只 是 他 说 B = 1/2, 而 我 发 现 
这 是 不 可 能 的 ,实际 数据 也 表明 这 是 无 根据 的 。 事 实 上 ,有 随 区 域 
不 同 而 变化 ,但 总 是 > 1/2。 我 现在 来 说 明 上 述 的 广义 定律 可 与 第 
8 章 中 得 到 的 康 托 尘 埃 中 间隙 长 度 的 分 布 相 对 应 。 


科 赫 大 陆 和 岛屿 ,以 及 它们 不 同 的 维 数 


为 了 构造 康 托 间隙 的 科 赫 对 应 物 ,我 把 发 生 器 分 裂 为 不 相连 
的 部 分 。 为 了 保证 极限 分 形 仍然 可 以 被 说 成 是 海岸 线 ,这 个 发 生 
器 包括 了 一 条 N. < 个 链 构 成 的 相连 折线 , 它 连结 着 区 间 [0, 1] 
的 两 个 端点 。 这 部 分 将 称 为 海岸 线 发 生 器 ,因为 它 规定 了 原来 的 


和 岛屿 发 生 器 ( 顺 时 针 方 向 ) 的 左 侧 。 
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13-1 


第 一 个 新 意 是 极限 分 形 现在 涉及 两 个 不 同 的 维 数 。 集 中 所 有 
岛屿 的 海岸 线 ,D = log N / log (1/r) ,但 对 每 一 岛屿 的 海岸 线 有 
=log N. / log (1/7), 并 有 不 等 式 
1<D.< Do 
RAR Re SUE RAE iin 而 是 回 线 的 一 个 无 


注意 对 真实 岛 由 观察 到 的 D 5j D. 之 间 闫 系 的 模拟 需要 补充 
假设 ,除非 它 可 以 像 第 29 章 中 那样 从 理论 上 导出 。 


直径 一 数量 关系 


要 证 明 上 节 的 岛屿 有 柯 尔 恰 克 定律 成 立 , 当 发 生 器 只 涉及 一 
个 岛屿 , 且 奇 怪 折线 为 自 回 避 时 最 为 简单 (回忆 起 奇怪 折线 是 近似 
折线 )。 于 是 第 一 阶段 的 构造 产生 了 一 个 岛屿 ; 设 它 的 直径 为 10， 
定义 为 Va。 第 二 阶段 产生 了 N 个 直径 为 mo 的 岛屿 ,而 第 m 阶段 
产生 了 N" 个 直径 为 1 = rm 的 岛屿 。 综 合 起 来 ,因为 RU, 
B Nr(A » A)ESRUL N。 从 而 A 的 分 布 (对 所 有 形 为 ro BY A 
值 ) 取 以 下 形式 

Nr(A>A)=FA~?, 
其 中 关键 性 的 指数 就 是 海岸 线 的 分 维 ! 作为 一 个 推论 ,有 
Nr(A>a)= F'a B h B= D/2, 

这 样 我 们 就 导出 了 柯 尔 恰 克 定律 。 对 于 其 他 4 Ame 值 ,就 有 根 
据 康 托 间隙 长 度 分 布 (第 8 章 ) 已 知 的 阶梯 形 曲 线 。 

这 个 结果 不 依赖 于 N. 和 D.。 它 可 以 推广 到 发 生 器 包括 两 个 
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或 更 多 岛屿 的 情形 。 我 们 注意 到 ,就 整个 地 球 来 看 ,经 验 性 的 B 
为 0.6 左右 ,十 分 接近 于 由 海岸 线 长 度 测量 得 到 的 D 的 一 半 。 


推广 到 E>2 


在 推广 到 空间 的 同样 构造 中 , 以 下 命题 仍然 成 立 ,用 ( 体 
积 ) “定义 的 已 维 直 径 , 由 形 为 NOKRE >A) = 网 -2 的 双 曲 线 
表达 式 所 支配 ,其 中 的 关键 指数 是 D. 

指数 D 也 支配 了 E = 1 的 康 托 尘 埃 的 特殊 情况 ,但 这 里 有 一 
个 重要 区 别 。 康 托 间 隙 以 外 的 长 度 消失 ,但 “ 科 赫 ”岛屿 以 外 的 面 
积 却 可 能 存在 , 且 一 般 为 正 。 我 们 将 在 第 29 章 中 再 回 到 这 个 问题 
上 来 。 


分 维 可 以 只 是 支离破碎 程度 的 一 种 度量 


上 述 构 造 也 可 如 图 13-2 所 示 的 发 生 器 。 总 的 D 并 未 改变 ， 
”但 海岸 线 D. 取 最 小 的 允许 值 p. = 1。 在 本 模型 中 ,岛屿 的 海岸 线 
是 可 以 求 长 的 ! 如 果 情 况 是 这 样 ,那么 总 的 D 将 不 是 不 规则 性 的 
度量 ,而 只 是 支离破碎 性 的 度量 。 代 替 个 别 曲 线 的 波折 性 ,D HE 
量 了 矩形 岛屿 的 一 个 无 限 族 的 面积 一 数量 关系 。 


N=16 


Ll LT r=1/8 
[a] 


Sovesoe os D=4/3 


图 12 


当 用 一 根 e 的 标尺 测量 长 度 时 , 当 e->0 时 结果 趋 于 无 限 , 这 
也 还 是 正确 的 ,但 这 里 有 一 个 新 的 理由 。 长 度 为 e 的 标尺 只 能 测 
量 直径 为 e 的 岛屿 。 然 而 当 e-~>0 时 ,这 种 岛屿 的 数目 增加 ,测量 
长 度 遵循 规律 e1-?, 恰 如 无 岛屿 时 一 样 。 
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在 一 般 情况 下 , D, > 1, D, 的 值 只 度量 了 不 规则 性 ,而 D 的 什 
度量 了 不 规则 性 和 支离破碎 性 的 某 种 组 合 。 

一 条 支离破碎 的 分 形 曲线 可 能 处 处 有 切线 ”把 岛屿 的 尖 角 弄 
钝 ,可 在 每 条 海岸 线 的 每 一 个 点 上 作 一 条 切线 ,由 此 面积 从 而 总 的 
D 则 不 受 影响 。 这 样 ,一 条 分 形 o 曲线 和 不 存在 切线 并 非 等 同 。 


岛屿 的 无 限 性 


一 种 无 关 紧 要 的 发 散 性 当 a->0 时 ,Nr(4 >a)= Fa PBT 
无 限 。 从 而 , 柯 尔 恰 克 定律 便 与 我 们 原先 的 观察 即 岛屿 数目 实际 
上 无 限 这 一 点 相 吻 合 。 

最 大 岛屿 的 相对 面积 “最 后 这 个 事实 在 数学 上 是 可 以 接受 
的 ,因为 许多 很 小 岛屿 的 累计 面积 是 有 限 的 和 可 以 忽略 的 。 <i 
有 面积 小 于 e 的 岛屿 的 面积 总 和 为 a(Ba~®-!) = Ba PA 0l e 
的 积分 。 因 为 B <1, 这 个 积分 收敛 , 它 的 数值 B(1 - B) 'e! Ph 
c BFO p : 

因此 ,对 全 部 岛屿 的 面积 总 和 而 言 ,最 大 岛屿 的 相对 面积 的 贡 
献 当 岛屿 数目 增加 时 趋 于 一 个 正 的 极限 。 它 不 是 渐 近 地 可 忽略 
的 。 

最 长 海岸 线 的 相对 长 度 “ 另 一 方面 ,假定 D. = 1, 则 海岸 线 长 
度 随 指数 D > 1 呈 双 曲线 分 布 。 因 此 小 岛屿 海岸 线 的 总 长 度 无 
限 。 随 着 构造 的 细 化 和 岛屿 数目 的 增加 ,最 大 岛屿 的 海岸 线 长 度 
就 成 为 相对 可 忽略 的 。 

相对 可 忽略 的 集合 ”较为 一 般 的 ,不 等 式 D. < D 表明 ,只 用 
海岸 线 发 生 器 画 出 的 曲线 ,与 全 部 海岸 线 相 比 是 可 以 忽略 的 。 同 
样 ,直线 (D =1) 与 平面 (D = 2) 相 比 是 可 以 忽略 的 。 正 如 在 平面 
上 随机 地 选取 的 一 个 点 几乎 决 不 会 落 在 x 轴 上 一 样 ,在 “ 主 岛屿 
及 环绕 它 的 子 岛屿 的 海岸 线 上 随机 地 选取 的 点 ,几乎 决 不 会 落 在 
主 岛屿 的 海岸 线 上 。 
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寻找 无 限 的 大 陆 


在 标 度 字 宙 中 ,对 岛屿 和 大 陆 的 区 分 不 能 基于 惯例 或 “相对 大 
小 "。 唯 一 适用 的 方法 是 把 大 陆 定义 为 有 无 限 直 径 的 特殊 岛屿 。 
我 现在 来 说 明 ,本 章 开始 时 提出 的 构造 方案 实际 上 决 不 能 生成 一 
块 大 陆 。<I 对 了 解 概率 论 的 读者 :生成 一 块 大 陆 的 概率 为 0。 

聪明 地 寻找 一 块 大 陆 时 ,我 们 -- 定 不 再 分 别 选择 起 始 器 和 发 
生 器 。 从 现在 开始 , 需 把 同一 发 生 器 既 用 作 内 插 , 又 用 作 外 扒 。 这 
个 过 程 是 分 阶段 进行 的 ,每 一 阶段 又 分 为 若干 步 又。 它 十 分 相似 
于 第 8 章 中 康 托 集 合 的 外 推 , 但 值得 更 加 彻底 地 加 以 描述 。 

第 一 步 把 我 们 选 定 的 发 生 器 用 1/7 的 比例 放大 。 第 二 步 在 放 
大 的 发 生 器 的 某 一 个 链 节 上 做 一 个 “标记 ”。 第 三 步 移动 放大 的 发 
生 器 ,使 它 的 有 标记 的 链 节 与 [0,1] 吻 合 。 第 四 步 即 最 后 一 步 是 把 
放大 的 发 生 器 的 其 余 链 节 进行 内 插 。 

无 限 重复 同样 的 过 程 , 它 的 进程 和 输出 由 带 “ 标 记 ” 的 链 节 位 
置 的 序列 所 确定 。 这 个 序列 可 以 取 不 同 的 形式 。 

第 一 种 形式 要 求 海岸 线 发 生 器 包括 正 数 N. - 2 个 “ 非 端 部 ” 
链 节 , 这 些 链 节 属于 海岸 线 发 生 器 ,但 并 不 以 0 或 1 为 一 端 。 如 果 
总 是 把 标记 置 于 非 端 部 链 节 ,那么 每 个 外 推 阶段 都 将 扩展 海岸 线 
的 原始 小 段 。 最 终 并 合成 为 一 条 双向 无 限 的 分 形 海岸 线 。 这 表明 
这 样 确实 可 能 得 到 一 条 大 陆 海 岸 线 。 

其 次 ,总 可 在 海岸 线 发 生 器 的 端 链 节 作 标 记 , 每 种 可 能 性 都 先 
择 无 限 多 次 。 于 是 我 们 那 一 小 段 海岸 线 又 无 限 地 延伸。 如 果 我 们 
总 是 选择 同一 个 链 节 ,那么 海岸 线 将 只 在 一 个 方向 上 延伸 。 

第 三 ,总 可 在 属于 岛屿 发 生 器 的 一 个 链 节 上 作 标记 。 然 后 ,总 
把 外 推 前 的 最 大 岛屿 置 于 较 大 岛屿 的 海岸 之 外 ,然后 置 于 一 个 更 
大 的 岛屿 的 再 外 面 , 如 此 直到 无 限 。 实 际 上 这 样 决 不 能 到 达 一 志 
大 陆 。 

下 一 条 注 记 包含 一 点 “概率 上 的 共同 意义 ”, 读 者 对 之 应 当 是 
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SUO RABI S N OME GE. XT 
外 推 生成 一 块 大 陆 , 显 然 超过 一 个 有 限 (第 上 个) 阶段 的 所 有 标记 
都 必须 放 在 海岸 线 发 生 器 的 Nc - 2 个 非 端 部 链 节 上 。 称 它们 为 
“得 胜 的 " 链 节 。 为 了 确 知 经 过 k 阶段 后 到 达 了 一 块 大 陆 , 需 在 尔 
后 的 每 次 掷 般 子 中 无 一 例外 地 全 赢 。 这 样 好 的 运气 不 是 不 可 能 
有 ,但 它 具 有 零 概率 。 


岛屿 .湖泊 和 树 的 组 合 


科 赫 岛屿 相互 间 是 相似 的 ,它们 的 直径 A 可 以 重新 定义 为 最 
好 在 海岸 线 上 选择 的 任意 两 个 特殊 点 之 间 的 距离 。 其 次 ,我 们 看 
到 ,直径 一 数量 关系 的 推导 当 假 设 发 生 器 包含 一 个 海岸 线 发 生 器 
时 特别 有 用 。 但 关于 发 生 器 其 余 的 链 节 形成 岛屿 ,或 者 是 自 回 避 
的 假设 , 却 从 未 真正 应 用 过 。 于 是 ,关系 式 

Nr(A >À)= FÀ P. 

的 适用 范围 很 广 。 妇 甚至 可 以 放宽 由 两 个 区 间 起 始 的 奇怪 折线 必 
须 不 相交 这 个 条 件 。 因 我 们 现在 通过 例子 说 明 原 始 的 N - N. 个 
链 节 的 构造 如 何 影响 最 终 的 分 形 拓扑 学 。 

岛屿 与 湖泊 的 组 合 ”放宽 关于 发 生 器 需 在 顺 时 针 方向 进行 时 
置 于 左面 这 个 要 求 。 如 果 把 它 放 在 右面 ,那么 代替 岛屿 , 它 将 形成 
湖泊 。 换 句 话说 ,可 以 把 湖泊 和 岛屿 两 者 包括 在 同一 个 发 生 器 中 。 
对 于 这 两 种 方式 ,最 终 的 分 形 都 是 一 条 o 回 线 , 它 的 组 成 回 线 相 
ERE, AMS EA 13-3 所 示 的 发 生 器 , 当 由 一 个 正方 形 起 始 
时 ,这 个 发 生 器 导致 图 13-4 所 示 的 奇怪 折线 。 


N=18 
r=1/6 


D*].6131 


Æ 13-3 
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B 13-4 


难以 捉摸 的 大 陆 ”在 上 面 的 图 画 中 ,对 起 始 器 边 长 施加 一 个 
非 因 有 的 外 界限 。 较 为 -- 致 的 途径 是 对 它 进行 外 推 , 如 像 我 们 对 
无 湖泊 的 岛屿 所 做 的 那样 。 几 乎 又 可 以 确信 , 决 不 会 到 达 一 块 大 
陆 , 岛 屿 檬 套 在 湖泊 中 ,湖泊 又 栋 套 在 岛屿 中 ,水 无 止境 。 

面积 一 数量 关系 ”为 了 定义 一 个 岛屿 (或 湖泊 ) 的 面积 ,可 以 
随心 所 欲 地 或 是 取 总 面积 ,或 是 取 海 岸 线 内 的 土地 (或 水 面 ) 面 积 。 
两 者 只 差 一 个 固定 的 数字 因子 。 从 而 通过 前 乘 因子 所 ,而 不 是 通 
过 指数 D/2 来 影响 Nr(A>a)o 

区 间 和 树 的 组 合 MEBIN- N. 个 链 节 或 是 形成 有 两 个 
自由 端的 折线 ,或 是 一 棵 树 。 在 两 种 情况 下 ,分 形 都 分 裂 为 无 限 个 
不 连接 的 小 块 , 其 中 每 一 个 都 是 一 条 曲线 。 这 条 o 曲线 不 比 一 个 
o 回 线 长 ; 它 或 者 是 一 棵 o 树 , 或 者 是 一 个 o KA. 


接触 群集 的 概念 


发 生 器 也 可 以 组 合成 回 线 .分支 和 其 他 不 同 的 拓扑 构 形 。 如 
果 是 这 样 , 极 限 分 形 的 连通 部 分 将 使 人 想起 逾 渗 理 论 (本 章 后 面 也 
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将 提 到 ) 以 及 物理 学 的 许多 其 他 领域 中 的 群集 ( cluster)。 对 我 们 来 
说 ,这 种 用 法 是 极其 不 幸 的 ， 原因 是 在 尘埃 研究 中 用 到 了 cluster 的 
另 -意义 一 一 集团 (第 9 章 )。 因 此 我 们 需要 较为 专门 和 烦琐 的 术 
语 。 我 取 名 为 “接触 群集 "。 幸 好 术语 c- 群 集 并 非 含糊 不 清 的 。 

(可 以 看 出 ,接触 群集 有 唯一 的 和 自然 的 数学 定义 ， 同时 人 尘埃 
的 群集 化 的 说 法 则 是 普及 和 直观 的 ,最 好 通过 可 论证 的 统计 规则 
来 定义 。) 

充满 平面 的 接触 群集 ” 当 D 达到 其 最 大 值 D =2 时 ,上 节 的 
论据 仍然 成 立 ,但 需 作 附加 的 注 记 。 每 一 个 群集 趋 于 -- 个 极限 , 虽 
然 也 可 以 是 一 条 直线 ,但 在 大 多 数 情形 是 一 条 分 形 曲 线 。 另 一 方 
面 ,所 有 的 群集 并 在 -起 形成 一 条 o 曲线 , 它 的 股 越 来 越 密 地 填 
充 平面 。 这 条 o 曲线 的 极限 性 如 像 第 7 章 所 述 : 它 不 再 是 一 条 o 
曲线 ,而 是 平面 中 的 一 个 区 域 。 

难以 捉摸 的 无 限 群集 在 现行 方法 中 并 未 包括 真正 无 限 的 群 
集 。 容 易 安 排 发 生 器 的 拓扑 构造 而 使 任何 给 定 的 有 限 区 域 几乎 肯 
定 地 为 一 个 接触 群集 所 环绕 。 这 个 群集 又 几乎 肯定 地 为 一 个 更 大 
的 群集 所 环绕 ,如 此 等 等 。 不 存在 群集 尺寸 的 上 界 。 更 为 一 般 地 ， 
当 一 个 群集 因为 遍及 了 很 大 的 一 个 区 域 , 从 而 似乎 无 限时 ,考虑 更 
大 的 面积 几乎 肯定 能 说 明 它 是 有 限 的 。 


质量 一 数量 和 加 权 的 直径 一 数量 关系 
指数 刀 - D, RID/D. 


我 们 现在 用 两 种 方式 来 重新 写 出 函数 Nr(A > 4) 的 公式 :第 
一 种 方式 是 把 群集 的 直径 À 用 它 的 质量 yx 来 代替 ,然后 给 予 较 大 
的 接触 群集 的 权重 。 

在 此 ,群集 的 质量 只 是 群集 中 长 度 为 DHARMA. (+ 
计 人 群集 回路 中 的 链 节 !) 事 实 上 ,我 们 在 第 6 章 和 第 12 章 中 通过 
把 边 长 为 68-* 的 正方 形 的 中 心 置 于 每 个 角 顶 ,以 及 在 每 个 端点 加 
上 半 个 正方 形 , 创 造 了 一 个 变形 的 闵 科 夫 斯 基 香 肠 ( 图 5-5)。 
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直径 为 A 的 群集 的 质量 是 它 的 变形 香肠 的 面积 , Mx ( A/ 
b)" (Y = AD./(8:)?.-?。 因 为 D, «2,4 k— o BE M>0。 所 有 
接触 群集 的 质量 总 和 cx (0) mR D <2, 它 也 趋 于 0。 而 任何 
一 个 接触 群集 的 相对 质量 是 (4*)?:-?; 它 以 随 着 D- D, 而 增加 的 
速率 趋 于 0。 

质量 一 数量 关系 ”显然 

Nr(M - p) oc ( BP) 9420/0, - D/D, 

用 质量 加 权 的 直径 的 分 布 注意 Nr(A > AXE f TE — 5 
(由 最 大 的 接触 群集 开始 ,接着 是 次 大 的 ,如 此 等 等 ) 中 比 线段 À 
长 的 线段 数目 。 但 我 们 将 暂时 给 予 每 个 接触 群集 以 等 于 它 的 质量 
的 线 数 。 容 易 看 出 ,所 导致 的 关系 为 

War(A»2A)oA^P*P. 


质量 指数 Q =2D, -D 


用 9 了 记 一 个 直径 为 D 的 分 形 , 它 是 以 [0, A ] 为 起 始 器 而 递归 
地 构造 的 ,并 设 其 总 质量 为 42。 当 了 是 一 个 康 托 尘埃 时 ,第 8 章 
表明 ,半径 R < A 而 中 心 在 0 的 圆 盘 质 量 是 M(R) x RD, 9% 
log[L M(R)R-?] 是 log,(A/R) 的 周期 函数 ,但 我 们 将 不 陷 在 这 些 
复杂 性 中 ,因为 当 分 形变 形 而 使 所 有 r >0 都 是 可 采纳 的 自 相似 比 
时 ,这 些 复 杂 性 将 会 消失 。 知 

我 们 知道 , M(R) x RP 也 适用 于 第 6 章 的 科 赫 曲线 。 进 而 ， 
用 D, 代替 DD, 这 个 公式 可 以 推广 到 本 章 的 递归 岛屿 和 和 群集。 在 所 
有 情况 下 ,半径 为 R 且 中 心 在 0 的 癌 盘 的 质量 取 形式 

M(R,A) RE ®(R/A), 
其 中 @ 是 可 以 由 9 的 形状 导出 的 函数 。 特 别 是 ， 
M(R,A)< R “REA, 
K M(R,A)<A5 4 R4. 
现在 考虑 M(R) 的 加 权 平 均值 , 记 作 《CM(R)), 它 对 应 于 A 是 一 个 
扩展 得 很 开 的 双 曲 分 布 W. (A >4)xA-?+2. 的 情形 。 我 们 知道 
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1<D.<D<2. RF D =2 fü D, = 1 HAR, BA 0 < D - D. < 
D.。 由 此 得 到 
(M(R))x Ro, 和 Q=2D, - D>0. 

当 圆 盘 的 中 心 是 了 中 0 以 外 的 一 个 点 时 ,比例 因子 发 生变 化 ,但 
它 的 指数 不 变 。 对 7 中 所 有 的 中 心 位 置 取 平均 ,以 及 把 [0,1j 用 
不 同 的 起 始 器 来 代替 , 它 也 是 不 变 的 。< 通 常 , 随 机 尺寸 A MoM 
也 是 随机 的 形状 。 但 对 M(R,A) 的 上 述 公 式 也 可 以 应 用 于 对 所 
有 形状 的 平均 (M(R,A))。 最 终结 果 不 变 。B 

注 记 上 述 推 导 并 未 涉及 群集 的 拓扑 学 :群集 可 以 是 回 线 .区 
间 、 树 或 任何 别 的 东西 。 

结论 公式 (M(R)) oc R 表明 , 当 A 是 呈 双 曲线 形 分 布 ,从 
而 在 相当 程度 上 分 散 时 , 维 数 的 一 个 重要 作用 是 通过 -一 个 不 同 于 
D 的 指数 来 体现 。 最 自然 的 指数 是 2D. - D (B AS] BJ R S 26 
出 不 同 的 Qo 

注意 :并 非 每 个 质量 指教 都 是 一 个 维 数 HAB 0 是 重要 
的 。 因 为 它 是 一 个 质量 指数 ,会 引诱 人 们 称 它 为 维 数 ,但 这 种 诱惑 
并 无 好 处 。 把 D, 相同 但 人 不 同 的 许多 集群 混合 在 一 起 , D, 维持 
不 变 , 因 为 维 数 不 是 多 个 集合 的 混合 物 的 性 质 ,而 是 单个 集合 的 性 
Wi. DMD, 都 是 分 维 ,但 0 不 是 。 

更 一 般 地 ,物理 学 的 许多 领域 包含 有 形式 为 (M(R))x R® 的 
关系 ,但 这 样 一 个 公式 本 身 不 能 保证 Q 是 一 个 分 维 。 如 果 像 有 些 
作者 那样 称 Q 为 一 个 有 效 维 数 ,那么 这 是 一 种 无 意义 的 表达 , 因 
为 0 并 不 具有 任何 其 他 表征 D 的 性 质 ( 例 如 ,D 的 和 或 积 的 意义 
TE Q 的 情形 没有 对 应 物 )。 此 外 ,这 种 无 意义 的 表达 已 被 证 明 是 
一 种 潜在 的 混淆 根源 。 


不 成 团 的 凝固 群集 
现在 描述 另外 两 种 发 生 接触 群集 的 方式 。 第 一 种 基于 凝固 ， 


适用 于 D <2, 另 一 种 基于 皮 亚 诺 曲 线 , 适 用 于 D =2。 只 对 逾 渗 感 
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兴趣 的 读者 可 以 跳 过 本 节 和 下 节 。 
首先 ,把 科 替 构造 用 康 托 凝固 对 平面 的 自然 推广 来 代替 。 作 
为 例子 ,考虑 图 13-5 所 示 的 五 个 发 生 器 ,它们 的 下 一 个 构造 阶段 


画 在 其 下 面 。 
A B C E F 
t EF EFF ::` i 
EB: = BF 
图 13-5 


在 所 有 这 些 情形 中 ,极限 分 形 的 面积 为 0, 并且 不 包含 内 点 。 
它 的 拓扑 构造 可 以 取 不 同 的 形式 ,这 由 发 生 器 决定 。 

应 用 发 生 器 A, 每 个 阶段 k 的 预 凝 乳 是 连通 的 ,极限 分 形 是 一 
条 曲线 ,这 是 在 第 14 章 中 将 讨论 的 十 分 重要 的 谢 尔 宾 斯 基地 毯 的 
一 个 例子 。 

应 用 发 生 器 下 , 预 凝 乳 分 裂 为 不 相交 的 几 部 分 ,kh>% 时 ,其 最 
大 线 尺 度 不 断 增加 。 极 限 分 形 是 尘埃 ,与 第 9 章 的 仁 尼 埃 模 型 
同类 。 

发 生 器 B.C l E 更 有 趣 : 项 凝 乳 分 裂 为 几 块 , 称 为 预 群 集 。 
可 以 说 每 个 阶段 都 把 每 个 “ 老 的 ” 预 群集 弄 薄 和 弄 弯 而 加 以 变化 ， 
并 产生 “新 的 " 预 群 集 。 尽 管 如 此 ,通过 谨慎 地 选择 发 生 器 ,每 个 新 
生 的 预 群集 都 完全 包含 在 它 诞生 前 点 阵 的 一 个 最 小 胞 中 。 与 下 节 
的 “交叉 成 团 群集 "不 同 , 称 这 种 群集 为 “不 成 团 的 "。 从 而 极限 接 
触 群集 的 维 数 形式 为 log Ne / log b, 这 里 Ne 是 一 个 整数 ,最 多 等 
于 发 生 器 的 最 大 分 量 中 的 胞 数目 。 对 发 生 器 B 和 C 达到 这 个 极 
大 值 ,对 它们 的 接触 群集 分 别 是 D. = 1 的 区 间 和 D. = log 7 / log 4 
的 分 形 树 。 但 出 自发 生 器 下 的 分 形 不 能 达到 这 个 极 大 值 :在 这 种 
情况 中 下 形 预 群集 不 断 分 裂 成 各 个 部 分 ,极限 也 是 由 D. = 1 的 直 
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线 区 间 构 成 。 
把 伪 闵 科 夫 斯 基 香 肠 用 边 长 为 4, 并 与 接触 群集 相交 的 胞 
集 所 代替 , 则 直径 一 数量 关系 和 上 节 的 其 他 结果 都 不 改变 。 


交叉 成 团 凝 固 群集 


其 次 , 设 平面 凝固 发 生 器 取 图 13-6 所 示 形 式 之 一 ,下 一 构造 
阶段 画 在 旁边 。 两 种 情形 都 有 大 量 “ 交 叉 成 块 ,意味 着 每 个 新 生 
的 预 群集 组 合 了 它 诞生 之 前 几 个 最 小 的 晶 格 胞 所 作 的 贡献 。 


i: CE 


RB 13-6 


ER PNR E , 若 允 许 奇 怪 折线 自 接触 ,那么 将 有 一 种 类 似 
的 情况 ,导致 小 群集 奇怪 折线 的 合并 。 两 种 情况 下 的 分 析 都 是 繁 
琐 的 ,不 能 在 此 进行 。 但 Nr(A >A) oc A7 P 4S A EAS NIS A 成 
立 的 关系 。 

< 然而 ,如 果 试 图 由 这 个 关系 估算 D 而 不 排除 大 的 4 ,那么 这 
种 估算 将 有 系统 偏差 ,小 于 准确 值 。 因 

关于 量 值 b 信 出现 新 的 特点 : 它 不 一 定 是 通过 简单 地 观察 发 
生 器 就 可 以 得 出 的 整数 ,而 可 以 是 一 个 分 数 。 理 由 在 于 每 个 接触 
群集 组 合 了 : (a) 由 其 本 身 决定 的 一 个 整数 , 它 以 比值 1⁄b 缩小 ,和 
(b) 由 于 成 团 导 致 的 许多 缩小 的 形式 ,它们 涉及 形 为 r, = bc 0? 
的 较 小 比值 。 第 69 页 上 确定 维 数 的 方程 阔 r? =1, 可 用 x=b-? 改 
TUNE XMaa"zl. 1⁄x 是 整数 的 情况 只 能 看 成 例外 。 


被 驯服 的 打 结 皮 亚 诺 怪 物 


充满 平面 的 群集 (D =2) 的 集合 不 能 通过 凝固 而 创立 ,但 我 找 
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到 另 一 种 方式 , 即 应 用 不 同 于 我 们 在 第 7 章 中 看 到 的 被 驯服 的 那 
种 皮 亚 诺 曲线 。 读 者 必须 回忆 起 ,具有 自 避 免 奇怪 折线 的 皮 亚 诺 
曲线 产生 河流 和 堤岸 树 。 但 另 一 些 皮 亚 诺 曲线 奇怪 折线 (例如 图 
7-1 中 的 例子 ,但 假设 角 顶 未 圆 化 ) 简 单 地 就 是 点 阵 块 。 继 续 构造 
过 程 ,被 这 些 曲线 分 隔 的 开 点 阵 胞 “收敛 "为 处 处 稠密 的 尘埃 , 即 收 
化 到 无 论 x 和 y 都 不 是 6-“ 乘 子 的 点 。 

在 这 些 极 端 情 形 之 间 , 有 一 类 新 而 有 趣 的 皮 亚 诺 曲 线 。 它 们 
的 发 生 器 举例 如 图 13-7, 其 中 也 给 出 了 第 二 步 。 这 类 皮 亚 诺 曲 线 
现 已 容易 驯服 。 我 们 注意 到 每 个 自 接触 点 使 一 个 开 预 群集 打 一 个 
结 , 它 可 以 有 分 支 和 自 接触 点 ,经 历 了 本 身 不 断 向 外 打 结 的 几 团 ， 
最 终 变 稀 成 为 高 度 分 岔 的 曲线 ,这 就 定义 了 一 个 接触 群集 。 如 在 
本 章 前 几 节 中 定义 的 群集 的 直径 A ,从 其 诞生 之 时 开始 就 是 固定 
的 :粗略 地 等 于 “播种 "这 个 群集 的 正方 形 的 边 长 。 它 的 分 布 受 熟 
知 的 关系 式 Nr(A >A) cA? Br xc ËD o 


Bi 13-7 


顺便 注意 到 , 科 替 接触 群集 是 递归 地 构造 曲线 的 极限 ,这 个 群 
集 就 是 曲线 的 补 的 开 分 量 的 极限 (在 一 种 特别 的 意义 上 )。 


伯 努 利 途 渗 群集 


无 论 用 哪 一 种 方法 来 产生 D = E AD, < DD 的 分 形 接触 群集 ， 
它们 都 对 物理 学 中 一 个 很 重要 的 问题 一 一 通过 点 阵 的 伯 努 利 逾 
É ,提供 了 原先 缺少 的 几何 模型 。J. M. 哈 默 斯 利 提 出 并 第 一 个 
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研究 了 这 个 问题 但 并 未 冠 以 伯 努 利 的 名 字 , 因 我 们 在 第 23 章 中 将 
遇 到 分 形 逾 渗 ,使 我 们 在 这 里 不 得 不 采用 这 个 全 称 。( 它 独立 地 被 
Smythe & Wiermann 1975 采用 。) 

文献 ”在 以 下 文献 中 综述 了 伯 努 利 逾 渗 :Shante & Kirkaptrick 
1971, Domb & Green 1972 ,特别 是 其 中 J. W. 埃 萨 姆 所 写 的 一 章 ， 
Kirkpatrick 1973 , de Gennes 1976, Stauffer 1979 和 Essam 1980。 

定义 ” 逾 渗 包 含 概率 概念 ,从 而 车 要 完全 按部就班 ,就 不 便 在 
这 一 阶段 讨论 。 但 偶 有 一 点 不 按部就班 是 值得 的 。E =2 的 最 简 
单 逾 渗 问题 是 在 正方 形 点 阵 中 的 有 界 逾 渗 。 为 了 以 通俗 的 方式 说 
明 这 一 点 ,设想 构造 一 个 大 的 正方 形 点 阵 ,连接 杆 用 绝缘 的 乙烯 ， 
或 是 用 导电 的 铜 制 成 。 若 每 根 连接 杆 都 是 随机 地 选择 的 ,与 其 他 
连接 杆 无 关 , 且 选用 导体 杆 的 概率 是 P, 就 称 得 到 了 一 个 伯 努 利 点 
阵 。 连接 铜 杆 或 乙烯 杆 的 最 大 集合 称 为 铜 群集 或 乙烯 群集 。 若 点 
阵 至 少 包含 一 串 不 间断 的 铜 杆 ,电流 可 以 由 点 阵 的 一 面 流向 另 一 
面 ， 称 这 个 点 阵 是 逾 渗 的 (Perolate ) (在 拉丁 语 中 ,per = 通过 ,colore 
= 流动 )。 若 连接 杆 与 点 阵 的 顶 面 和 底面 有 不 中 断 的 电 接触 , 那 杆 
就 形成 了 一 个 “ 逾 渗 群 集 ", 实 际 参与 导电 的 杆 起 着 逾 渗 群集 “中 
枢 " 的 作用 。 以 上 结果 可 以 直接 推广 到 其 他 点 阵 和 E >2 的 情况 。 

临界 概率 哈 默 斯 利 的 最 引 人 注 目的 发 现 涉及 某 个 冰 值 概 
率 一 一 临界 概率 pea 所 引起 的 特殊 作用 。 这 个 量 值 当 伯 努 利 点 阵 
的 尺寸 (用 杆 的 数目 来 度量 ) 趋 于 无 限时 起 作用 。 人 们 发 现 ， Mp 
> Pratt, — TE BE $: #f fz , C Bi) BERE B E LER GT AY Hn TN 
增加 ,并 趋 于 1。 相 反 地 , 当 p < pont 时 , 逾 渗 的 概率 趋 于 0. 

正方 形 点 阵 上 的 联合 逾 渗 指 的 是 或 者 铜 或 者 乙烯 的 渗透 ， 
Perit = 1/20 

分 析 标 度 性 质 ”对 逾 渗 的 研究 长 期 以 来 着 眼 于 寻找 有 关 标 准 
物理 量 的 分 析 表 达 式 。 所 有 这 些 量 发 现 都 是 标 度 的 , 即 它们 之 间 
的 关系 呈 笑 次 规律 。 对 于 p= pon ERHED RRR p- pa 的 
一 个 外 界限 , 记 为 &。 当 p 一 put 时 ,界限 满足 E> 。 物 理学 家 猜 
测 ( 见 Stauffer 1979, 第 21 页 )《M(R,A)) 遵 循 得 到 的 规律 。 

158 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


群集 的 分 形 几何 学 


群集 的 形状 设 p = Pon, 且 诸 杆 的 尺寸 减 小 而 总 的 点 阵 尺寸 
保持 不 变 。 那 么 群集 将 越 来 越 薄 (“ 全 是 皮肤 而 没有 肌肉 ”), 越 来 
越 缠绕 ,并 且 有 越 来 越 多 的 分 支 和 迁 回 (“纤维 粘连 状 ”)。 特 别 是 
Leath 1976 中 具体 地 说 明 位 于 群集 之 外 但 与 群集 内 的 杆 相 邻 的 杆 
的 数目 大 致 正比 于 群集 中 杆 的 数目 。 

群集 是 分 形 的 假设 ”自然 会 猜测 把 标 度 性 质 由 分 析 性 质 推广 
到 群集 的 几何 学 。 但 这 一 思想 不 能 在 标准 的 几何 学 中 体现 ,因为 
群集 不 是 直线 。 分 形 几 何 学 当然 正 是 规定 用 来 消除 这 种 困难 的 : 
我 猿 测 群集 可 以 用 满足 D =2 和 1< D. < D 的 分 形 o 曲线 来 表示 。 
这 种 看 法 已 得 到 认可 并 且 发 现 是 富有 成 效 的 。 在 第 36 章 中 将 予 
以 说 明 。 

< 为 了 确切 起 见 , 用 标 度 分 形 来 表明 未 被 原来 点 阵 的 边界 所 
截断 的 群集 。 这 就 排除 了 和 逾 渗 群集 本 身 。( 术 语 群集 容易 造成 混 
涌 !) 为 了 说 明 这 个 困难 ,从 一 个 特别 大 的 点 阵 开 始 , 取 其 中 的 一 个 
群集 以 及 被 这 个 群集 所 夸张 的 一 个 较 小 的 正方 形 。 根 据 定义 ,这 
个 群集 与 较 小 正方 形 的 交 包 含 着 一 个 较 小 的 和 逾 渗 群 集 ,但 它 又 包 
含 着 通过 正方 形 外 的 链 与 较 小 逾 渗 群 集 相连 的 “残余 "。 注 意 忽略 
这 种 残余 会 导致 计算 D. 所 得 的 数值 偏 低 。> 

很 粗 灶 但 具体 的 非 随机 分 形 模型 ”为 了 令 人 信服 ,在 声称 任 
何 一 种 自然 现象 是 分 形 时 ,必须 找 出 一 种 特殊 的 分 形 集 合作 为 一 
级 近似 的 模型 ,或 至 少 作为 腾 想 中 的 图 形 。 我 的 海岸 线 科 赫 曲线 
模型 ,以 及 星团 的 傅 尼 埃 模型 ,表明 粗糙 的 非 随机 图 形 是 很 有 用 
的 。 我 期 望 递归 构造 的 接触 群集 (如 像 本 章 引 入 的 那些 ) ,将 对 通 
常用 伯 努 利 群集 模拟 的 那些 所 知 甚 少 的 自然 现象 提供 有 用 的 分 形 
模型 。 

然而 , 伯 努 利 群集 本 身 却 是 (至 少 在 原则 上 ) 完 全 清楚 的 。 因 
此 ,通过 明显 的 递归 分 形 对 它 模拟 是 一 项 不 同 的 任务 。 我 研究 的 
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科 赫 接触 群集 并 不 适合 ,因为 乙烯 与 铜 之 间 并 无 对 称 性 ,即使 当 两 
种 类 型 的 杆 的 数目 相等 也 是 如 此 。 其 次 考察 打 结 的 皮 亚 诺 曲线 群 
集 。 取 一 个 构造 好 的 奇怪 折线 ,并 把 曲线 左面 的 胞 制 成 铜 的 ,其 余 
的 胞 制 成 乙烯 的 。 结 果 包 含 了 应 用 于 点 阵 胞 (或 对 它们 的 中 心 而 
党, 称 为 边 ) 的 一 种 逾 渗 形 式 。 这 个 问题 是 对 称 的 。 但 与 伯 努 利 问 
题 不 同 ,因为 铜 胞 或 乙烯 胞 的 构 形 与 相互 独立 的 情形 并 不 一 样 : 例 
如 9 个 胞 形成 的 一 个 超 正方 形 在 伯 努 利 情况 可 以 全 部 是 铜 的 或 乙 
烯 的 ,但 在 打 结 皮 亚 诺 线 的 情况 并 非 如 此 。( 另 一 方面 ,两 个 模型 
都 允许 形成 一 个 超 正 方形 的 一 组 4 个 胞 ,可 取 任 意 可 能 的 构 形 .) 
这 个 差别 具有 影响 深远 的 后 果 : 例 如 无 论 是 铜 还 是 乙烯 ,都 不 能 在 
p = V2 的 伯 努 利 边 问题 中 逾 渗 ,但 两 者 在 打 结 曲线 的 情形 都 能 逾 
B ,这 意味 着 1/2 是 一 个 临界 概率 。 

各 种 伯 努 利 联合 逾 渗 方案 的 清单 已 经 足够 长 了 ,并 且 容 易 进 
一 步 再 延长 。 我 已 考察 了 递归 地 构造 分 形 接触 群集 的 许多 种 方 
案 。 遗憾 的 是 ,这 些 清单 之 间 的 详细 比较 是 很 复杂 的 ,我 不 拟 在 此 

因此 ,我 们 将 满足 于 从 以 下 较 宽松 的 结论 开始 : 伯 努 利 逾 渗 问 
题 的 重要 分 形 本 质 ,看 来 可 以 用 本 章 前 面 所 定义 的 充满 空间 的 非 
随机 o 群集 来 说 明 。 这 个 模型 原则 上 的 缺点 在 于 ,除去 上 面 所 说 
的 以 外 , 它 是 完全 不 确定 的 。 它 可 以 集中 已 观察 到 的 任何 不 规则 
和 支离破碎 程度 。 关 于 拓扑 方面 的 实质 , 见 第 14 章 。 

临界 群集 的 模型 ”特别 是 ,考虑 临界 群集 p = p 的 群集 。 为 
了 表示 它们 ,如 在 本 章 前 面 各 节 中 所 做 的 那样 ,对 一 个 递归 o BE 
集 作 外 推 。 然后 通过 中 止 内 插 而 作 截 断 , 使 正 的 内 界限 作为 原点 
阵 中 的 胞 尺寸 。 

非 临界 群集 的 模型 ”为 了 把 这 张 几 何 图 画 推广 到 非 临界 群 
集 , 即 pz psi 的 群集 ,我 们 寻找 具有 正 的 内 界限 和 有 限 外 界限 的 
群集 。 分 析 上 要 求 当 p < pi 时 ,最 大 铜 杆 群 集 范围 为 & BR, 
p? pert 时 是 无 限 的 。 这 两 种 结果 都 容易 实现 。 例 如 ,可 以 如 同上 
一 小 节 那 样 从 同样 的 发 生 器 开始 。 但 代替 对 它 自然 地 外 推 ,由 图 
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13-8 的 两 种 形状 之 一 开始 。 


Ooo 
Oo 
Onog 
Bi 13-6 

亚 临 界 群集 ”左边 那个 趋 于 p < pon 的 起 始 器 ,由 边 长 为 8/2 
的 正方 形 构成 。 现 设 选 定 的 发 生 器 在 通过 每 个 起 始 器 的 左边 接 
通 ,而 在 通过 另 一 边 时 关闭 。 起 始 器 正方 形 将 会 变换 成 长 度 为 《 
的 不 典型 群集 ,为 许多 长 度 小 于 € 的 典型 群集 环绕 。 

超 临界 群集 右边 那个 趋 于 p> pcni 的 起 始 器 ,由 起 始 正方 形 
点 阵 的 那些 x 或 y 坐标 为 偶 整 数 的 直线 构成 。 从 每 个 节点 射出 四 
个 链 节 ,它们 的 坐标 为 偶 整 数 ;所 选 的 发 生 器 总 位 于 右面 。 在 特殊 
情况 下 , 当 海岸 线 发 生 器 既 不 包含 回 线 又 不 包含 不 相连 结 的 链 节 
时 ,最 终 的 图 画 是 只 基于 “节点 和 链 节 "群集 的 粗糙 模型 的 ,除去 随 
机 的 和 系统 化 的 方案 。 

注意 分 形 几何 图 画 由 临界 群集 导出 非 临 界 群集 ,而 物理 学 家 
更 愿意 把 临界 群集 看 成 6->% 时 的 非 临 界 群集 。 


临界 伯 努 利 群集 的 D. 


D, 的 值 可 以 直接 由 以 下 两 途径 推 知 :对 Nr(M>) 的 公式 中 
的 指数 D/D, = E/D, 或 对 (M(R)) 的 公式 中 的 指数 Q =2D. - D 
z2D, - 已。 采用 希腊 字母 r,9 和 7 在 这 类 问题 中 的 普遍 意义 , 求 
H E/D,sr-15$2D,- Ez2- no MM 

D,- E/(r-1)  E/(1«87!) 

fü D,214(E- 3)/2, 

基于 物理 学 家 确定 的 t+,6 和 7 之 间 的 关系 ,上 述 对 D, 的 两 
公式 是 等 价 的 。 相 反 的 , 仅 从 物理 学 不 能 得 到 它们 之 间 的 等 价 性 ， 
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因为 这 个 概念 是 出 自 几 何 学 的 。 

Harrison, Bishop & Quiun 1978, Kirkpatrick 1978 和 Stauffer 1979 
相互 独立 地 得 到 了 同样 的 D.。 他 们 是 由 p > p a ESE OE BR iH 
发 的 ,用 不 同 的 临界 指数 (8,y,v 和 oa) 表示 了 他 们 的 结果 。 这 些 
推导 并 不 涉及 一 种 具体 的 内 在 分 形 图 画 。 这 种 方法 的 固有 危险 
(对 此 我 们 在 本 章 前 面 提醒 过 读者 ) 可 以 从 以 下 事实 看 出 ;Stanley 
1977 因此 而 误 以 为 0 MD, 是 同等 有 用 的 维 数 。 

X T B= 2, BUA D. =1.89, 可 与 其 他 形式 所 熟知 的 步骤 中 
的 经 验 结果 相 比 拟 。 选 取 r, 它 不 必 有 1/b(b 是 一 个 整数 ) 的 形 
式 。 然 后 取 一 个 大 的 涡 旋 , 它 简单 地 是 边 长 为 1 的 一 个 正方 或 立 
方 点 阵 。 用 边 长 为 > 的 子 涡 旋 铺 满 它 ,计数 与 群集 相交 的 正方 形 
或 立方 体 的 数目 N, 并 计算 log N/ log (1/r)。 然 后 对 每 个 边 长 为 
的 非 空 子 涡 旋 ,通过 造成 边 长 为 2 的 子 子 涡 旋 来 重复 这 一 过 
程 。 如 此 尽 可 能 地 不 断 进 行 下 去 。 最 有 意义 的 结果 在 当 接近 1 
时 得 到 。 一 些 早期 的 模拟 给 出 的 估计 有 偏差 , D+ ~ 1. 77 
(Mandelbrot 1978 h, Halley & Mai 1979) ,但 大 规模 模拟 (Stauff 1980) 
WX f D. 

< 偏差 的 实验 值 D+ 颇 接 近 于 0, 从 而 看 来 似乎 证 实 了 
Stanley, Birgenau, Reynolds & Nicoll 1976 和 Mandelbrot 1978 h 的 理 
论 结果 ,两 者 都 犯 了 认为 维 数 是 Q 的 错误 。S. 柯 克 帕特里克 提 
醒 我 注意 这 个 错误 。 在 Leath 1976 中 可 以 找到 一 个 不 同 的 .但 其 
”至 更 早 的 对 D 的 不 正确 估计 。Bp 


奥 凯 芬 诺 基 ( 沼 泽 地 ) 的 柏树 


从 飞机 上 观察 一 个 未 经 系统 地 “管理 "的 森林 ,森林 的 边界 令 

人 想起 一 个 岛屿 的 海岸 线 。 树 木 的 斑点 的 外 形 十 分 破烂 或 皱 折 ， 

每 一 个 大 的 斑点 都 拖 奥 出 面积 不 同 的 小 斑点 。 我 对 这 些 形状 可 能 

遵循 理 查 森 和 /或 柯 尔 恰 克 定律 的 猜想 ,确实 被 H. M. 黑 斯 廷 斯 、 

R. 蒙 底 西 奥 罗 和 D. 冯 卡 诺 对 奥 凯 芬 诺 基 沼 泽 地 所 作 的 未 发 表 
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过 的 研究 (Kelly 1951) 所 证 实 。 柏 树 的 斑纹 是 大 的 ,万 ~1.6, 阔 叶 
树 和 混合 阔叶树 的 斑纹 要 小 得 多 ,万 近似 于 1。 告 诉 我 情况 的 人 
说 ,无 论 由 视 看 或 考察 生长 图 ,都 令 人 印象 深刻 地 发 现存 在 着 不 同 
的 尺度 。 内 界限 约 为 161,874. 4m, 可 能 是 由 于 航空 摄影 而 引起 
的 。 
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第 14 章 树枝 状 和 分 形 点 阵 


第 6 章 研究 了 满足 D <2 有 无 二 重点 的 平面 科 赫 曲线 ,因此 
可 称 它 是 自 回避 的 或 非 树枝 状 的 。 第 7 章 研究 了 皮 亚 诺 曲线 , 它 
在 极限 情况 下 不 可 避免 地 有 处 处 稠密 的 二 重点 。 本 章 进 行 下 一 
步 , 即 研究 有 树枝 状 的 自 相 似 形 状 的 例子 :1 < D < 2 的 平面 曲线 ， 
1« D <3 SHAM 2<D<3 的 曲面 。 在 树枝 状 的 自 相 似 曲线 
中 ,重点 的 数目 是 无 限 的 。 

本 章 的 数学 是 古老 的 (虽然 没有 几 个 专家 知晓 ) ,但 我 对 描述 
大 自然 的 应 用 是 舱 新 的 。 


作为 怪物 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 


对 空间 情形 的 推广 见 图 14-8。 构 造 方式 在 插图 说 明 中 描述 。 

Hahn 1956 指出 :“ 如 果 曲 线 上 一 点 的 任意 小 邻 域 的 边界 与 曲 
线 的 公共 点 多 于 两 个 , 则 称 该 点 为 分 支点 ……。 直 觉 似乎 表明 不 
可 能 有 一 条 曲线 只 由 分 支点 构成 。 但 谢 尔 宾 斯 基 曲线 否定 了 这 种 
直觉 信念 , 它 的 全 部 点 都 是 分 支点 。” 


埃 非 尔 铁塔 :牢固 而 优美 


哈恩 的 观点 是 全 无 根据 的 ,他 的 含糊 表述 “似乎 表明 ”是 聪明 地 
选择 的 词语 。 我 的 第 一 个 反驳 论据 借用 自 工程 。( 如 像 前 面 指出 
的 ,在 我 们 于 第 12 章 末 与 计算 机 打交道 之 前 ,我 曾 说 明 , 把 有 联系 的 
工程 系统 包括 在 这 本 涉及 大 自然 的 书 中 ,并 无 不 合理 之 处 。) 

我 的 断言 是 ,( 远 在 科 赫 、 皮 亚 诺 和 谢 尔 宾 斯 基 之 前 ) 古 斯 塔 
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夫 " 埃 菲 尔 在 巴黎 建造 的 铁塔 就 有 意识 地 结合 了 充满 分 支点 的 分 
形 曲 线 的 思想 。 

作为 第 一 级 近似 ,埃菲尔 铁塔 可 以 看 成 由 四 个 A 形 结构 组 
成 。 传 说 埃菲尔 选择 A 来 表达 他 对 工作 的 热爱 (Amour)。 所 有 四 
个 A 分担 同样 的 尖顶 ,任何 两 个 相 邻 的 A 分 担 一 个 上 升 部 。 顶 上 
答 立 着 一 个 直 塔 。 

然而 这 些 A 和 直 塔 并 不 是 由 实体 梁 而 是 由 巨大 的 衍 架构 成 
的 。 衍 架 是 相互 连接 的 构件 组 成 的 刚性 集合 ,只 有 当 至 少 一 根 构 
件 变形 时 , 衍 架 才 可 能 变形 。 衍 架 可 以 做 得 比 同等 强度 的 圆柱 梁 
轻 得 多 。 埃 菲 尔 知道 ,如 果 衍 架 的 “构件 "本身 又 是 子 簿 架 , 那 么 它 
还 可 以 轻 得 多 。 

强度 的 关键 在 于 分 支点 这 个 事实 ,经 过 巴克 明 斯 特 : 富 勒 才 广 
为 知晓 ,但 哥 德 式 教堂 的 老练 设计 师 们 对 此 早已 了 解 。 越 深入 地 
应 用 这 个 原则 ,就 越 接近 于 谢 尔 宾 斯 基 的 思想 ! 在 Dyson 1966 的 
第 646 页 中 描述 了 埃菲尔 铁塔 设计 的 一 个 无 限 外 推 , 伯 西 柯 维 奇 
的 一 名 以 前 的 学 生 用 这 种 方式 寻找 轻重 量 的 坚固 的 星际 结构 。 


LIE UI 


我 们 现在 回 到 大 自然 ,或 者 更 确切 地 说 , 回 到 由 统计 物理 提供 
的 对 大 自然 的 想象 。 我 认为 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 这 一 类 几何 形体 ,是 
对 通过 点 阵 的 逾 渗 研 究 所 要 求 的 。 在 开始 我 们 对 此 课题 的 案例 研 
究 的 第 13 章 中 声称 , 逾 渗 群 集 是 分 形 。 我 现在 进一步 补充 声明 ， 
谢 尔 宾 斯 基 垫 片 分 支 结构 是 群集 中 枢 结构 的 一 个 有 希望 的 模型 。 

物理 学 家 多 半 会 根据 这 个 模型 很 容易 满足 对 它 的 期 望 的 事实 
来 作出 判断 ;Gefen, Aharony, Mandelbrot & Kirkpatick 1981 证 明了 用 
这 个 模型 可 以 精确 地 进行 通常 的 计算 。 但 其 细节 过 于 技术 性 而 不 
宜 包 括 在 本 书 中 ,而 我 的 断言 的 原始 根据 却 是 值得 一 提 的 。 它 出 
自我 感觉 到 的 垫 料 和 群集 中 枢 线 之 间 的 想象 物 ,如 图 14-1 所 示 。 
其 最 显著 的 特点 在 于 孔洞 , 即 由 于 消除 悬挂 接线 ( 当 群 集 退 化 为 它 
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的 中 枢 线 ) 而 留 下 的 空位 ,以 及 完全 包含 于 感 兴趣 的 群集 中 的 群 
集 。 其 次 ,在 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 中 的 分 支 是 自 相 似 的 这 一 点 在 第 13 
章 中 已 被 说 明 ,这 在 逾 渗 群 集 的 几何 模型 中 是 一 个 极 具 期 望 的 性 
质 。 最 后 , 维 数 符合 程度 如 此 之 好 ,不 太 可 能 是 巧合 ! S. 柯 克 帕 
特 里 克 估计 ,在 平面 中 D1.6, 令 人 惊讶 地 接近 于 谢 尔 宾 斯 基 执 
片 中 的 D! 而 在 空间 D~2.00, 令 人 惊讶 地 接近 于 图 14-8 中 分 形 
斜 网 的 D。 进 而 , Gefen, Aharony, Mandelbrot & Kirkpatrik 1981 注意 
到 ,中 枢 线 与 广义 垫 料 的 D 之 间 的 等 同性 保持 在 R4 中 。 有 利于 垫 
料 模 型 的 一 个 补充 论据 ,将 在 后 面 作为 树枝 状 的 最 后 一 个 应 用 中 
提 到 。 


三 元 谢 尔 宾 斯 基地 黎 


我 们 现在 由 三 角形 点 阵 转向 正 交 点 阵 。 这 使 得 在 设计 ( 即 在 
平面 或 空间 中 产生 曲线 ,或 在 空间 中 产生 曲面 ) 中 有 极 大 的 灵活 
性 。 这 样 产 生 的 有 曲线 尽管 与 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 十 分 相似 ,但 由 树 术 
状 的 基本 观点 看 来 却 是 极 不 相同 的 ,对 此 我 们 将 在 给 出 定义 以 后 
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RR. 
照搬 康 托 去 掉 正方 形 中 间 三 分 之 一 的 方法 , 见 图 14-4 的 插图 


基地 毯 命名 , 它 的 维 数 是 D = log 8/log 3 = 1.8927。 
非 三 元 分 形 地 毯 


给 定 一 个 整数 > 3, 并 照例 记 r= 1/5, 取 一 个 正方 形 为 起 始 
器 , 作 中 心 相同 边 长 为 1- 2r 的 正方 形 孔 洞 ,再 取 边 长 为 r+ 的 
4(b - 1) 个 正方 形 的 薄 环 为 发 生 器 ,就 得 到 一 条 “大 的 中 心 圆 形 ” 
的 花 地 千 , 其 维 数 是 D = log[4(b - 1)]/log 5b。 给 定 一 个 奇 整数 
b >3, 可 以 通过 取 一 个 中 心 与 起 始 器 相同 、 边 长 为 r 的 子 正方 形 
APURE - 1 个 小 正方 形 的 厚 环 作 发 生 器 ,得 到 一 条 “小 的 中 心 
圆 形 ” 的 花 地 毯 , 其 维 数 是 万 = log( b?-1)/log b。 这 样 ,用 中 心 型 
地 毯 就 可 以 任意 近似 地 接近 所 有 在 1 与 2 之 间 的 D. 

x b>2 AWLP ME, WM b-2* N =3, H 
一 个 子 正方 形 构成 的 孔洞 可 以 位 于 上 右 方 的 子 正方 形 中 。 相 应 的 
极限 集 是 用 正方 形 的 左下 半 部 为 三 角形 构成 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 。 


三 元 分 形 泡沫 


三 元 地 毯 的 横向 空间 推广 是 去 掉 一 个 立方 体 的 中 间 1/27 的 
子 立 方 体 作 为 孔洞 , 留 下 26 个 子 立 方 体 的 外 壳 , 所 导致 的 分 形 称 
为 三 元 分 形 泡沫 , 它 的 维 数 是 D = log 26 / log 3 =2.9656。 
密度 无 限 的 无 限 多 无 限 薄 的 层 。 为 了 把 位 于 不 同 孔 洞 中 的 两 点 
连接 起 来 ,就 必须 穿越 无 限 多 层 。 我 尚未 足够 彻底 地 掌握 这 个 论 
题 而 不 能 在 这 里 叙述 ,只 是 回想 起 按照 J. A. 惠 勒 和 G.W. BR, 
“时 - 空 泡沫 "表征 了 物质 最 精细 的 结构 。 
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门 杰 的 二 元 分 形 海绵 


BAR 门 杰 选择 另 -- 种 孔洞 ,其 形状 如 同 前 后 有 穗 子 的 十 字 
形 , 构 成 由 N = 20 个 边 长 为 1/3 的 相互 连通 的 子 立 方 体 。 其 中 有 
12 个 形成 “ 杆 " 或 索 , 而 其 余 8 个 是 结 、 连 接线 或 系 强 。 极 限 情况 
(图 14-9) 满 足 D = log 20/log 3 = 2. 7268. 我 称 它 为 一 块 海绵 , 因 
为 凝 乳 和 乳 浆 都 是 连通 集合 。 可 以 由 水 能 在 乳 浆 中 任意 两 点 之 间 
流动 加 以 证 实 。 

为 了 得 到 绳索 和 板 片 的 混合 物 , 令 孔 洞 为 一 个 三 元 十 字形 ,经 
由 前 方 的 一 个 穗 连接 。 通 过 频繁 改变 穗 的 方向 ,最 终 得 到 一 个 多 
孔 板 片 。 也 许 值得 指出 ,我 曾 想 通 过 所 有 这 些 图 形 来 寻找 浇 流 间 
歇 性 的 模型 , 那 时 我 还 未 读 过 门 杰 的 文章 。 


非 沽 元 海绵 和 泡沫 


给 定 一 个 非 三 元 基 6 > 3, 当 孔洞 是 三 个 正方 形 基 面 的 柱 体 之 
并 时 得 到 广义 门 杰 海 绵 ,而 每 个 圆柱 的 轴线 都 与 单位 立方 体 的 一 
根 轴线 重合 , 它 的 长 度 为 1, 基 面 的 边 平行 于 其 他 轴线 。 当 基 面 的 
边 长 为 可 能 的 最 大 值 时 , 称 海 编 是 “ 轻 的 ”。 对 于 E =3, 它 们 的 长 
HOS 1-2/b,8 F 126 - 16 个 边 长 +=1/6 的 立方 体 的 集合 为 发 
生 器 。 因 此 维 数 为 = log(12b - 16)/ log 5。 类 似 地 , 仅 当 。 WA 
数 , 柱 体 底面 的 边 长 为 1/4 时 得 到 “ 重 海 绵 ”。 对 于 E = 3, 它 们 留 
下 名 -30+2 个 边 长 为 >= 1⁄b 的 立方 体 的 集合 为 发 生 器 。 这 时 
D = log (b? - 3b +2)/ log bo 

分 形 泡沫 以 类 似 的 方式 推广 。 对 于 =3,“ 厚 壁 "泡沫 有 D= 
log (b° — 1)/ log b, ifj "E BE” K S D = log (66? — 126 + 8)/ 
log 5b。 当 和 孔洞 很 大 和 D EWA 2 8d GRTK IR — ARE AS 50 S|, 88 
埃 门 泰勒 (Emmenthaler) , 当 孔 很 小 和 D EF 3 B], 它 像 另 一 
种 乳酪 一 一 阿 平 采 勒 ( Appenzeller) o 

168 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


间隙 尺寸 的 分 布 


海绵 的 孔洞 相互 贯通 但 地 毯 和 泡沫 的 孔洞 却 仍然 是 类 似 于 康 
托 尘 埃 (第 8 章 ) 的 间隙 。 它 们 的 线 尺度 A 的 分 布 满足 
N(A»A)«FA^P, 
其 中 下 是 一 个 常数 。 我 们 由 康 托 尘埃 的 间隙 和 第 13 章 的 岛屿 和 
群集 就 已 熟知 这 条 规律 了 。 


分 形 网 的 概念 .点 阵 


标准 几何 学 的 点 阵 由 分 成 相等 的 正方 形 、 三 角形 或 类 似 的 规 
则 形状 的 平行 线条 形成 。 同 样 的 术语 看 来 适用 于 规则 分 形 ,其 中 
的 任意 两 个 点 可 由 至 少 二 条 路 径 相连 结 ,它们 在 别处 不 重合 。 当 
图 形 并 非 规则 \ 而 倒 如 是 随机 的 ， 我 将 用 网 这 个 名 称 来 代替 点 阵 。 

然而 ， 对 标准 点 阵 和 分 形 点 阵 作 较 仔细 的 比较 显示 出 相当 大 
的 差别 。 第 一 个 差别 在 于 标准 点 阵 在 位 移 下 不 变 , 而 不 是 在 标 度 
变化 下 不 变 ,但 对 分 形 点 阵 , 却 正好 相反 。 第 二 个 差别 在 于 任何 标 
准点 阵 尺 寸 减少 时 收敛 到 整个 平面 。 又 ,平面 中 的 几 个 标准 点 阵 
可 以 通过 在 已 有 平行 线 的 正中 间 加 入 线段 并 重复 直至 无 限 来 内 
插 。 结 果 又 收敛 到 整个 平面 。 类 似 地 , 当 一 个 空间 标准 点 阵 可 以 
作 内 播 时 , 它 的 极限 是 整个 空间 ,并 非 一 个 点 阵 。 在 分 形 意义 上 ， 
相反 地 ,一 个 近似 分 形 点 阵 的 极限 是 一 个 分 形 点 阵 。 

树枝 状 分 形 点 阵 这 个 术语 也 可 以 应 用 于 分 形 泡 沫 。 


基本 规则 在 许多 分 形 的 研究 中 ,重要 的 是 知道 截 线 或 截面 

的 维 数 。 基 本 事实 (在 第 10 章 用 来 证 明 对 汕 流 有 D >2) 涉 及 用 一 

个 “与 分 形 无 关 的 ”区间 对 一 个 平面 分 形 作 的 截面 。 人 们 发 现 ,如 
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果 截 面 是 非 空 的 ,那么 “几乎 "可 以 确认 其 维 数 是 D - 1, 

在 空间 中 的 相应 值 是 D - 2, 

例外 ”遗憾 的 是 ,难以 对 具有 对 称 轴 的 非 随机 分 形 说 明 这 个 
结果 。 我 们 考虑 的 区 间 平 行 于 这 些 轴 ,从 而 是 非典 型 的 ,并 且 几 乎 
由 一 个 区 间 所 作 的 每 个 简单 截面 都 属于 例外 集合 ,对 此 不 能 应 用 
… 般 的 规则 。 

例如 ,考虑 谢 尔 宾 斯 基地 毯 .三 元 门 杰 海绵 和 三 元 泡沫 ,其 
D -1( 几 乎 肯定 它 是 由 区 间 所 作 截 面 的 维 数 ) 分 别 为 

log (8/3)/ log 3, log (20/9)/ log 3, 和 log (26/9)/log 3。 

另 一 方面 , 设 x 是 平行 于 谢 尔 宾 斯 基地 毯 的 y 轴 的 一 个 区 间 的 
横 坐 标 。 妆 三 进 制 的 x 终止 于 一 -个 不 中 断 的 0 或 2 的 无 限 长 串 时 ， 
诸 截面 本 身 又 是 区 间 , 因 此 D = 1, 大 于 所 期 望 的 。 相 反 , 当 x 终止 
于 一 个 不 中 断 的 1 的 无 限 长 串 时 ,截面 是 康 托 尘 埃 , 因 此 D = log 2 / 
log 3 RANT. Hx 终止 于 一 个 周期 为 M 的 周期 形式 (包括 pM 
个 1 和 (1-p)M 个 0 或 2), 截 面 的 维 数 为 p(log2 / log 3) + (1 - p)o 
预期 的 D 值 对 p~0.29 AR. <M x 的 数字 是 随机 的 , 则 同样 成 
立 。 隐 这 样 ,这 里 包含 三 个 维 数 .最 大 的 、 最 小 的 和 平均 的 。 

在 空间 情形 有 十 分 相似 的 结果 。 

对 于 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 ,几乎 可 以 肯定 D = log(3/2)/ log 2, 但 
“自然 "切面 的 D 值 在 1 与 0 之 间 。 例 如 , 穿 过 垫 片 的 一 边 的 中 点 
的 短 区 间 如 果 足 够 接近 于 垂直 的 , 则 交 垫 片 于 单一 点 ,和 D =0。 

在 一 部 分 里 ,这 些 特殊 截面 的 可 变性 起 源 于 原始 形状 的 规则 
性 。 但 在 另 一 部 分 ,不 可 避免 的 情形 是 :最 经 济 的 截面 (不 一 定 是 
直线 ) 是 拓扑 维 数 概念 的 基础 ,以 及 树枝 状 阶 数 的 基础 ,对 之 我 们 
现在 进行 讨论 。 


把 树枝 状 分 形 看 成 曲线 或 曲面 
如 通常 说 的 ,曲线 在 本 书 中 用 作 "拓扑 维 数 Dr = 1 的 连通 形 


状 "的 同义词 。 事 实 上 ,这 个 词语 对 数学 家 并 不 完全 满意 ,有 必要 
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精确 地 重新 叙述 。 幸 运 的 是 ,对 第 6 章 是 可 以 满意 的 ,理由 很 简 
单 ,因为 以 [0,1] 为 起 始 器 的 任意 科 赫 曲 线 可 以 称 为 曲线 ,就 像 [0， 
1] 本 身 一 样 ,因为 它 是 连通 的 ,但 若 去 掉 0 或 1 以 外 的 点 , 它 就 将 
是 不 连通 的 。 雪 花 的 边界 像 一 个 圆 , 它 是 连通 的 ,但 若 去 掉 任意 两 
个 点 , 它 就 是 不 连通 的 。 

现在 有 必要 重新 较为 细致 地 叙述 ,拓扑 维 数 是 递归 地 定义 的 。 


对 于 空 集 ,Dr = - 1。 对 于 任何 其 他 集合 3, Dr 的 值 与 使 得 3 不 
连通 的 “ 割 集 ” 的 最 小 维 数 Dr 相 比 高 出 1。 有 限 集合 的 康 托 尘埃 
满足 Dr =1-1=0, 因 为 不 需要 去 掉 任 何 东 西 ( 空 集 ) 来 使 它 不 连 


通 。 下 列 连通 集合 都 可 以 通过 去 掉 一 个 满足 Dr = 0 的 割 集成 为 
不 连通 的 :圆周 [0,1] .雪花 边界 . 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 . 谢 尔 宾 斯 基地 
毯 门 杰 海 绵 。( 最 后 三 种 情形 需 避 免 包 括 区 间 的 特殊 相交 。) 从 
而 ,所 有 这 些 集合 有 维 数 Dr = 1。 

根据 同样 的 表征 ,分 形 泡沫 是 Dr =2 的 曲面 。 

下 面 给 出 对 于 D <2 的 垫 片 .所 有 地 千 和 所 有 海绵 有 Dr = 1 
的 另 一 证 明 。 因 为 Dr 是 一 个 <D 的 整数 , D < 2 的 事实 意味 着 
Dr 或 是 0 或 是 1。 但 问题 中 的 集合 是 连通 的 ,因此 Dr 不 小 于 1。 
仅 有 的 解 是 Dr = 1。 


曲线 的 树枝 状 阶 数 


尘埃 .曲线 和 曲面 的 拓扑 维 数 及 相应 的 概念 只 导致 第 一 级 分 
类 。 事 实 上 ,分 别 包含 M' 个 点 和 Mr' 个 点 的 两 个 有 限 集合 有 同样 
的 Dr = 0, 但 它们 在 拓扑 上 是 不 同 的 。 康 托 尘埃 又 与 所 有 有 限 尘埃 
不 同 。 

让 我 们 来 看 看 并 行 的 区 别 如 何以 在 曲线 上 所 作 的 集合 中 点 的 
保 尔 : 乌 里 佐 恩 和 卡尔 . 门 杰 在 20 世纪 20 年 代 初期 定义 的 。 这 些 
概念 除了 开创 者 以 外 ,只 在 很 少 几 本 数学 书籍 中 提 及 ,但 现在 却 在 
物理 学 中 成 为 不 可 缺少 的 ,因此 在 被 驯服 后 比 在 野性 时 更 为 人 所 
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熟悉 。 这 给 出 了 首先 讨论 垫 片 而 不 是 地 毯 的 理由 , 远 远 超过 了 美 
学 上 的 和 寻求 完整 性 方面 的 要 求 。 

树枝 状 阶 数 涉及 一 个 割 集 ,这 个 割 集 包 括 为 使 集合 s 不 连通 
需 去 掉 的 最 小 数目 的 点 。 这 分 别 涉及 s 中 每 个 点 PP 的 邻 域 。 

圆周 作为 由 标准 几何 学 得 到 的 基础 ,从 取 as 为 半径 为 工 的 
MEFR. A P 为 中 心 的 圆周 8 Els 于 R=2 个 点 ,除非 2 有 一 
个 超过 2 的 半径 ,在 这 种 情形 , R =0。 以 2 为 界 的 圆 盘 称 为 P 的 
邻 域 。 这 样 ,任意 点 P 位 于 其 边界 交 S 于 R=2 个 点 的 任意 小 邻 
域 中 。 这 就 是 可 做 得 最 好 的 :8 E p 的 一 个 一 般 邻 域 的 边界 ,不 
一 定 需要 是 圆 的 ,但 “不 太 大 ”, R 至 少 为 2。 上 旬 中 所 用 的 词语 
“不 太 大 "引起 了 复杂 性 ,但 遗憾 的 是 不 可 避免 。R = 2 称 为 圆周 的 
树枝 状 阶 数 。 我 们 注意 到 这 时 圆周 上 的 所 有 点 都 是 相同 的 。 

AK ”其 次 , 设 和 是 通过 孔洞 构造 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 。 这 里 
及 不 再 对 每 个 已 是 同样 的 。 我 现在 按照 谢 尔 宾 斯 基 来 说 明 ( 除 开 
起 始 器 的 角 顶 ),R 可 以 是 3= Ri 或 4= Rue 

值 R=4 适 用 于 s 的 任意 三 角形 有 限 近 似 的 诸 角 顶点 。 在 
hk 阶 近 似 中 的 一 个 角 项 是 两 个 边 长 为 2-* 的 三 角形 的 公共 角 
项 P。 中 心 为 P, 半 径 为 2-*(h > 此) 的 圆 交 S 于 4 个 点 ,并 围 成 P 
的 任意 小 邻 域 。 若 8 BUR P 的 一 个 “充分 小 ”" 邻 域 (在 起 始 器 角 顶 
位 于 B 之 外 的 新 意义 下 ), 可 以 证 明 B 与 5 至少 交 于 4 个 点 。 

fü R=3 适用 于 作为 一 个 无 限 三 角形 序列 的 极限 的 3 中 的 每 
一 个 点 ,每 个 三 角形 包含 于 序列 的 前 一 个 中 ,但 与 之 有 不 同 的 角 
顶 。 环 绕 这 些 三 角形 的 圆 交 了 于 3 个 点 ,并 界 成 P 的 任意 小 邻 
域 。 又 若 号 界定 了 DD ee 
面 ), 可 以 证 明 g 至 少 交 S 于 三 个 

WE Hs — pe rai 结果 截然 不 同 。 任 何 充分 
小 的 邻 域 边界 ,将 交 < 于 一 个 不 可 数 无 限 割 集 , 而 不 论 参数 W, r 
& D 取 何 值 。 

注 记 在 这 个 有 限 与 无 限 的 二 分 法 中 , 垫 片 无 异 于 标准 曲线 ， 
而 地 毯 无 异 于 全 平面 。 
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均匀 性 。 单 一 性 FA Rain fl Ram LHF 5 中 一 点 的 最 小 和 
最 大 RR。 乌 里 佐 恩 证 明了 Raw 22Rmin-20 BERK R... = Rmio 成 
立 , 则 称 树枝 状 为 均匀 的 ;这 就 是 及 =2( 如 简单 闭 曲 线 ) 和 R = oo 
的 情形 。 

对 于 Rowe =2Rui-2 的 其 他 点 阵 ,我 建议 用 术语 拟 均匀 的 。 
一 个 简单 而 有 名 的 例子 一 一 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 是 自 相 似 的 。 其 他 非 
随机 例子 是 Urysohn 1927 建立 的 集合 的 一 部 分 , 且 并 非 自 相似 的 。 
于 是 ,成 为 拟 均匀 和 自 相似 的 条 件 就 只 有 一 个 已 知 解 一 一 谢 尔 宾 
斯 基 垫 片 。 能 否 对 这 种 看 起 来 的 单一 性 给 出 严格 的 证 明 ? 

标准 点 阵 ”在 此 ,树枝 状 阶 数 的 范围 从 极 小 值 2( 全 部 点 在 点 
阵 位 形 之 外 ) 到 一 个 可 变 的 有 限 极 大 值 ,取决 于 点 阵 的 位 形 :4( 正 
方形 ),6( 三 角形 或 立方 体 ) 或 3( 六 角形 )。 然 而 ,因为 任何 种 类 的 
标准 点 阵 都 是 尺寸 递减 的 , 它 由 曲线 转化 为 一 个 平面 区 域 , 其 树枝 
RRA R= %。 

最 后 这 个 事实 通过 以 下 步骤 成 为 显然 的 :把 极 大 与 极 小 交换 ， 
但 保持 固定 胞 尺寸 的 点 阵 和 注意 到 了 隔离 点 阵 的 越 来 越 大 的 部 
分 ,必须 去 除 一 定数 目的 点 , 它 个 数目 无 有 限 的 界 。 

正式 定义 ”一 一 见 Menger 1932 和 Blumenthal & Menger 1970, 
第 442 页 。 


树枝 状 的 应 用 


我 们 现在 来 面 对 一 个 熟悉 的 问题 。 不 管 谢 尔 宾 斯 基 和 门 杰 形 
状 及 其 同类 对 数学 家 是 何等 地 有 兴趣 ,大 自然 的 学 生 对 树枝 状 阶 
数 可 能 毫 无 兴趣 ,这 还 不 明显 吗 ? 引起 的 反响 与 问题 本 身 对 我 们 
是 同样 熟悉 的 。 树 枝 状 阶 数 在 有 限 近似 的 “实际 世界 中 已 是 很 有 
意义 的 ,这 种 近似 当 内 插 导 致 分 形 时 在 某 个 正 的 内 界限 e 上 中 止 。 
事实 上 ,给 定 一 个 由 边 长 为 e 的 三 角形 充满 的 近似 谢 尔 宾 斯 
基 垫 片 ,就 可 以 通过 去 掉 .3 或 4 个 点 ,把 线 尺 度 超过 的 一 个 区 域 
分 离开 来 ,其 中 的 每 一 个 都 属于 两 个 邻近 间隙 的 边界 。 这 个 数字 
173 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


(3 或 4) 当 近似 程度 提高 时 并 不 改变 。 从 而 ,由 树枝 状 的 观点 来 
看 ,所 有 近似 垫 片 都 类 似 于 曲线 。 

相反 地 ,所 有 地 毯 都 有 以 下 性 质 : 任 意 两 个 间隙 的 边界 都 不 会 
重 个 。 为 了 使 这 类 形状 的 一 个 有 限 近似 (其 中 不 考虑 直径 <e 的 
间隙 ) 不 连通 ,必须 去 掉 整 个 区 间 。 这 些 区 间 的 数目 当 60 时 增 
加 。Whybum 1958 证 明 具 有 这 个 性 质 的 所 有 分 形 曲 线 是 拓扑 等 价 
的 局 同 胚 关 的 ,并 用 以 下 事实 表征 :它们 不 能 通过 去 掉 单 个 点 成 为 
不 连通 的 两 部 分 。 

由 于 上 述 注 记 ,如 果 认 为 分 形 几 何 学 是 用 来 确定 一 条 平面 分 
形 曲线 如 何 分 享 它 的 两 种 标准 极限 :直线 和 全 平面 时 ,就 无 需 惊讶 
树枝 状 的 有 限 性 得 到 了 清晰 的 涵义 。 一 般 说 来 ,知道 分 形 维 数 并 
不 够 。 例 如 , Gefen, Mandelbrot & Aharony 1980 考察 了 在 一 个 分 形 
点 阵 上 的 伊 辛 (lsing) 模 型 的 临界 现象 并 发 现 ,最 重要 的 结果 书 无 
论 临界 温度 为 0 或 正 值 w 取决 于 R 的 有 限 性 。 

我 们 现在 已 能 给 出 延迟 很 久 的 说 明 。 在 临界 伯 努 利 逾 渗 中 的 
群集 中 枢 线 ,用 垫 片 模型 看 来 比 用 地 毯 模型 更 好 的 理由 , 见 
Kirkpatrick 1973 的 这 个 发 现 报告 。 即 使 对 特别 大 的 点 阵 , 也 可 以 
通过 去 掉 实质 上 不 变 的 阶 为 2 的 很 少数 量 的 连 线 , 切 割 出 临界 中 
枢 线 。 尽 管 可 能 有 一 定 的 偏差 ,我 可 以 想象 ,这 在 趋 于 R< wm 时 十 
分 明显 地 被 看 出 。 


树枝 状 的 另 一 形式 


科 赫 雪花 片 的 两 种 方案 通过 无 回 线 的 分 支 达到 树枝 状 。 第 一 
种 是 平面 曲线 , 当 起 始 器 是 一 个 正方 形 ,发 生 器 如 图 14-2 时 得 到 。 


N=5 
r= 为 
D1.4649 


RB 14-2 
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所 构成 形状 完全 不 同 于 雪花 片 ,如 图 14-3 BUR 
Bl 14-3 


第 二 个 例子 是 体积 为 0. 面积 无 限 的 曲面 , 维 数 等 于 
log 6 / log 2=2.58497。 起 始 器 是 一 个 规则 的 四 面体 。 对 每 一 面 
的 中 间 四 分 之 一 (等 于 以 每 边 的 中 点 为 角 顶 的 三 角形 ) 得 到 以 比值 
1/2 缩小 的 四 面体 。 对 所 得 的 规则 ( 斜 和 非 凸 )24 面体 的 每 个 面 重 
复 这 个 过 程 , 直 到 无 限 。 由 第 二 阶段 开始 ,添加 的 四 面体 沿 着 每 条 
直线 自 接触 但 无 自 相 交 。 它 们 最 终 遍 及 整个 起 始 器 。 称 生长 在 起 
始 器 的 一 个 表面 上 的 每 四 个 形状 为 科 赫 金 字 塔 。 


科 赫 金字 塔 的 秘密 


从 上 面 看 是 平 的 ,但 


科 赫 金字 塔 是 一 种 不 可 思议 的 形状 
却 富 于 密室 而 违背 直观 想象 。 

从 上 面 看 , 它 是 一 个 四 面体 ,以 一 个 等 边 三 角形 为 底面 ,其 他 
三 个 面 则 是 等 腰 三 角形 ,在 它们 的 90? 角 项 处 连接 。 如 果 把 三 个 科 
赫 金 字 塔 放 在 一 个 正四 面体 的 各 面 上 ,组 合 形状 将 是 一 个 正 立 方 
体 。 

现在 把 这 样 的 一 个 金字 塔 从 它 的 沙漠 地 基 上 提起 。 从 远 处 
看 , 它 的 底面 被 分 成 四 个 相等 的 正三 角形 。 但 在 中 间 那 个 三 角形 
的 位 置 有 一 个 孔 通 向 一 个 “一 阶 密室 ” ,密室 的 形状 像 一 个 正四 面 
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体 , 它 的 第 四 个 角 项 与 金字 塔 的 最 上 角 顶 一 致 。 其 次 , 当 我 们 继续 
进行 而 察觉 进一步 细节 时 ,我 们 发 现形 成 密室 底面 和 顶 面 四 周 的 
正直 角形 其 至 并 非 光滑 的 。 其 中 每 一 个 都 被 一 个 二 阶 密室 所 打 
断 。 类 似 地 ,我 们 进一步 探测 到 ,二 阶 密室 的 每 个 三 角形 壁面 在 其 
中 央 部 分 有 一 个 三 阶 密室 。 如 此 无 尽头 地 出 现 越 来 越 微 小 的 密 
Ko 

所 有 密室 加 在 一 起 ,正好 是 科 替 金字 塔 的 体积 。 另 一 方面 ,如 
灯 把 密室 看 成 只 有 底面 而 没有 其 他 二 个 侧面 , 则 它们 并 不 重 又 。 
设想 我 们 的 金字 塔 是 从 小 山中 挖 出 来 的 ,那么 密室 挖 据 者 将 挖 空 
它 的 全 部 体积 ,而 只 留 下 一 个 外 壳 。 底 面 上 这 些 墙 面 所 在 的 曲线 ， 
以 及 密室 “墙壁 ", 就 是 谢 尔 宾 斯 基 热 片 。 


球形 孔洞 和 点 阵 


Lieb & Lebowitz 1972 无 意 中 对 分 形 几 何 学 作出 了 一 个 贡献 ， 
他 们 把 六 5 用 半径 具有 形式 ps = oor" Cr < 1) 的 球 包容 ;单位 体积 内 
半径 为 ok 的 球 的 数目 具有 形式 n = mo 内 ,这 里 v 是 一 个 整数 ,并 
fi vz(l1-rr 的 形式 ,这 就 大 大 限制 了 r。 这 样 , 间 隙 尺寸 分 
布 的 指数 是 

D = log v / log (1/r) = E - log (1- r) / logro 
首先 ,在 边 长 为 2pi 的 点 阵 中 央 放 一 个 半径 为 pi 的 大 球 。 大 球 外 
面 的 一 个 边 长 为 2p, 的 点 阵 的 角 顶 足够 多 而 能 作为 下 一 批 较 小 球 
的 中 心 , 如 此 等 等 。 这 个 构造 涉及 r 的 这 些 上 界 ， 

XÍ E=1,r<1/3;%t E=2,r<1/10; 

Xt EZ3,r«1/27;4 E— e B, r—0. 

用 不 相 重 全 的 许多 球 来 包容 - 3 ,进展 可 以 快 得 多 。 例 如 , 直 
线 上 的 最 大 > 是 1/3, 相 应 于 康 托 三 分 尘埃 ! AA r > 1/3 的 康 托 
尘埃 的 存在 性 说 明 一 维 包 容 可 以 留 下 任意 低 的 维 数 。 然 而 ,较为 
致密 的 包容 包含 较 丰 富 的 结构 。 
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FERRE AY BUS 


在 许多 场合 里 ,即使 除了 维 数 Dr 和 D 外 还 加 上 树枝 状 阶 数 
及 ,仍然 不 足以 完全 确定 一 个 分 形 。 特 别 重 要 的 是 我 发 展 的 关于 
腔 隙 度 的 补充 概念 。 腔 隙 度 强 的 分 形 的 间 际 是 很 大 的 ,反之 亦 然 。 
基本 定义 已 可 以 在 此 叙述 ,但 到 第 34 章 再 谈 较为 方便 。 - 


图 14-4 RRM BABS (AEM D ~ 1.5849) 


É Sierpinski 1915 中 ,起 始 器 是 [0,1] ,发 生 器 和 第 二 阶段 的 折线 图 形 如 
图 14-5。 构 形 的 下 两 个 阶段 如 图 14-6。 进 一 步 的 演化 示 如 图 14-4 上 部 的 
“海岸 线 "( 最 大 的 实心 黑色 三 角形 以 上 )。 
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/ \ N=3 
r=% 


D=log 3/log 271.5849 


So Ea Á 


图 14-6 


自 接触 ”有限 的 构 形 阶段 无 自 接触 点 ,如 第 6 章 所 述 ,但 极限 曲线 却 无 
限 频 繁 地 自 接触 。 

BEML B 14-4 中 的 箭头 ( 横 过 来 看 , 它 像 是 一 条 热带 鱼 ) 定 义 为 在 
两 次 连续 回归 到 一 个 自 接触 点 ( 即 [0,1] 的 中 点 ) 之 间 的 谢 尔 宾 斯 基 曲 线段 。 
箭头 铺 在 平面 上 ,与 邻近 的 铺 覆 通过 凡 克 罗 ( Velcro 混合 性 的 隐 含 :一 条 鱼 的 
鱼 姻 恰好 合 于 另外 两 条 鱼 的 鱼 起 ) 的 梦 屡 般 外 推 相互 连接 。 进 而 ,通过 把 四 
个 适当 选择 的 邻近 销 覆 融合 在 一 起 ,就 可 以 得 到 以 比值 2 增加 的 铺 覆 。 

谢 尔 宾 斯 基 垫 片 的 孔洞 ”我 称 谢 尔 宾 斯 基 曲 线 是 一 个 垫 片 ,因为 还 有 男 
一 种 基于 割 出 孔洞 的 构造 方法 ,这 种 方法 在 第 8.31 章 和 第 35 章 中 普遍 应 
用 。 当 起 始 器 发生 器 和 两 个 相继 阶段 是 图 14-7 所 示 的 闭 集 时 得 到 谢 尔 宾 
斯 基 垫 片 。 这 个 孔洞 发 生 器 包括 了 上 述 的 杆 发 生 器 作为 专用 的 子 集 。 

堤岸 ” 当 我 在 Mandelbrot 1975 m 中 研究 某 种 堤岸 时 用 到 箭头 曲线 , 那 时 
我 还 不 知道 谢 尔 宾 斯 基 的 工作 。 - 


A À Aa À 


14-7 
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图 14-8 DEARER D-2) 
这 种 网 是 递归 地 得 到 的 ,其 N=4 和 r=1/2, 利 用 闭 四 面体 作为 起 始 器 ， 
四 面体 的 一 个 集合 作为 发 生 器 。 
它 的 维 数 是 D =2。 设 把 它 沿 着 连接 一 对 对 边 的 二 中 点 的 方向 投影 。 起 
始 器 四 面体 投影 在 一 个 正方 形 上 , 称 为 起 始 形 。 每 个 第 二 次 发 生 的 四 面体 投 
影 在 一 个 子 正方 形 上 ,也 就 是 起 始 正 方形 的 四 分 之 一 上 ,等 等 。 这 样 ,网 投影 
在 起 始 正方 形 上 。 子 正方 形 的 廊 界 相互 重 绰 。 = 
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图 14-9 ARMM BEBE (K D = 1.8928) 01757848 
( 维 数 D ~ 2.7268) 
WARM BNR £ Sierpinski 1916 中 ,起 始 器 是 一 个 铁 空 的 正方 形 ,发 
EGER BS FEIN 32 Rw 14-10. H N=8,r=1/3,D~1.8928. 3X e Je 8 1 
面积 为 0, 孔 的 总 周 界 长 度 无 限 。 


图 14-10 


图 14-9 门 杰 海绵 构造 原则 是 明显 的 。 无 限 继续 ,遗留 部 分 被 称 为 
门 杰 海 绵 。 我 很 遗憾 ,在 以 前 的 版 本 中 它 错 误 地 归于 谢 尔 宾 斯 基 ( 复 制 自 伦 
纳 德 -M:* 布 卢 门 撒 尔 和 卡尔 : 门 杰 的 《几何 学 研究 》。) 海 绵 与 起 始 立 方 体 的 经 
线 或 对 角 线 的 交 是 三 分 康 托 集 。 
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融合 的 岛屿 ”就 像 图 14-8 p LR p — MAR TU me 3 8 
PAR 83], Rob fd B € BERRIRIK- K. 

为 了 得 到 一 个 垫 片 ,起 始 器 是 一 个 正三 角形 , 取 发 生 器 如 图 14-11 左 。 
为 了 得 到 一 张 地 毯 ,起 始 器 是 一 个 正方 形 , 取 发 生 器 如 图 14-11 右 。 又 遇 到 
由 第 13 章 已 知 的 两 种 现象 :每 个 岛 由 的 海岸 线 是 可 调整 的 ,从 而 维 数 为 E 
片 或 地 毯 的 维 数 表达 了 大 陆 支离破碎 为 岛 同 的 程度 ,其 于 表达 了 岛屿 海岸 线 
的 不 规则 程度 。 


> GER 
RE Co bod) 
” | 
ÉD vas es tau 
P Der oA 
^ x. x 


14-12 ROMER (HM D = 1.8687) 
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在 其 他 方面 ,结果 就 是 不 熟悉 的 了 :第 13 章 中 的 海洋 是 连通 的 , 它 看 来 
是 航道 的 适当 拓扑 解释 。 它 不 包括 边界 ,因而 在 集合 拓扑 的 意义 上 是 开 的 。 
由 现在 的 构造 带 来 的 新 东西 是 : 科 赫 岛屿 有 可 能 渐 近 地 融合 为 一 个 实体 超 岛 
dA AE ,海岸线 组 合 在 一 个 点 阵 中 。 

属 在 拓扑 上 ,每 块 谢 尔 宾 斯 基地 毯 是 一 条 平面 普 适 曲线 ,而 门 杰 海绵 则 
是 一 条 空间 普 适 曲 线 , 也 就 是 说 ,这 些 形状 分 别 是 平面 中 最 复杂 的 曲线 和 任 
何 高 维 空间 中 最 复杂 的 曲线 , 见 Blumental & Menger 1970, 第 433 页 和 501 页 。 
» = 

在 很 早 很 早 以 前 和 很 远 之 外 ,大 皇帝 和 他 的 侍从 把 他 们 的 统治 扩展 到 华 
丽 的 雪花 长 万。 出现 了 分 裂 , 随 后 是 战争 ,结束 于 驾 崩 。 最 后 ,聪明 的 长 老 划 
了 一 条 线 来 由 北 到 南 分 割 走廊 给 争斗 者 。 

HASH 谁 控制 长 廊 , 如 何 从 外 面 到 达 它 ? 为 什么 某 些 长 廊 不 能 指向 
基本 方位 点 ? B 5-1 的 猴 树 给 出 提示 。 
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第 五 篇 “无 标 度 分 形 
第 15 章 ”具有 正体 积 的 曲面 和 躯体 


分 形 曲 线 ,曲面 和 尘埃 (现在 这 些 名 词 是 为 科学 目的 而 描述 和 
驯服 的 ) ,仅仅 是 在 渐 近 的 或 另外 的 极限 意义 下 标 度 的 。 

本 篇 的 第 一 章 集中 讨论 具有 正 ( 非 零 !) 体 积 的 曲面 ,把 相互 巴 
盾 的 特性 组 合 在 一 起 多 么 有 趣 啊 ! 我 们 是 否 最 后 又 回 到 了 对 于 自 
然 哲 学 家 毫 无 用 处 的 数学 怪物 ? 回答 再 次 是 断然 否定 的 。 虽 然 相 
信 它 们 在 大 自然 中 是 没有 的 ,但 两 位 著名 的 纯 数学 家 不 知 不 觉 地 
为 我 所 要 掌握 的 …… 躯 体 的 几何 学 准备 了 正确 的 工具 。 


正 测度 的 康 托 尘埃 


作为 第 一 步 , 先 回顾 一 下 三 元 集 e 的 康 托 结构 。 它 的 长 度 为 
0( 严 格 地 说 是 线性 测度 为 0) 是 从 下 面 事实 得 出 的 , 即 所 有 中 间 三 
分 之 一 孔洞 的 长 度 之 和 为 

1/3 + 2/3 4 + 25/35* «2 ]u 

但 是 e 是 完全 不 连通 的 ,因此 拓扑 维 Dr = 0 与 孔洞 长 度 无 关 。 实 
际 情况 是 每 个 结构 阶段 都 通过 移 去 中 心 在 “ 原 ” 直 线段 中 点 的 孔 
洞 ,而 把 前 一 阶段 的 每 个 直线 段 都 分 为 两 段 ,用 4; 来 记 和 孔洞 与 原 
直线 段 的 长 度 之 比 ,在 第 阶段 以 后 ,所 余下 的 直线 段 的 累计 长 


183 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


度 为 让 (1- AD 4 ko ERDE BIR EE Po ERIE 


的 原始 结构 里 X44=1/3, 因 此 P= 0. (LIES hk em BERE P > 0。 
在 这 种 情形 里 ,剩余 集 <。 具有 正 长 度 1 - P。 该 集 是 非 自 相似 的 ， 
因此 没有 相似 性 维 数 ,但 是 由 第 5 章 的 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 定义 
可 得 出 结论 D = 1, 从 D> Dr 就 得 出 ,是 一 个 分 形 集合 ,因为 D 
和 Dr 都 与 孔洞 长 度 AL 无 关 , 用 它们 的 值 来 描述 2. 是 十 分 肤浅 
的 。 

这 种 结构 在 平面 情形 时 更 为 清晰 ,从 一 个 单位 正方 形 中 切 去 
面积 为 4 的 十 字形 而 留 下 四 个 正方 形 。 然 后 再 从 每 个 正方 形 中 
切 去 相对 面积 为 Ay 的 十 字形 。 这 样 的 级 联 就 产生 一 个 尘埃 。 其 
ERATO -A)T Dr =0, 当 该 面积 不 为 0 时 D =2。 

在 E 维 空间 中 ,我 们 可 以 类 似 地 得 到 一 个 满足 Dy =0, 和 D 
= 的 具有 正体 积 的 尘埃 。 


>. e. e o a è o o 


缓慢 地 变化 log N / log (1/r) 


< 虽然 县 有 正 的 长 度 ,面积 或 体积 的 康 托 尘 埃 不 具有 相似 性 
维 数 ,但 它 对 于 规定 m = (1 - A, )/2 并 研究 由 D, = log N / 
log (1Xrm) 定 义 的 形式 维 数 是 有 用 的 。 

<I% D, 缓慢 地 变化 时 就 体现 出 在 第 5 章 中 当 描 述 一 个 丝线 
球 有 效 维 数 时 的 思想 。 在 一 条 线段 上 ,极限 集 c, 的 维 数 D = 1 是 
log 2 / log (17ri) 的 极限 。 此 外 ,结论 D= 1 HEER DNA, < of 
只 要 求 较 弱 的 条 件 hk-~~0。 因 此 存在 三 类 线性 康 托 尘 埃 :(a)0< D 
< 1 而 长 度 =0,(b)D=1 而 长 度 =0, 以 及 (c)D =1 而 长 度 >0。 

<4 上 述 (c) 类 的 对 应 物 能 在 科 赫 曲线 中 出 现 ,这 只 要 改变 每 个 
构造 阶段 的 发 生 器 使 它 的 D 趋 于 2。 例 如 , 取 r, = 1⁄2F 而 对 N, 
因而 对 D, 都 采用 在 图 6-15 注释 中 所 讨论 的 最 大 值 。 此 极限 具有 
一 种 值得 注意 的 各 种 性 质 的 组 合 : 它 的 分 维 D = 2 对 于 曲线 是 非 
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标准 的 ;但 是 它 的 拓扑 维 是 标准 的 : Dr = 1, 而 它 的 面积 也 是 标准 
的 :等 于 0。 

< 同样 的 性 质 在 第 25 章 的 布朗 运动 中 也 是 存在 的 ,但 在 那儿 
它们 是 当 避 开 双 重点 时 获得 的 。 

< 正式 维 数 也 可 以 偏离 六 =2。 例 如 , 填 满 平面 的 树 结构 的 天 
个 阶段 可 以 用 D <2 的 阶段 来 完成 。 这 个 结构 可 以 应 用 于 某 些 河 
流 树 的 模型 ,这 种 河流 树 似乎 对 内 界限 7 以 上 的 尺度 范围 是 填 满 
平面 的 ,但 对 完全 小 于 7 的 精细 尺度 范围 是 十 字形 的 ,这 个 7 在 
荒芜 的 地 方 应 该 非常 大 ,而 在 浸泡 从 林 的 地 方 应 该 非常 小 ,也 许 等 
于 0。 这 种 河流 的 有 效 维 数 对 超过 7 的 范围 应 是 D =2, 而 对 低 于 
7 WHA D<2, > 


具有 正面 积 的 曲线 


我 们 对 尘埃 的 直觉 是 不 完美 的 ,因而 对 于 正 长 度 或 正体 积 的 
尘埃 不 会 感到 困惑 ,但 正面 积 的 曲线 真正 是 难以 接受 的 。 在 
Lebesque 1903 和 Osgood 1903 中 表明 我 们 必需 接受 它们 以 后 ,它们 
就 代替 皮 亚 诺 曲线 而 成 为 最 主要 的 怪物 。 在 举例 以 后 我 将 说 明 这 
种 想法 与 实际 不 符 :在 最 原始 的 意义 下 ,具有 正体 积 的 曲面 十 分 接 
近 于 人 类 的 心脏 。 

这 种 想法 是 推广 图 6-2 的 中 点 位 移 构造 ,我 们 保持 海湾 和 海 
角 , 通 过 沼泽 地 三 角形 突起 的 每 个 三 角形 把 它 的 基 中 心 置 于 沼泽 
地 之 基 的 中 点 ,对 这 新 的 元 素 , 海 湾 和 海 角 的 相对 宽度 ) 不 再 是 
常数 ,而 是 当 k 增加 时 要 趋 于 0, 用 这 种 方法 使 并 (1- Mk) >0。 现 
在 由 沼泽 地 所 覆盖 的 面积 不 趋 于 0, 因此 沼泽 地 的 极限 满足 D = 
2。 另 一 方面 , 它 又 完全 不 同 于 任何 维 数 为 2 的 标准 集合 。 它 不 仅 
没有 内 点 而 且 是 一 条 Dr 1 的 曲线 ,因为 对 任何 一 点 的 邻 域 ,只 
要 仅仅 移 去 两 个 点 就 能 与 集合 中 其 余 的 点 分 开 。 


上 述 的 构造 仿效 了 Osgood 1903 ,但 对 他 构造 时 的 奇特 方法 作 
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了 简化 ,使 之 较 易 遵循 ,但 是 一 种 发 现 的 实用 性 并 不 以 引入 它 的 原 
因 来 判断 的 。 


动脉 和 静脉 的 几何 学 


摘录 Harvey 1628 中 的 话 , “我 们 容许 把 血液 的 运动 称 为 循环 
的 ,用 同样 的 方法 ,就 像 亚 里 士 多 德 所 说 ,空气 和 十 仿照 了 高 等 人 
体 的 循环 运动 …… 类 似 地 ,在 人 体内 通过 血液 运动 …… H TRE 
Al, BEER , BAR .纯洁 和 有 和 营养 的 血液 使 得 体内 的 各 部 分 得 到 
滋养 .抚育 和 加 快 增长 ; 另 一 方面 ,由 于 血液 与 这 些 部 分 相 接 触 而 
变 得 冷却 凝固, 好比 是 枯竭 了 。” 

哈 维 提出 了 血液 循环 的 观点 ,认为 几乎 在 人 体 每 一 点 的 很 小 
距离 以 内 都 能 找到 动脉 和 静脉 (也 可 见 《威尼斯 商人 》) ,这 种 观点 
没有 考虑 毛细 管 ,但 是 作为 一 级 近似 这 是 最 好 的 , 即 要 求 在 无 限 地 
接近 它 每 一 点 处 都 应 有 一 条 动脉 和 一 条 静脉 一 一 当然 ,下 面 的 情 
形 要 除外 :对 于 一 条 动脉 (或 一 条 静脉 ) 内 部 的 点 是 不 能 十 分 接近 
于 一 条 静脉 (或 一 条 动脉 ) 的 。 

不 同 的 表述 (但 是 这 种 重新 的 表述 作出 的 结果 听 起 来 多 么 奇 
怪 啊 !) 在 非 血管 的 组 织 里 的 每 一 点 应 该 位 于 两 种 血液 网 状 组 织 之 
间 的 边界 上 。 

另 一 个 设计 因素 是 血液 十 分 昂贵 ,因此 所 有 动脉 和 静脉 的 体 
积 必需 只 占 人 体 体积 的 一 个 很 小 的 百分比 ,而 大 部 分 都 留 给 非 血 
管 组 织 。 


勒 贝 格 - 奥 斯 古 德 怪物 对 我 们 的 身体 是 非常 基本 的 


从 欧 几 里 得 的 观点 来 看 ,我 们 的 判 据 里 包含 着 一 种 巧妙 的 矛 
盾 。 一 种 形状 必需 在 拓扑 上 是 二 维 的 ,因为 它 形成 二 块 形状 (拓扑 
上 为 = 维 ) 的 公共 边界 ,然而 这 就 要 求 具有 一 个 这 样 的 体积 , 它 不 
仅 与 它 围 住 的 形状 的 体积 相 比 不 可 忽略 ,而 且 它 要 大 得 多 ! 
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分 形 方法 对 解剖 学 的 优点 是 它 显示 出 上 述 的 要 求 是 完全 相 容 
的 。 在 前 二 节 中 描述 的 奥 斯 古 德 构造 的 一 个 空间 变种 满足 我 们 强 
加 于 血管 系统 的 设计 的 全 部 要 求 。 

在 这 种 构造 里 ,静脉 和 动脉 是 标准 区 域 , 因 为 小 球 (血液 细胞 ) 
能 完全 在 它们 内 部 被 拉 长 。 另 一 方面 , 脉 管 在 全 部 体积 中 仅 占 很 
小 的 百分比 。 其 组 织 是 非常 不 同 的 : 它 不 包括 片 ,但 是 很 小 ,这 样 
动脉 和 静脉 并 不 十 字形 相交 , 它 是 一 个 分 形 曲 面 :其 拓扑 维 数 是 
2, 而 它 的 分 形 维 数 是 3。 

再 次 重申 ,这 些 性 质 不 再 使 人 觉得 过 分 ,没有 一 个 人 注意 到 它 
们 首先 是 从 普通 意义 下 创造 的 数学 飞 路 所 引起 的 ,我 已 证 明 , 它 们 
在 直观 上 是 不 可 避免 的 。 此 勒 贝 格 - 奥 斯 古 德 分 形 怪物 对 我 们 的 
躯体 是 非常 基本 的 ! 


直观 性 : 老 的 和 新 的 


肺 的 导管 和 它 的 血管 系统 的 组 合 也 被 证 明 具 有 一 种 非常 有 趣 
的 构造 ,其 中 的 三 个 集合 一 一 动脉 .静脉 和 支气管 一 一 具有 普通 的 
边界 。 此 种 集合 的 第 一 个 例子 是 由 布 劳 韦 尔 建立 的 。 当 用 这 种 方 
法 引进 时 , 布 劳 韦 尔 的 构造 完全 与 直观 相符 合 。 但 是 把 它 放 到 历 
史 中 展 望 ,我 们 就 必需 回 到 传统 观点 的 代言 人 哈恩 那里 。 

“ 直 党 似乎 表明 三 国 相 会 仅仅 在 孤立 点 出 现 …… 直 党 上 不 能 
理解 布 劳 韦 尔 模式 ,虽然 逻辑 分 析 上 要 求 我 们 接受 它 。 我 们 再 次 
发 现在 简单 和 基本 的 几何 问题 里 直 党 是 一 种 完全 不 可 靠 的 导 引 ， 
它 不 可 能 在 数学 学 科 中 起 到 开拓 和 基础 的 作用 ,几何 学 空间 


“然而 ,如 果 ] 我 们 越 来 越 习惯 于 处 理 这 些 逻 辑 结构 ;如 果 它 
们 渗透 到 学 校 的 全 部 课程 中 ;如 果 我 们 ,比如 说 ,从 小 就 像 学 习 三 
维 欧 几 里 得 几何 一 样 来 学 习 它们 一 一 那么 就 没有 人 会 认为 这 些 几 
何 学 是 与 直觉 相 矛 盾 的 。 
本 书 说 明 哈 恩 是 完全 错误 的 。 为 了 驯服 他 自己 的 例子 ,我 发 
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现 为 了 完成 新 的 任务 ,训练 我 们 现在 的 直 党 是 很 必要 的 。 但 它 不 
容许 特性 作 任 何不 连续 的 变化 。 险 恩 作出 了 一 个 错误 的 判断 和 提 
出 了 一 个 毁灭 性 的 分 析 。 很 久 以 前 几何 直观 就 认识 到 它 需 要 具有 
奇特 和 曲折 方法 的 逻辑 学 的 帮助 ,为 什么 要 使 逻辑 学 从 直觉 中 消 
失 呢 ? 

无 论 如 何 ,典型 的 数学 家 关于 什么 是 直觉 的 观点 是 完全 不 可 
人 靠 的 ;不 允许 把 它 作 为 建立 模型 的 指南 :数学 太 重 要 了 ,以 致 不 能 
把 它 放 弃 给 育 目 相信 的 逻辑 学 家 。 = 


188 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


$£ 16 € 树 ; 标 度 剩余 物 ; 非 均匀 分 形 


本 章 讨 论 近乎 标 度 化 的 纤维 状 分 形 树 和 其 他 的 分 形 , 也 就 是 
除了 从 分 形 上 可 忽略 的 一 些 剩 余 物 以 外 都 已 标 度 的 分 形 。 注 意 到 
在 这 些 集合 的 不 同 部 分 和 Dr 取 不 同 的 值 , 在 此 意义 下 分 形 是 
非 均匀 的 。 与 此 相反 ,迄今 为 止 所 讨论 的 分 形 都 具有 均匀 特性 。 


标 度 剩余 物 集 的 概念 


标准 区 间 ”包含 右 端点 而 不 包含 左 端点 的 半 开 区 间 (0,1] 是 
标 度 的 ,因为 它 是 N = 2 的 缩小 复制 品 { 0, 志 ] a(t] 的 并 集 。 
与 此 相反 , 开 区 间 ]0,1[ 没 有 标 度 , 因 为 它 除了 含有 N = 2 的 缩小 
RB HERE I i (0,1) 和 (十 , 直 以 外 , 它 还 包含 了 中 点 x = 广 。 
我 建议 把 此 中 点 称 为 标 度 剩余 物 。 它 在 D 的 计算 以 及 其 他 目的 
中 都 可 忽略 。 一 个 物理 学 家 会 说 , 它 与 整体 和 各 部 分 相 比 具有 较 
小 的 物理 量 级 。 

上 述 例子 引导 我 们 像 学 究 式 那样 复杂 地 来 考察 剩余 项 而 不 影 
响 到 标 度 的 结果 。 但 是 在 关于 我 称 为 非 均匀 分 形 的 类 似 例子 里 ， 
其 剩余 物 可 以 是 十 分 重要 的 。 一 个 非 均匀 分 形 是 具有 不 同 分 维和 
拓扑 维 的 部 分 之 和 (或 差 )。 其 中 的 任 一 部 分 都 不 可 完全 不 考虑 ， 
即使 在 分 形 和 拓扑 上 都 可 忽略 。 这 两 种 观点 在 其 重要 性 和 感 兴趣 
效果 上 常常 有 抵触。 

康 托 尘埃 和 孤立 点 ”通过 把 区 间 [0,1] 分 为 四 部 分 而 保留 


[o, 革 ] 和 [过 ,来 构造 康 托 尘埃 , 另 一 种 结构 是 从 [0,1] 中 去 挤 
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开 区 间 ( 2) (52) , 它 产生 与 上 面 同 样 的 尘埃 再 加 上 剩余 
点 = 证。 这 孤立 的 剩余 物 并 不 是 一 个 分 形 ,因为 其 Dr 和 D 者 
等 于 0。 


在 空间 推广 到 :5, 康 托 尘埃 满足 Dr =0 和 D >0, 而 非 分 形 
Tel BAL Dr = D = E - 1。 这 剩余 物 就 可 在 拓扑 上 和 /或 分 形 上 
完全 控制 尘埃 。 


分 形 树 骨 架 , 它 的 剩余 项 是 区 间 


图 16-1 表明 了 具有 无 限 细 茎 的 伞 状 树 的 例子 ,它们 没有 生命 
能 力 ,在 第 17 章 中 经 修正 后 作为 植物 模型 是 很 适当 的 。 而 树 的 骨 
架 在 许多 数学 部 门 里 都 引起 极 大 的 兴趣 。 在 拓扑 学 家 看 来 它们 都 
是 相同 的 ,因为 在 他 们 看 来 任何 树 都 是 由 无 限 多 条 弹性 线 构成 的 ， 
而 我 们 的 树 可 以 拉 长 或 者 缩短 而 变 成 另 一 棵 树 。 然 而 这 些 树 在 直 
观 上 以 及 作为 分 形 是 相互 不 同 的 。 

分 枝 顶端 ”一 棵 树 是 分 枝 项 端 和 枝 管 两 大 部 分 之 和 ,它们 的 
维 数 以 十 分 有 趣 的 形式 相抵 触 。 其 中 的 分 枝 顶端 集合 比较 容易 研 
究 。 它 是 一 个 分 形 尘埃 , 与 我 们 许多 已 知 尘埃 相 类 似 , Z E bp HE 
的 ,N=2 而 ;在 1N2 与 0 之 间 , 因 此 DD 能 从 2 到 0 之 间 变化 , 虽 
RE 16-1 上 的 图 形 的 万 限制 于 1 与 2 之 间 ,在 每 个 分 岔 点 的 内 分 
枝 角 取 成 相同 的 角度 9: 它 能 在 一 个 很 大 范围 内 变化 而 不 影响 r 
和 DD。 因 此 对 各 种 各 样 的 树 形状 容许 同一 

当 1< D<2 时 ,这 些 树 在 0 < 9 时 是 自重 释 的 ,因此 自 回避 
性 使 9 的 选择 变 窗 。 在 图 16-1 上 的 树 满足 9 = ga, 而 我 们 首先 
将 要 讨论 的 是 满足 9 = Ou + € 0 

A ” 粗 看 起 来 整个 树 似乎 是 自 相似 的 ,因为 每 一 个 分 枝 及 其 扒 
带 的 枝 管 是 整体 的 一 个 缩小 尺度 的 形式 。 但 在 事实 上 ,在 主 分 岔 上 
的 两 个 分 枝 加 起 来 并 不 就 是 整体 ,除非 再 加 上 一 个 剩余 物 : 树 干 。 
在 直观 上 ,这 剩余 物 是 决 不 能 忽略 的 ,事实 上 我 们 认为 树 的 树干 和 
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分 枝 比 分 枝 顶 端 更 为 重要 ,在 直观 上 ,分 校 “决定 了 "分 枝 顶 端 。 

还 有 ,不 管 怎样 的 D 值 , 自 回避 树 的 分 校 顶 端 形成 的 尘埃 
D, = 0, 而 分 枝 形成 的 曲线 Dr = 1( 不 管 是 否 把 它们 的 顶端 包含 在 
内 ) ,因此 ,分 枝 在 拓扑 上 占 主导 地 位 。 的 确 ,把 一 点 PEE 
域 分 离 出 来 ,就 需要 消除 1 点 (如 果 P 是 分 枝 顶 端 ) 或 2 点 (如 果 P 
位 于 分 校内 部 ) 或 3 点 (如 果 P 是 交叉 点 )。 

现在 回 到 分 形 观点 ,分 枝 顶端 的 维 数 是 D, 而 每 个 分 校 的 维 
数 是 1。 总 的 说 来 ,这 不 是 标 度 ,但 由 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 公式 
定义 的 \ 它 的 分 形 维 数 不 能 小 于 D 或 1, 结 果 就 要 大 于 2, 让 我 们 
重新 分 别 说 明 得 到 的 两 种 可 能 性 。 

分 形 树 ” 当 D > 1, 整 个 树 的 分 形 维 数 也 是 D。 即 使 分 枝 在 直 
观 上 和 拓扑 上 是 占 统治 地 位 的 ,它们 在 分 形 上 可 忽略 ! 因为 D > 
Dr, 此 树 是 一 个 以 万 来 度量 分 枝 充足 性 的 分 形 集 。 这 样 , 我 们 遇 
见 了 分 形 维 数 的 另 一 方面 ,增加 到 作为 度量 不 规则 性 和 支离破碎 
性 的 作用 ,在 第 17 章 里 , 当 我 们 转 到 非 纤维 状 树 时 就 会 发 现 ,一 个 
光滑 的 但 包含 有 非常 局 部 的 鲜明 “丘疹 "的 曲面 可 以 成 为 比 一 个 标 
准 曲面 还 “更 "标准 。 

子 分 形 树 当 0< D<1, 相 反 , 整 棵 树 的 线性 测度 (累计 长 度 ) 
是 有 限 且 为 正 的 ,所 以 它 的 分 形 维 数 必定 是 1。 这 样 ,D = Dr 意味 
着 该 树 不 是 一 个 分 形 。 

事实 上 ,如 果 我 们 这 样 来 选取 单位 ,使 树干 的 长 度 是 1 - 2r， 
则 分 枝 (看 作 开 区 间 ) 就 能 重新 放置 于 [0,1] 上 的 线性 康 托 尘 埃 < 
的 间 阶 中 ,此 2 具有 与 分 枝 项 端 同样 的 W = 2 和 r。 类 似 地 ,分 枝 
顶端 也 可 重新 放置 于 c 上。 我 们 看 到 ,区 间 [0,1] 完 全 被 我 们 树 上 
点 的 映 象 所 填 满 ,只 有 那些 没有 被 映射 的 点 与 分 枝 结 合成 一 体 , 它 
们 形成 可 数 的 剩余 物 。 

关于 图 8-5 的 说 明 提醒 我 们 ,魔鬼 阶梯 曲线 是 很 特别 的 ,但 不 
是 分 形 。 如 果 这 种 形状 变 得 很 重要 了 ,就 需要 给 它 取 个 名 称 ,现在 
就 称 它 为 次 分 形 。 

作为 最 后 一 个 注释 ,由 维 数 为 D* > 1 的 分 形 曲线 代替 直角 分 
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枝 。 当 D < D* 时 , 树 的 分 形 性 质 由 分 枝 所 决定 ,而 这 树 是 维 数 为 
D “的 分 形 。 但 是 当 D» D* 时, 树 就 是 维 数 为 D 的 分 形 了 。 


非 均匀 分 形 ,等 等 


现在 我 们 准备 给 出 一 个 新 的 定义 。 一 个 分 形 7 被 称 为 均匀 
的 ,如 果 由 了 与 圆心 在 7 上 的 圆 盘 ( 或 球 ) 的 相交 所 得 到 的 任何 集 
合 都 有 同样 的 D, 值 而 且 D> Dro 

我 们 看 到 , 科 替 曲线 , 康 托 尘埃 ,树枝 状 曲线 等 等 都 是 均匀 分 
形 , 但 是 上 节 的 D > 1 的 树 骨 架 是 非 均匀 分 形 。 

事实 上 , 树 可 称 为 部 分 分 形 。 它 们 与 圆心 在 分 枝 上 的 足够 小 
的 圆 盘 的 交集 不 是 分 形 而 是 由 一 个 或 几 个 直线 段 所 组 成 的 。 


PERM 


迄今 为 止 , 图 16-1 是 作为 几乎 没有 自 回避 的 树 的 图 例 。 但 事 
实 上 ,这 些 树 的 顶端 是 渐进 地 自 接触 的 。 因 此 ,分 枝 顶端 的 集合 终 
止 于 一 个 D, = 0 的 尘埃 ,而 由 Dr = 1 但 不 改变 其 分 维 的 曲线 所 代 
们 紧 直 阴影 的 长 度 随 刀 而 增加 。 9 0 

在 最 终 的 形状 以 外 围 住 开 区 域 的 曲线 称 为 “分 形 伞 顶 "。 由 于 
TTF AS BOSURS HE”, B D 增加 而 算得 的 伞 顶 的 维 数 还 得 不 到 
D, 

因为 对 于 树 主要 考察 的 是 光线 , 张 开 的 分 形 使 顶 折 释 未 端的 
分 枝 可 以 想象 会 减少 。 树 的 设计 者 或 是 允许 某 些 分 枝 成 长 ,然后 
由 于 和 缺乏 阳光 照 炮 而 枯萎 ,或 是 写 一 个 比较 复杂 的 程序 以 指导 这 
些 分 枝 永 不 生长 ,我 会 选择 较 简单 的 程序 。 

当 D<1 时 , 维 数 为 D 的 尘埃 合并 到 一 条 曲线 是 不 可 设想 的 。 
当 我 们 由 减 小 内 分 贫 角 9 来 寻找 自 接触 时 ,直至 9 变 成 0 也 不 能 
达到 目的 ,而 该 树 已 倒塌 成 一 个 直线 段 了 。 另 外 ,如 果 我 们 保持 树 
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的 竖 直 阴影 为 固定 长 度 1, 而 由 伸 长 分 枝 来 寻找 自 接触 ,这 个 目的 
永远 不 能 达到 :该 树 趋向 于 一 个 线性 康 托 尘 埃 o, 再 加 上 2 的 每 一 
点 向 下 挂 的 半 直 线 。 


没有 剩余 项 的 树 


分 形 树 并 不 局 限于 前 面 几 节 里 的 那些 结构 。 例 如 ,回想 一 下 
第 184 页 上 的 结构 。 另 外 , 取 科 赫 发 生 器 为 一 个 叉 架 , 它 以 长 度 mn 
( 顶 ),r,( 底 ) 和 zr,( 边 ) 为 分 枝 , 使 得 r+ r+2r?<1。 在 由 此 产生 
的 分 形 树 里 ,每 个 分 枝 , 不 论 它 怎样 短 , 都 被 称 为 子 分 枝 。 如 果 根 
点 排除 在 外 , 则 这 种 树 是 标 度 的 而 没有 剩余 物 。 


高 能 物理 学 :射流 


Feynman 1979 中 报道 说 ,分 形 树 使 他 能 够 目 视 和 模拟 当 粒 子 
以 很 高 能 量 对 面 碰撞 时 所 形成 的 “射流 ”。 这 种 思想 由 韦 尼 察 诺 在 
CERN 报告 中 披露 。 - 


图 16-1 分 形 伞 树 和 分 形 伞 顶 
图 16-1 上 的 树 具有 无 限 细 的 茎 ,而 且 所 有 分 枝 之 间 的 夹 角 都 是 同样 的 
909。D 的 范围 从 1 变 到 2。 而 对 每 一 个 也 ,把 6 取 为 与 自 回避 性 相 容 的 最 小 值 。 
对 刚 超过 1 的 D( 图 16-1 的 顶部 左边 图 ), 结 果 是 像 小 刷 晶 ,然后 像 扫 
需 , 当 姜 增 加 时 ,分 枝 就 张 开 了 ,而 轮廓 线 或 者 " 伞 顶 " 张 开 到 折 亚 在 日 光 下 
隐藏 起 来 。 人 们 可 回想 起 (车 董 ) Brassica oleracea 种 植 的 各 种 花 : 菜 花 和 花 
菜 。 把 菜花 和 花菜 之 间 几 何 学 上 的 差别 部 分 用 分 形 维 数 使 之 定量 化 是 有 意 
义 的 吗 ? 
对 于 较 大 的 D( 图 16-1 底部 ,左边 图 ), 一 个 法 国人 回想 起 了 符 邦 人 的 防 
御 工 事 。 值 D=2 和 048=x 产 生 一 襟 填 满 平面 的 树 。 要 允许 9 > (图 16-1 底 
部 右边 图 ), 我 们 必须 再 次 减 小 D, 而 雨伞 的 所 有 伪装 都 由 足以 表现 印度 古典 
© FFH (Marquis de Vauban, 1633 ~ 1707), ABF SET Ë jo, ——PE# t 
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3 F W 38 bJ SHARPER. 
在 最 有 名 的 图 画 之 一 , 论 增长 和 形式 (Tompeon 1917) P , f IE] #b 3€ de ng 3: 


颇 在 欧 几 里 得 意义 下 通过 光滑 和 连续 变换 能 相互 映射 。 把 现在 的 树 相 互 喘 
射 的 变换 有 点 相同 的 灵感 ,但 有 非常 不 同 的 精神 。 = 


B 16-1 
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#178 树 和 直径 指数 


本 章 讨论 包 含 在 肺 .血管 系统 ,植物 树 .河流 网 等 等 之 中 的 .在 
JU E Bk ALES JE EER AY “BE” o 

这 些 自然 对 象 是 极为 熟悉 的 。 事 实 上 ,没有 其 他 对 象 能 像 它 
们 那样 刻 划 具 有 大 量 不 同 线性 尺度 因素 的 形状 的 想法 。 不 幸 的 
是 , 树 不 如 它们 看 上 去 的 那样 简单 。 以 前 没有 处 理 它们 ,是 因为 在 
前 一 章 遇 到 了 一 个 复杂 问题 : 树 不 是 自 相 似 的 。 我 们 希望 自 相似 
最 好 对 分 枝 项 端 是 成 立 的 ,就 像 我 们 在 本 章 里 所 假定 的 , 树 除 了 包 
含 顶端 的 分 枝 维 数 D 以 外 , 还 包含 有 一 个 称 为 直径 指数 的 参数 
A。 当 树 是 带 有 一 个 剩余 物 的 自 相似 ,就 像 第 16 章 中 所 述 ,A 与 
分 枝 顶 端的 D 相 一 致 。 否 则 ,A 和 D 有 不 同 的 特性 ,而 我 们 来 研 
究 一 种 生物 学 家 称 为 “ 异 质 ” 的 现象 。 我 们 讨论 两 个 例子 :A = D 
和 A < D. 


直径 指数 A 


达 : 芬 奇 在 他 的 《笔记 本 》 的 第 394 个 注 中 指出 , “一 棵 树 的 全 
部 分 枝 在 长 大 的 每 个 阶段 , 当 把 它们 放 在 一 起 时 ,等 于 树 于 (它们 
下 部 ) 的 厚度 ”。 形 式 的 表达 式 如 图 17-1 所 示 。 植 物 树 的 分 枝 在 
分 叉 前 后 的 直径 分 别 为 4a、di 和 d,, 它 们 间 满 足 关系 式 

d =d+ À 

其 中 指数 A = 2。 其 复杂 性 在 于 :如 果 把 分 枝 的 厚度 计算 在 内 , 植 
物 树 就 不 与 带 有 接近 于 填 满 空间 的 树 皮 自 相似 。 的 确 , 自 相似 要 
X A = ,而 接近 填 满 空间 就 要 求 D ii T E= 3. 

换 句 话说 ,不 论 何 时 上 面 的 关系 式 能 成 立 , A 就 是 加 于 D 的 
一 个 新 参量 , 它 称 为 直径 指数 。 已 有 许多 人 研究 过 它 ,相互 间 常 党 

195 


由 上 下 大昌 天 四 让 看 看 


http: / / www. tulongwaihui. com 


Bi 17-1 


不 了 解 ,有 参考 文献 (Thomson 1917 ~ 1942 ~ 1961) 为 证 。 本 章 要 证 
明 ,对 于 支气管 有 A =3, 对 于 动脉 有 4A=~2.7。 植 物 树 接近 于 达 ， 
芬 奇 的 A =2。 而 对 于 河 宽 有 A = 2。 本章 还 要 探索 几 个 物理 学 、 
哲学 和 几何 学 的 有 关 A 值 的 结果 。 

<q# 3 E1977 版 的 《分 形 》 一 书 中 , 称 A 为 侧 维 数 (来 源 
于 napa = 3) ,但 我 不 再 倡导 这 一 术语 ,A 的 作用 很 难处 理 一 一 有 
时 作为 维 数 而 有 时 又 不 是 一 一 在 Besicovitch & Taylor 1954 中 起 了 
指数 的 作用 , 见 第 39 BE. y> 


肺 的 支气管 树 


作为 第 一 个 例子 , 肺 气管 的 精细 部 分 在 全 部 实际 目的 中 是 自 
相似 的 ,具有 A= D lA= E =3, 

我 们 不 是 非常 清楚 肺 的 内 部 形状 ,如 果 能 插入 一 张 实际 的 照 
片 对 此 将 有 启发 (在 Weibel 1963 和 Comroe 1966 中 有 例子 )。 但 是 
本 书 的 宗旨 (这 可 能 是 唯一 抱 菊 的 场合 ) 是 建立 模型 ,因此 一 种 简 
短 的 口头 描述 就 足够 了 。 把 肺 中 的 空气 用 非 硬化 的 塑料 代替 ,以 
后 塑料 硬化 和 细胞 组 织 分 解 , 留 下 一 个 极为 沉重 的 分 枝 树 , 它 以 一 
定 的 密封 度 ,均匀 性 和 视觉 的 不 可 人 性 充满 了 肺 的 轮廓 ,这 是 植物 
例 永 远 达 不 到 的 。 在 我 们 不 予 关 心 的 头 两 个 分 盆 和 最 后 三 个 ( 它 
将 导致 气泡 ,在 第 12 章 中 讨论 过 ) 之 间 , 存 在 有 15 个 惊人 规则 性 
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的 逐次 分 岔 。 

根据 Weibel 1963 中 的 数据 ,在 一 阶 近似 下 气管 段 都 是 彼此 相 
似 的 ,而 且 4=3。 气 流 是 在 分 贫 的 分 枝 之 间 被 分 开 的 实物 的 数 
B ,因此 气流 等 于 气管 的 横 截 面积 乘 以 空气 速度 ,我 们 看 到 速度 像 
ds-? 那 样 变化 :当空 气流 向 细 的 支气管 时 要 减速 。 

精确 值 A = 3 是 重要 的 。Murray 1927 中 第 一 次 的 解释 包含 有 
一 个 争论 ,因此 Thompson 1942 第 954 页 ,或 1961 第 129 页 提出 : 
“分 枝 面 的 增长 不 久 就 意味 着 增加 摩擦 , (流体) 流动 的 步伐 就 放 慢 
了 ,因此 分 枝 就 必须 比 第 一 次 出 现 的 有 更 大 的 容积 。 有 问题 的 不 
是 容量 ,而 是 阻力 。 一 般 说 来 ,答案 是 在 系统 的 每 一 部 分 ,在 分 岔 
前 后 阻力 与 横 截 面 的 比值 是 相等 的 ,就 像 整 个 系统 的 最 小 可 能 阻 
尼 条 件 。 因 此 ,总 的 分 枝 横 截面 要 大 于 与 阻力 成 正比 的 树干 。 这 
个 近似 的 结果 对 学 水 力学 的 学 生 是 很 熟悉 的 [现代 的 处 理 可 见 
Hersfild & Cummings 1967, Willson 1967] , 即 阻力 最 小 而 条 件 最 佳 。 
当 全 部 分 枝 比 是 203~1.26 时 。 

因此 ,A =3 是 目标 确定 的 设计 或 者 要 努力 达到 的 有 选择 的 发 
展 中 的 最 佳 值 。 当 然 , 默 里 的 最 佳 判 据 纯粹 是 局 部 的 ,设计 者 对 于 
局 部 的 最 佳 部 分 是 否 能 构成 为 合适 的 整体 永远 不 会 有 把 握 。 


以 支气管 包装 三 维 空间 


我 对 A =3 的 另 一 种 分 形 观 点 是 非常 不 同 的 : 它 对 肺 的 胎 期 
生长 和 肺 气管 的 充分 生长 的 形状 产生 一 种 非 顽固 的 几何 约束 的 影 
响 。 一 个 明显 的 优点 是 ,这 里 分 枝 比 22 ~ 213 不 一 定 是 遗传 学 规 
则 (就 像 在 默 里 方法 中 的 实例 ) 的 一 部 分 。 

基本 证 据 是 这 样 的 ,一 个 肺 的 胎 期 从 芽 开始 生长 , 芽 生 长 为 支 
气管 , 它 又 生成 两 个 芽 ,每 一 个 又 重复 上 面 的 过 程 。 此 外 ,这 种 增 
长 是 自 相似 的 。( 带 有 树干 作为 剩余 物 !) 为 了 说 明 自 相似 性 ,我 们 
不 要 求 这 是 最 好 的 ,而 只 要 是 最 简单 的 :这 个 控制 生长 的 程序 是 最 
短 的 ,每 一 步 都 是 在 较 小 的 尺度 ,或 者 在 前 阶段 生长 以 后 的 同样 尺 
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庶 寺 重复 前 面 的 过 程 ,如 果 是 这 样 ,那么 生长 的 结果 完全 由 分 枝 的 
宽度 /长 度 的 比值 和 直径 指数 所 确定 。 我 们 还 需要 增加 一 个 规则 ， 
以 对 停止 生长 作 标 记 。 

现在 ,依赖 于 A 值 (宽度 /长 度 之 比值 是 完全 固定 的 ) ,按照 这 
些 规则 ,生长 达到 下 列 三 种 后 果 之 一 :(a) 在 有 限 阶 段 以 后 ,分 枝 
从 生长 的 空间 中 向 外 长 出 来 ;(b) 分 枝 永 不 充满 超过 有 效 空 间 的 

部 分 ;或 者 (c) 它 们 发 现 有 效 空间 正 是 它们 所 需要 的 。 当 我 们 和 希 
望 此 极限 是 充满 空间 的 树 时 ,没有 详细 的 指令 要 编 入 到 生长 程序 
中 ,因为 对 空间 的 竞争 对 不 确定 性 留 下 很 少 一 点 地 方 ,过 程 的 二 维 
缩减 已 图 示 于 图 17-3 至 图 17-5, 我 们 可 从 图 中 看 到 , 当 分 枝 的 宽 
度 / 长 度 之 比值 减少 到 0 时, 填 满 平面 的 分 枝 比 增加 到 2122, 5848 
出 A = 记 =2。 类 似 地 ,对 应 于 无 限 细 的 分 枝 , 填 满 空间 的 分 枝 比 
是 2'4, HUB A= E =3, 

因为 A =3 对 应 于 无 限 细 气 管 的 极限 , 它 不 能 真正 实现 。 多 
么 遗憾 ,因此 由 无 限 细 分 岔 延续 至 零 而 构成 的 树 具有 充满 空间 的 
“皮肤 "。 上 面 这 个 性 质 会 给 出 一 个 目的 论 的 解释 ,以 与 默 里 的 解 
释 相 对 抗 :从 在 空气 和 血液 之 间作 化 学 交换 的 目的 而 容许 最 大 可 
能 曲面 的 观点 看 来 是 最 好 的 。 

但 是 实际 的 气管 并 不 是 无 限 细 的 ,所 以 我 们 能 够 获得 的 最 好 
情况 是 A 和 DD 的 值 稍 低 于 3, 它 与 经 验 上 的 明显 性 容易 相 容 。 这 
包含 着 在 所 有 分 枝 点 上 的 同样 程度 的 不 完美 性 一 一 但 这 个 性 质 是 
作为 带 有 剩余 物 的 自 相似 性 的 次 要 结论 得 到 的 ,而 并 不 需要 作为 
一 个 目标 来 建立 。 

BH ”分 枝 合 成 一 个 标准 集 :在 拓扑 上 和 分 形 上 的 维 数 为 E. 
当 每 个 分 枝 的 皮肤 是 光滑 的 时 ,全 体 皮肤 具有 维 数 A, 


气 胞 的 内 界限 


通常 ,内 插 更 细 的 支气管 要 终止 于 一 个 界限 。 这 种 界限 是 在 
第 15 个 分 岔 以 后 逐 产 形 成 的 ,而 我 发 现 它 具 有 优美 的 几何 标记 。 
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一 个 基本 标记 是 这 样 的 , 当 无 限 自 相似 分 盆 要 最 终 充 满 全 部 
可 用 的 空间 , 它 进行 得 是 很 慢 的 ,这 样 肺 的 头 15 个 分 岔 阶段 仅仅 
充满 了 肺 腔 的 一 小 部 分 。 为 了 用 很 少 几 个 阶段 就 充满 余下 的 空 
间 ,此 气管 必须 做 得 比 由 自 相似 外 推 法 得 出 的 要 显著 地 大 。 的 确 ， 
Weibel 1963 中 第 123 ~ 124 页 可 理解 为 一 种 表征 , 即 在 超出 第 15 
阶段 以 后 ,气管 的 宽度 就 停止 减少 (不 再 定义 A)。 而 气管 的 长 度 
要 比 由 相似 性 所 要 求 的 长 ,最 终 的 倍数 是 2。 因 为 图 17-4 和 图 
17-5 显示 出 自 相 似 分 枝 进入 到 最 靠近 于 可 用 间隙 的 大 约 一 半 道 
路 ,倍数 等 于 2 是 可 以 明显 看 出 的 ,并 也 表明 设计 肺 的 许多 程序 由 
空间 性 质 所 施加 而 不 需要 另外 编 人 。 


更 多 的 血管 系统 几何 学 


现在 我 们 转向 第 15 章 的 要 点 ,那里 我 提出 勒 贝 格 - 奥 斯 古 德 
分 形 怪物 是 我 们 般 体 的 实质 。 赋 予 一 一 个 分 枝 区 域 x( 动 脉 ) 的 体 
积 大 约 是 区 域 B( 人 体 ) 体 积 的 3% ,但 假定 可 无 限 地 接近 于 8 的 
每 一 个 点 ,我 认为 g 的 分 枝 必须 比 在 自 相似 树 中 更 快 地 变 细 。 现 
在 我 们 已 经 确认 在 某 些 情况 中 可 用 A 度量 变 细 的 比例 。 我 们 能 
问 一 下 对 动脉 A 是 否 是 确定 的 。 

不 仅 A 在 8 至 30 个 分 岔 的 一 个 宽 子 域 里 是 确定 的 , 它 已 经 
在 心脏 和 毛细 管 间 被 观察 到 了 ,而 且 这 个 事实 被 人 们 知道 已 将 近 
一 个 世纪 了 。 的 确 ,Thoma 1901 和 Groat 1948 中 总 结 了 他 们 的 实验 
发 现 而 断言 A =2.7。 他 们 的 估计 由 Suwa & Takahashi 1971 出 色 地 


证 实 了 。 
植物 树 


在 把 树 这 个 词 应 用 于 比喻 的 对 象 以 后 ,我 们 回 到 植物 学 家 所 
研究 的 树 。 分 析 将 会 建议 “标准 ” 值 是 D =3 和 A = 2。 它 们 几乎 
是 普 适 的 ,然而 植物 形状 有 着 惊人 的 多 样 性 ,特殊 的 偏离 比 “ 标 准 ” 
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HR, A = 2 的 一 个 结论 是 看 到 在 肺 模型 的 接近 自 相 似 分 枝 
的 后 面 , 植 物 分 枝 是 极端 稀 朴 的 ;我 们 不 能 看 透 一 个 肺 模型 ,但 我 
们 能 看 透 一 棵 无 叶 的 树 。 

KF D 和 A 采用 物体 和 曲面 的 整 欧 几 里 得 维 数 的 原因 ,用 汤 
普 生 的 话说 ,“ 树 是 由 简单 的 物理 规则 所 支配 的 ,而 这 种 规则 确定 
了 在 体积 和 面积 中 的 相对 变化 ”在 Halle, Oldeman & Tomlinson 
1978 中 用 更 为 专门 的 术语 写 道 :“ 在 树 里 的 能 量 交换 问题 能 够 简 
化 ,只 要 把 树 看 作 一 个 系统 ,其 中 尽 可 能 大 [的 面积 ] 用 体积 极 小 的 
物品 去 填充 ,而 同时 又 要 保证 能 排出 吸收 的 能 量 。” 因 体积 和 面积 
在 欧 几 里 得 意义 下 是 不 可 通 约 的 , 树 建筑 的 几何 学 问题 在 本 质 上 
是 一 个 分 形 问题 。 当 D 和 /或 A 不 再 是 一 个 整体 时 ,问题 的 分 形 
特征 就 更 加 明显 了 。 


植物 树 的 D 和 A 


fi D=3 读者 熟知 ,最 大 可 能 的 树叶 面积 由 充满 空间 的 曲面 
来 实现 一 一 以 灌木 作为 近似 ,它们 的 叶子 或 尖 针 非常 接近 于 某 个 
轮廓 线 内 的 每 个 点 (除非 可 能 我 们 忽略 了 果 核 )。 要 允许 射 进 阳光 
和 透风 ,只 要 非常 小 的 3- DD 就 可 以 了 。 

雨 件 ” 然 而 ,各 种 各 样 的 附加 约束 迫使 树 构造 可 以 阻止 D =3 
的 实现 。 仅 有 的 标准 取代 物 是 一 个 维 数 D =2 的 标准 面 ,例如 隐 
藏 空心 叶子 但 分 枝 是 交叉 的 球面 “ 伞 " 的 曲面 ,这 就 是 为 什么 在 
Hom 1971 中 限制 自己 是 标准 几何 学 而 又 允许 D = 3 或 者 D = ?2。 
然而 D =2 不 存在 明显 的 优越 性 :事实 上 ,为 了 以 全 球面 全 为 末 
端 ,分 枝 必 须 遵 循 非常 特殊 的 法 则 。 

另 一 方面 ， 树 建筑 "的 设计 自由 度 因 其 为 分 形 而 无 限 地 增加 。 
首先 ,许多 大 树 的 重复 性 的 扇形 曲面 可 以 由 维 数 刀 在 2 与 3 之 间 
的 标 度 分 形 来 表示 ,而 且 能 够 根据 D 值 而 加 以 区 分 。 花 叶 和 菜花 
也 想起 3, 但 它们 提出 不 同 的 课题 ,我 们 下 面 就 要 讨论 它们 ,我 们 
能 够 想象 出 维 数 低 于 2 的 那 种 稀 朴 而 向 上 假 的 植物 (猜想 设计 得 
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很 “和 谐 的 "好 的 树 也 是 D «3 的 分 形 )。 

值 A=2 达 . 芬 奇 在 本 章 开 头 所 说 的 话 对 肺 (A = 3) 和 动脉 
(A = 2.7) 是 不 成 立 的。 但 植物 解剖 学 不 同 于 人 体 解 剖 学 。 值 
A =2 是 基于 把 树 人 为 地 想象 为 有 固定 直径 的 非 分 枝 的 脉 管 从 ,把 
根 与 树叶 相连 通 并 占有 每 个 分 枝 横 截面 的 固定 部 位 。 齐 默 尔 曼 告 
诉 我 们 ,这 种 想法 就 被 日 本 工作 者 称 为 “气管 模型 ”。 

A 的 度量 ”经 验 的 证 据 看 来 是 惊人 的 缺乏 和 间接 化 。Muray 
1927, (摘自 Thompson 1917) 从 经 验 上 发 现 ,( 分 枝 重 量 ) 正 比 于 (分 
枝 直径 )*, 其 中 M 二 2.5。 但 是 我 认为 他 的 M 比较 大 。 他 主张 M 
= A ,但 是 我 自己 的 分 析 得 出 M=2+ A/D。 对 于 D = 3, Leonardo 
的 A =2 的 值 对 应 于 M=2.66. 4 M=2.5 会 给 出 A = 1.5。 最 
jk ,麦克 马 洪 教授 友好 地 通知 我 有 关 3 麦克 马 洪 树 " 的 数据 用 于 
McMahon & Kronauer 1976。 并 且 他 们 已 经 作 了 分 析 , 把 di/d WE 
x 和 把 d,/d 记 作 yy, 我 们 这 样 来 寻找 A IË BI E X = #l Y = y^ 
位 于 直线 X+Y=1 上 。 不 幸 的 是 ,对 每 个 A 的 试验 结果 都 极为 分 
散 。 因 此 ,对 A 的 估计 是 十 分 不 可 靠 的 ,还 有 , 值 A =2 是 没有 错误 
的 ,而 建议 稍 小 于 A。 目 前 可 靠 的 结论 为 ,A =2 是 合理 的 初步 
值 。 但 树 建筑 是 偏 于 保守 的 , 它 下 一 代 的 分 枝 必然 严格 地 变 细 。 

D=3 和 A=2 的 推论 第 一 个 推论 是 ,分 枝 的 树叶 面积 正比 
于 分 枝 外 形 的 体积 和 分 枝 的 横 截 面积 。 这 个 论断 在 经 验 上 是 正确 
的 。 这 是 由 胡 伯 尔 在 1928 年 作出 的 。 

另 一 个 推论 是 比值 ( 树 高 3/( 树 干 直径 )? 对 每 一 段 都 是 常数 ， 
而 且 等 于 比值 (分 枝 排 水 区 域 体积 的 线性 尺度 )3/( 分 枝 直 径 )?。 
我 们 也 可 以 期 望 这 个 比值 在 各 段 之 间 的 变化 比较 小 。 注 意 到 风 作 
用 在 光 杆 树 ( 相 应 于 带 树叶 的 ) 上 的 力 大 致 正比 于 分 枝 ( 相 应 于 分 
枝 和 树叶 ) 面 积 和 正比 于 该 模型 的 (高 度 刀 ,而 树 杆 的 反 阻 力 正 比 
于 (直径 )*。 这 就 建议 这 些 量 的 比值 是 个 安全 因子 。 

在 具有 A =2 和 D =2 的 使 形 树 中 ,比值 (密度 )*/( 树 干 直 
fe Y. BRM BA ACRE) VOTE)? 也 是 常数 。 

关于 动物 后 腿 骨 的 插话 高度 和 直径 之 间 的 关系 ,是 具有 
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D =3 和 A =2 的 植物 树 的 特征 ,也 可 用 于 动物 的 骨骼 ,其 主要 支撑 
骨 的 直径 是 d. 


格林 希 尔 的 弹性 标 度 


虽然 肺 和 血管 系统 的 树 是 从 外 部 供给 的 ,大 多 数 植物 由 它们 
自己 供给 。 格 林 希 尔 ( 摘 自 Thompson 1961) 在 这 一 点 上 引入 了 与 
儿 何 相似 性 相反 的 弹性 概念 。 静 的 弹性 相似 性 的 思想 是 这 样 的 ， 
树 的 总 体高 度 必须 不 超过 一 个 同样 底部 直径 的 均匀 圆柱 在 它 自身 
重量 载荷 作用 下 临界 届 曲 高 度 的 一 个 固定 百分比 。 这 个 要 求 产 生 
的 结果 ,与 D=3 和 A =2 的 分 形 精 确 地 相同 。 因 此 ,一 个 具有 填 
满 空 间 的 树叶 的 “管道 模型 " 树 将 不 会 弯曲 。 

McMahon & Kronauer 1976 中 详细 说 明了 格林 希 尔 的 思想 :他 
们 引入 动力 弹性 相似 性 ,也 得 到 了 同样 的 结果 。 


D = A <3 的 植物 


在 某 些 植物 中 , 主 杆 不 但 承担 重量 和 输送 液 汁 ,而 且 也 用 作 储 
备 营养 。 如 果 是 这 样 ,甚至 当 血 管 系统 服从 “管道 模型 "时 ,就 不 需 
应 用 值 A =2 了 。 

图 17-2 是 图 示 的 一 个 例子 (在 表现 出 D-1 和 A -1 的 简化 
平面 中 ) ,那里 的 分 枝 顶 端 形成 一 个 非 标准 的 “ 伞 ", 具 有 D < 3, 和 
4A = D。 我 们 看 到 几何 花菜 的 形状 有 空 集 夹杂 着 …… 就 像 植物 花 
菜 。 这 仅仅 是 一 种 巧合 吗 ? 由 几何 学 预先 规定 的 特征 不 需要 连累 
遗传 学 编码 。 


更 多 的 关于 人 脑 的 几何 学 
当 我 们 在 第 12 章 讨论 人 脑 的 曲面 时 ,没有 考虑 把 不 同 部 分 相 


连 在 一 起 的 轴 突 网 络 。 在 小 脑 的 情形 里 , 轴 突 与 外 部 曲面 相连 ,而 
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我 们 要 研究 包 住 一 个 白色 物质 树 的 灰色 物质 曲面 。 我 修订 了 第 
12 章 关于 这 种 树 的 论点 ,并 发 现 由 于 在 体积 面积 关系 式 中 的 最 终 
修正 项 改善 了 对 数据 的 拟 合 。 但 要 在 这 里 讲 清楚 就 显得 太 长 了 。 

神经 分 枝 ”在 哺乳 动物 小 脑 里 的 普尔 钦 (Purkinje) 细 胞 ,实际 
上 是 扁平 的 。 而 它们 的 树枝 形成 一 个 填 满 平面 的 迷宫 。 从 哺乳 动 
HERT 88 .青蛙 和 鱼 , 填 满 的 程度 依次 减少 (Llinas 1969)。 如 果 
相应 的 D 也 减少 将 是 很 好 的 ,但 神经 是 分 形 的 概念 仍然 是 一 种 猜 

拉 尔 定律 ”Rall 1959 中 观察 到 保持 量 值 d 而 A = 1.5 的 神经 
状 树 在 电学 上 等 价 于 圆柱 ,因此 研究 起 来 特别 方便 。 进 一 步 的 细 
节 在 Jacket et al. 1975 中 给 出 。 


密苏里 河 有 多 宽 


现在 转 到 河流 ,不 管 它 概 念 的 重要 性 ,在 第 7 章 里 我 的 “ 皮 亚 
诺 " 模 型 仅 是 一 个 一 阶 近似 ,特别 是 它 推出 河流 的 宽度 为 0, 虽然 
实际 上 它们 具有 正 的 宽度 。 

一 个 重要 的 经 验 问题 是 ,河流 的 分 岔 是 否 全 部 具有 同样 的 直 
径 指 数 A。 如 果 A 的 确 是 确定 的 ,下 一 个 问题 是 2- A 是 等 于 0 
还 是 大 于 0。 据 我 所 知 没 有 直接 的 试验 ,但 是 通过 一 条 河流 的 流 
E Q 在 分 岔 中 保持 不 变 , 因 此 能 由 d 代表 , 默 多 克 ( 见 Leopold 
1962 ) 发 现 d~ 0 ,因此 4A=2。 此 外 ,河流 的 深度 正比 于 00“, 而 
它 的 速度 正比 于 001。 指 数 正 好 加 成 0.5+0.4+0.1=1。 

G. KIE 30 年 代 观 察 到 A = 2 对 于 印度 的 稳定 的 灌溉 渠道 
(这 是 一 个 完全 确定 的 水 力学 问题 ) 也 是 成 立 的 。 因 此 我 们 可 以 期 
望 用 流体 力学 来 前 明 默 里 关于 肺 功能 的 论证 所 起 到 的 作用 。 

4=2 具 有 一 个 有 趣 的 含意 :如 果 把 河流 作为 正确 的 相对 宽度 
的 带 状 画 在 地 图 上 ,要 从 河流 树 的 形状 来 猜测 地 图 的 比例 尺度 是 
不 可 能 的 。( 对 于 河流 的 弯曲 情况 也 是 不 可 能 的 ,但 这 是 完全 不 同 
的 事情 。) 
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那些 相信 达 ' 芬 奇 知道 每 一 件 事情 的 人 会 在 这 一 章 开 头 的 那 
一 段 引证 继续 读 到 值 = 2: "河流 ( 溪 ) 在 其 流 过 的 每 个 阶段 上 的 
全 部 分 枝 , 如 果 它们 有 相同 的 速度 , 则 等 于 主流 的 整体 。 - 


图 17-2 植物 花 的 平面 分 形 模型 
从 图 16-1 中 选 一 个 伞 形 树 (9 < x) ,对 它 的 每 个 手柄 却 用 一 个 [以 该 手柄 
为 一 边 、 手 柄 两 端的 角度 是 6/2( 根 端 ) 和 -6 的] 等 腰 三 角形 替代 。 因 为 0 
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“内 侧 ”。 为 使 图 形 更 加 清晰 ,已 对 合 在 一 起 的 三 角形 的 一 边 稍 作 修 剪 。 
注意 到 当 DD 接近 于 1 或 2 时 分 枝 迅 速 变 细 , 当 空间 (图 形 ) 的 D 接近 于 2 

或 3 时 也 一 样 。 能 在 实际 上 观察 到 相应 于 最 厚 可 能 分 枝 的 九 吗 ? = 


17-3 至 图 17-5” 填 满 平 面 的 递 推 支气管 


17-3 


图 17-4 
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Ri 17-5 


图 17-4 和 图 17-5 f db db EE BOOTS 5 Ë, Ë J Pc dh 
止 于 很 短 的 一 段 。 在 许多 应 用 中 ,推广 这 个 过 程 为 容许 某 些 段 是 “不 再 繁殖 
的 "是 很 有 用 的 。 这 样 ,在 后 面 的 阶段 里 它们 仍然 保持 不 相交 。 

这 里 ,这 种 推广 的 方法 应 用 于 长 大 的 “ 树 "。 我 们 从 带 有 不 会 生长 的 边 和 
会 生长 的 * 芽 "的 树干 开始 。 此 全 长 出 两 个 “分 枝 ”, 而 每 个 分 枝 又 只 有 两 个 终 
端的 “ 芽 " 是 生长 的 ,如 此 等 等 ,直至 无 穷 。 生 长 是 非 对 称 的 ,以 保证 树 能 充满 
于 大 致 是 矩形 的 平面 部 分 , 且 没 有 间 队 和 重 得 。 然 而 , 渐 近 的 自 接触 是 不 可 
避免 的 ,而且 的 确 在 “ 树 皮 ” 线 上 的 每 一 点 也 可 作为 分 枝 顶 端的 极限 而 得 到 。 

由 主 杆 开 始 构造 的 “ 子 树 "是 相似 于 整个 树 的 ,有 两 个 不 同 的 相似 比 ri 
和 mm。 整 个 树 是 不 自 相 似 的 ,因为 除 子 树 以 外 还 包含 有 树干 。 另 一 方面 , 渐 
进 的 分 梳 顶 端 集 是 自 相似 的 。 从 图 6-22 和 图 6-23 的 说 明 中 可 知 ,相似 维 是 
站 , 它 满足 方程 r?+ r=1。 在 图 17-4, 顶 端 几 乎 是 填 满 平面 的 ,而 2- D 
个 小 量 ; 在 图 17-5,D 比 2 小 得 多 。 

顺便 指出 ,直径 /长 度 的 比值 已 经 建立 ,整个 空间 的 图 形 的 余 维 数 3 一 忆 
小 于 其 平面 简化 图 形 的 余 维 数 2- D. 

图 17-3 此 合成 图 形 产生 于 科 替 树 构造 , 它 的 发 生 器 在 每 个 阶段 都 作 
改变 ,使 得 其 宽度 和 长 度 的 比值 减少 为 0。 对 合成 图 的 左边 ,此 比值 的 减少 
比 右边 更 快 。 因 此 分 枝 顶 端 不 再 是 自 相 似 的 。 然 而 ,其 顶端 能 达到 维 教 D= 
2。 这 是 像 第 15 章 中 那样 达到 同样 目的 的 一 种 新 方法 。 = 
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第 六 篇 ” 自 映 射 分 形 
第 18 章 自 反 演 分 形 、 阿 波 罗 尼 网 和 和 皂 膜 


本 书 的 大 部 分 , 献 给 那些 在 相似 性 下 完全 不 变 的 ,或 者 至 少 是 
“几乎 " 自 相 似 的 分 形 ,结果 读者 可 以 形成 这 样 的 印象 ,把 分 形 的 概 
念 与 自 相似 性 结合 为 一 体 ,要 强调 这 不 是 同一 回 事 , 但 是 分 形 几何 
必须 从 研究 直线 上 的 分 形 对 应 物 开 始 …… 称 它们 为 “线性 分 形 ”。 

第 18 章 和 第 19 章 作为 下 一 步 ,它们 分 别 描绘 出 这 些 分 形 的 
性 质 : 即 在 几何 反 演 下 不 变 的 最 小 集 ,以 及 在 自 乘 形式 不 变 的 最 大 
有 界 集 的 边界 。 

有 两 族 本 质 上 不 同 的 自 相似 分 形 ,适当 的 线性 变换 保持 标 度 
分 形 不 变 , 但 是 为 了 使 它们 产生 我 们 必需 指定 一 个 发 生 器 和 各 种 
不 同 的 规则 。 另 一 方面 ,分 形 由 非 线 性 变换 所 “产生 "的 事实 就 足 
以 确定 因而 产生 它 的 形状 。 此 外 ,许多 非 线性 分 形 是 有 界 的 ,也 就 
是 有 一 个 内 在 的 有 限 外 界限 Q < %w。 那 些 发 现 N = % 是 讨厌 的 
人 ,必定 是 被 它 的 骨 省 所 迷惑 。 

第 一 个 自 反 演 分 形 是 由 享 利 ' 庞 加 莱 和 费 克 斯 ' 克 莱 因 于 
1880 年 引进 的 。 不 久 以 后 ,外 尔 斯 特 拉 斯 发 现 了 连续 而 不 可 微 的 
函数 ,大约 在 康 托 点 集 的 同时 ,而 在 皮 亚 诺 和 科 替 曲线 及 其 标 度 族 
以 前 很 入 。 出 乎 意料 的 是 标 度 分 形 作 为 熟知 的 反例 和 数学 游戏 的 
素材 而 找到 了 永久 的 藏身 地 ,同时 自 反 演 分 形成 为 自 守 函数 理论 
中 的 一 个 特殊 课题 。 这 个 理论 被 短暂 地 忽视 了 ,以 后 又 以 抽象 的 
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形式 再 起 。 自 反 演 分形 曾 被 遗忘 的 原因 是 它们 的 实际 形状 一 直 未 
被 探索 过 ,直至 本 章 展示 出 一 种 有 效 的 新 结构 。 

本 章 的 最 后 一 WP eS EA 它 碰巧 醒目 于 最 简 
单 的 自 反 演 分 形 。 


生物 形态 和 简单 性 


就 像 我 们 将 要 看 到 的 ,许多 非 线 性 分 形 “ 看 上 去 像 器 管 ”, 因 此 
现在 的 说 明 与 生物 学 有 关 。 生 物 形 态 是 非常 复杂 的 ,看 来 这 种 形 
态 的 编码 程序 必定 非常 长 。 当 复杂 性 似乎 没有 目的 地 使 用 时 (就 
像 非常 简单 的 生物 那样 ), 要 留 出 指定 的 有 用 余地 而 不 擦 去 产生 的 
程序 是 矛盾 的 。 

然而 ,问题 的 复杂 性 经 常 在 于 大 量 重复 它们 的 结构 ,我 们 还 记 
得 ,第 6 章 末 尾 说 过 ,不 能 把 科 替 看 作 是 无 规则 的 或 者 是 复杂 的 ， 
因为 它 的 生成 法 则 是 有 系统 的 又 是 简单 的 。 关 键 是 反复 应 用 此 法 
” 则 ,不断 地 循环 。 第 17 章 里 用 这 种 想法 来 编制 肺 结 构 的 预 编 码 。 

在 第 18 章 和 第 19 章 ,我 们 要 更 进一步 ,发 现 由 非 线 性 法 则 产 
生 的 某 些 分 形 , 可 称 之 为 昆虫 或 有 头 足 的 动物 。 同 时 ,其 余 的 称 为 
植物 。 上 述 的 矛盾 消失 了 , 留 下 了 一 个 十 分 艰巨 的 实际 要 完成 的 
任务 。 


标准 的 几何 反 演 


在 直线 以 后 , 欧 几 里 得 下 一 个 最 简单 的 形状 是 圆 。 而 圆 不 仅 
在 相似 变换 下 保持 不 变 , 在 反 演 下 也 是 不 变 的 。 许 多 学 者 由 于 他 
们 早年 的 不 幸 从 未 听 说 过 反 演 ,因此 重新 叙述 一 下 基本 情况 。 给 
一 个 原点 为 O 半径 为 尺 的 圆 C ,关于 C 的 反 演 就 是 把 已 点 变换 到 
已 点 ,使 得 PAPREMO 点 出 发 的 同一 半 直 线 , 而 其 长 度 | OP1 
和 10P' | 满足 10P1*10P'1= R*。 包 含 0 点 的 贺 反 演 为 不 含 0 点 
的 直线 , 以 及 相反 ( 见 图 18-1), 不 含 0 点 的 圆 反 演 为 圆 ( 见 图 
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18-1).5 C 正 交 的 圆 以 及 过 0 点 的 直线 在 C 的 反 演 下 保持 不 变 
(图 18-1 的 第 4 图 )。 


DN 
(3) (4) 
图 18-1 
Z s j i 
/ 

D N 
e y 
p i 

图 18-2 


现在 把 三 个 圆 C, C 和 C, 一 起 研究 。 通 常 ,例如 当 由 c, 包 
围 的 开 的 有 界 圆 盘 是 不 重 登 时 ,就 有 在 一 个 与 每 个 C, 都 正 交 的 
Bl DULBI 18-2), 24 r FEN, CREAF C, 都 自 反 演 的 。 

上 述 平淡 无 奇 的 结果 ,几乎 把 标准 几何 学 关于 自 反 演 集合 的 
知识 都 讲 完 了 。 其 他 的 自 反 演 集合 是 分 形 ,而 且 大 多 是 精彩 的 。 

发 生 器 , 自 反 演 集合 ”我 们 照例 从 发 生 器 开始 ,现在 的 情形 是 
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由 任意 m 个 圆 C, 组 成 的 。 关 于 这 些 圆 的 逐次 反 演 所 组 成 的 变换 
形式 ,代数 学 家 称 之 为 反 演 所 生成 的 群 : 称 为 *。“ 自 反 演 集合 "的 
正式 术语 是 :在 群 y 运算 下 保持 不 变 的 集合 。” 

种 子 和 家 族 ” 取 任意 一 个 集合 3( 称 为 种 子 ), 并 加 上 由 所 有 
y 运算 对 3 的 变换 ,此 结果 (在 这 里 称 为 5 的 家 族 ) 是 自 反 演 的 。 
但 它 不 值得 引起 注意 。 例 如 ,如 果 s 是 扩展 平面 “( 即 平面 避 加 
LERTA), S 的 家 族 恒 等 于 "= s. 

混沌 反 演 群 。 进 一 步 ,给 出 -个 基于 反 演 的 群 y。 可 以 发 生 
这 样 的 情形 ,每 个 区 域 s 的 家 族 黎 盖 了 整个 平面 。 如 果 是 这 样 ， 
此 自 反 演 集合 必须 是 整个 平面 ,基于 第 20 章 中 所 泄露 出 的 原因 ， 
我 建议 称 此 群 为 混沌 的 。 非 混沌 的 群 是 由 庞 加 莱 建 立 的 ,但 常 称 
为 是 克 莱 因 的 ; 庞 加 菜 曾 把 某 些 克 莱 因 的 其 他 工作 归功 于 L. 富 克 
斯 ,而 遭 克 莱 因 抗议 , 庞 加 莱 允 详 把 他 的 下 个 伟大 发 现 以 克 莱 因 
命名 一 一 并 且 他 是 这 样 做 了 ! 

保持 非 混沌 群 , 我 们 讨论 由 庞 加 莱 挑 选 的 三 种 自 反 演 集 , 然 后 
讨论 历史 还 不 清楚 的 第 4 个 集 和 我 发 现 是 很 重要 的 第 5 个 集 。 


双 曲 田 字 或 铺 覆 


少数 M. 埃 舍 尔 的 鞠 美 者 知道 ,这 个 有 名 的 制图 员 的 灵感 常 
常 直 接 来 自 “ 不 知名 的 "数学 家 和 物理 学 家 (Coxeter 1979)。 在 许多 
实例 中 , 埃 舍 尔 对 庞 加 莱 已 知 的 和 Fricke & Klein 1897 中 广泛 阐述 
的 自 反 演 田 字 图 案 增 加 了 装饰 。 

这 些 集合 , 记 作 zy, 是 由 合并 这 些 图 自 身 的 家 族 而 得 到 的 。 

< 假设 ， 是 非 混沌 的 ,合并 的 C, 家 族 的 补 集 是 圆 多 边 形 的 
集合 , 称 为 “ 开 铺 覆 "。 任 意 开 铺 履 ( 或 它 的 闭 包 ) 能 够 由 -- 系 列 属 
T + 的 反 演 而 变换 为 任何 其 他 的 开 ( 或 闭 ) 铺 覆 。 换 句 话说 ,任意 
闭 铺 覆 的 家 族 是 丰 “。 更 重要 的 是 ,任意 开 铺 覆 的 家 族 是 y 的 补 
集 。 可 以 这 么 说 ,7 是 这 些 铺 覆 的 “泥浆 线 ”, R “是 自 反 演 的 。z 
和 2 的 补 集 是 自 反 演 的 和 包含 一 个 及 * 的 “ 双 曲 铺 履 ”或 “ 田 字 图 
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案 ”( 词 根 是 拉丁 文 tessera = IE Jj E RUF AIK roas = 4 , IB 
是 铺 覆 能 够 具有 大 于 2 的 任意 数 个 角 )。 在 埃 合 尔 的 图 画 中 ,每 个 
铺 覆 都 产生 一 个 奇异 图 。> 


反 演 群 的 极限 集 


最 感 兴趣 的 自 反 演 集 是 最 小 的 一 个 。 它 被 称 为 极限 集 ,用 / 
标记 ,因为 它 也 是 任意 初始 点 在 群 作用 下 的 变换 所 形成 的 极限 
点 集 。 它 属于 任意 种 子 3 的 家 族 。 为 了 使 技术 要 点 更 清楚 :也 不 
能 由 有 限 次 反 演 得 到 的 正 是 那些 极限 点 的 集合 。 在 直观 上 ,那里 
正 是 无 限 小 后 高 集中 的 区 域 。 

了 可 以 缩减 为 一 个 点 或 者 一 个 圆 , 但 在 一 般 情形 下 它 是 支 离 
破碎 的 和 /或 无 规则 的 分 形 集 。 

< 在 田 字 图 案 中 ,作为 “无 限 小 地 小 铺 覆 的 集合 ”是 很 突出 
的 。 就 田 字 图 案 的 有 限 部 分 而 论 , 它 起 到 了 分 枝 项 端 (第 16 章 ) 关 
于 分 枝 的 作用 。 但 这 里 的 情况 比较 简单 :就 像 ^, 该 田 字 图 案 7 是 
自 反 演 而 没有 剩余 物 。B> 


阿波 罗 尼 网 和 垫 片 


称 一 个 集 是 阿波 罗 尼 的 ,如 果 它 由 无 限 个 圆 加 上 它们 的 极限 
点 所 组 成 的 话 。 在 这 种 情形 里 , 它 之 作为 分 形 仅 因为 其 支离破碎 
性 。 在 本 课题 的 早期 ,就 已 知道 这 种 情形 了 (虽然 为 分 散 模式 )。 
我 们 首先 构造 一 个 基本 的 例子 ,然后 证 明 它 是 自 反 演 的 。P. 
阿波 罗 尼 是 大 约 公元 前 200 年 亚历山大 学 派 的 希腊 数学 家 和 欧 几 
里 得 亲近 的 继承 人 ,他 发 现 了 一 种 算术 ,能 画 出 与 3 个 已 知 圆 相 切 
的 5 个 圆 。 当 给 定 贺 相 互相 切 时 ,阿波 罗 尼 圆 的 个 数 是 2。 马 上 
就 会 看 到 ,不 失 一 般 性 ,假定 给 定 的 3 个 圆 中 有 2 个 圆 相互 外 切 且 
包含 在 第 三 个 圆 的 内 部 ,如 图 18-3 所 示 。 这 3 个 圆 定义 了 2 个 具 
有 中 夹 角 的 圆 三 角形 ,而 两 个 阿波 罗 尼 贺 是 在 这 些 三 角形 中 相 内 
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切 的 最 大 圆 ,如 图 18-4, 


图 18-3 图 18-4 

由 阿波 罗 尼 结构 推出 这 5 个 贺 ( 其 中 3 个 是 给 定 的 ,2 个 是 阿 
波 罗 尼 的 ) 一 起 定义 了 6 个 圆 三 角形 。 重 复 同样 的 过 程 , 我 们 就 在 
每 个 三 角形 中 画 出 最 大 的 内 切 圆 。 进 行 无 限 多 的 重复 ,就 称 为 阿 
波 罗 尼 包 。 由 此 产生 无 限 个 圆 的 集 加 上 它 的 极限 点 ,我 们 就 得 到 
一 个 集合 ,我 称 为 阿波 罗 尼 网 。 网 在 圆 三 角形 内 的 部 分 ,如 图 18-5 
所 表明 的 , 称 为 阿波 罗 尼 垫 片 。 

如 果 第 一 代 阿 波 罗 尼 圆 之 一 与 内 部 的 给 定 圆 中 的 任 一 个 相交 
换 , 则 极限 集 并 不 改变 。<4 如 果 说 所 作 的 阿波 罗 尼 圆 是 用 来 代替 
外 部 的 给 定 圆 ,那么 该 构造 从 给 定 的 相互 外 切 的 三 个 圆 开始 ,而 第 
一 阶段 的 阿波 罗 尼 圆 之 一 是 外 接 于 三 个 给 定 圆 的 最 小 圆 。 在 此 非 
典型 阶段 之 后 ,构造 手续 如 上 ,证 明 我 们 的 图 形 没有 失去 普遍 
the > 

莱 布 尼 北 包 ”阿波 罗 尼 包 使 我 想起 了 一 种 构造 ,我 称 为 圆 的 
莱 布 尼 效 包 , 因 为 菜 布 尼 效 在 给 布 洛斯 的 信 中 写 道 :想象 一 个 圆 ; 
它 内 切 于 内 部 的 其 他 3 个 相互 全 等 并 有 最 大 半径 的 圆 ;对 这 些 内 
部 的 每 一 个 贺 和 它们 之 间 的 每 个 间隔 都 类 似 地 进行 上 述 手续 ,并 
想象 该 手续 继续 下 去 直至 无 限 ……” 

现在 开始 转向 构造 阿波 罗 尼 网 :两 两 相 切 的 3 个 圆 ,加 上 相应 
的 阿波 罗 尼 圆 之 一 ,把 得 到 的 这 4 NLR P 贺 ,在 图 18-6 中 用 
BA. 
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Hiss 阿波 罗 尼 网 是 自 反 演 的 


把 构成 的 CATE 3 个 圆 称 为 三 重 圆 。 共 有 四 种 组 合 , 每 一 
组 都 对 应 于 一 个 与 三 重 圆 中 每 一 个 都 正 交 的 新 图 。 取 这 些 新 圆 为 
发 生 器 , 记 为 CC CG 和 C4( 在 图 18-7 PUMA). m T 
圆 与 C; C; C, 圆 相 正 交 , 因 此 记 为 Py 


图 18-6 图 18-7 
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建立 了 这 些 完 长 的 记号 以 后 ,可 得 下 面 的 意外 结果 :简单 的 审 
BR ,对 应 于 4 个 发 生 圆 C, 的 最 小 的 ( 闭 的 ) 自 反 演 集 ,是 在 4 
个 卫 圆 上 构造 的 阿波 罗 尼 网 。 很 奇怪 ,这 种 观察 在 文献 中 哪儿 都 
不 明显 ,但 它 表 定 广 为 知 晓 。 

更 加 仔细 的 审核 表明 ,网 上 的 每 一 个 圆通 过 关于 C 圆 的 唯一 
的 一 系列 反 演变 换 为 P 圆 之 一 。 用 这 种 方法 ,阿波 罗 尼 网 上 的 岁 
能 被 分 为 4 个 家 族 ; 它 们 按 Py BRE UTE ¿yo 


用 单线 编织 的 网 


阿波 罗 尼 垫 片 和 图 14-4 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 表 明了 一 个 重要 
的 性 质 : 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 的 补 集 是 三 角形 的 并 集 , 是 一 个 c- 三 角 
JÉ ,而 阿波 罗 尼 网 或 垫 片 的 补 集 是 圆 盘 的 并 集 ,是 -- 个 o LC. 

但 是 我 们 也 知道 , 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 容许 另 一 种 科 替 构造 ,其 中 
它 的 有 限 近 似 是 无 自 接触 的 奇怪 折线 (由 折线 构成 ), 而且 直 至 取 极 
限 前 没有 重点 。 这 就 表明 ,不 用 提起 笔 , 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 就 能 画 出 
来 ;直线 将 两 次 通过 某 些 点 ,但 将 水 远 不 会 两 次 通过 任何 直线 区 间 。 

坦率 地 说 , 谢 尔 宾 斯 基 填 片 能 用 一 个 线 团 把 它 织 出 来 ! 对 阿 
波 罗 尼 网 ,也 可 同样 做 到 。 


非 自 相似 的 级 联 和 维 数 的 估算 


阿波 罗 尼 包 的 圆 三 角形 相互 间 不 是 自 相似 的 ,因此 阿波 罗 尼 
级 联 不 是 自 相似 的 ,而 阿波 罗 尼 网 不 是 标 度 集 。 我 们 必须 对 豪 其 
多 夫 一 柏 西 柯 维 奇 定义 的 D( 作 为 定义 测度 中 的 指数 ) 重 新 分 类 ， 
这 种 D 应 用 于 每 个 集合 ,但 忆 的 推导 证 明 有 惊人 的 困难 。 氨 今 
(Boyd 1973 a,b) 能 说 最 好 的 结果 是 : 

1.300197 < D « 1.314534。 

但 是 Boyd 最 近 ( 未 发 表 ) 的 数值 实验 给 出 D = 1. 3058. 

不 论 怎 样 ,因为 当 Dr = 1 时 D 是 一 个 分 数 ,阿波 罗 尼 垫 片 和 
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网 是 分 形 曲线 。 就 这 -点 说 来 ,有 E S BEEERETERUEE RE WW, 
当 半 径 小 于 e 的 圆 盘 是 截 去 的 ,余下 的 空隙 具有 周 长 正 比 于 6” 
和 表面 正比 Pe i^ 


在 非 缀 科 植 物 庞 加 菜 链 中 的 


就 产生 圆 C, 的 不 太 特殊 配置 的 反 演 会 导致 不 比 任何 阿波 罗 
尼 网 简单 的 自 反 演 分 形 。 马 上 就 要 提出 我 的 一 种 可 使 用 的 结构 ， 
它 在 大 多 数 情形 下 适合 于 表征 <C。 这 是 对 前 述 的 庞 加 菜 和 克 莱 因 
方法 的 重大 改进 ,因为 那 种 方法 很 麻烦 而 且 收 敛 很 慢 。 

但 是 老 方法 仍然 很 重要 ,我 以 一 个 特例 来 考察 它 。 我 们 把 C, 
形成 的 图 形 称 为 庞 加 莱 链 ,也 就 是 循环 编号 的 M 个 圆 C, 的 集合 ， 
MHC, F Cn- ,和 C1( 模 为 MM) 相 切 ,而 且 和 链 中 的 其 他 贺 不 相 
交 。 这 时 o 是 把 平面 分 为 内 部 和 外 部 两 部 分 的 曲线 。( 要 佩服 C. 
约 当 ,他 第 -个 看 出 ,平面 能 被 -条 封闭 曲线 这 样 分 为 两 部 分 ,这 
不 是 明显 的 ,此 闭 曲 线 被 称 为 约 当 曲线 。) 

当 所 有 的 C, 都 与 同一 个 圆 卫 正 交 , Z 就 恒 等 于 厂 。 这 种 情 
形 ( 称 为 绢 植物 的 ) 在 本 章 内 要 排除 。 

Rh /构造 通常 的 /构造 和 我 的 另 一 种 构造 都 将 在 
下 列 M =4 的 特殊 链 的 情况 中 作 充 分 的 描述 (图 18-8)。 


图 18-8 
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为 了 得 到 2, 庞 加 莱 和 Fricke & Klein 1897 中 用 越 来 越 多 数目 
但 越 来 越 小 的 连接 物 所 组 成 的 链 来 代替 各 个 构造 阶段 的 原始 链 。 
在 第 一 阶段 ,代替 连接 物 C; 的 是 Cc. (B C; 外 ) 对 C; 的 反 演 ,这 样 
就 建立 了 M(M - 1) = 12 个 小 的 连接 物 。 它 们 被 表示 为 添加 在 原 
始 连 接 物 的 (灰色 ) 照 相 负 片上 的 图 18-9 一 列 图 上 。 每 个 阶段 都 
取 开 始 链 并 在 每 个 原始 C, 下 反 演 。 这 里 的 几 个 阶段 用 黑色 表 
示 ,每 个 阶段 都 亚 加 在 前 阶段 上 (用 灰色 背景 上 的 白色 表示 )。 最 
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终 ,此 链 变 细 成 为 它 的 线 ,这 就 是 o 

不 幸 的 是 , 某 些 连接 物 在 经 过 大 量 阶 段 以 后 仍然 保持 大 的 尺 
才 , 并 且 即 使 是 非常 高 级 的 近似 链 给 出 了 2 的 贫乏 概念 ,这 个 困 
难 用 图 例 来 说 明 ,就 是 图 18-12 至 图 18-14 上 的 可 怕 样 子 。 


分 形 密切 性 的 概念 


我 关于 /的 另 一 种 构造 法 包含 了 一 个 新 的 分 形 密切 性 的 概 
念 , 它 是 阿波 罗 尼 实例 中 一 个 明显 方面 的 延伸 。 

标准 密切 性 ”这 个 概念 与 曲率 的 概念 有 联系 。 到 一 阶 近似 ， 
在 一 个 规则 点 P 附近 的 标准 曲线 可 用 它 的 切线 来 近似 。 到 二 阶 
近似 ,用 加 ( 称 为 密切 贺 ) 来 近似 ,此 密切 加 具有 与 其 同样 的 切线 和 
同样 的 曲率 。 

为 了 标志 在 P 点 与 曲线 相 切 的 贺 , 一 个 方便 的 参数 u, E 
P 点 ( 沿 任意 方向 ) 到 圆心 的 距离 的 倒数 , 记 密 切 贺 的 标志 为 uo。 
MUR. u < wo, 中心 为 P 的 一 小 段 曲线 完全 位 于 相 切 圆 的 一 边 ,而 
WR u> uo, 则 就 完全 位 于 另 一 边 。 

物理 学 家 称 此 uo 为 临界 值 , 而 数学 家 称 为 切 ,此 1zo1 定 义 为 
局 部 “曲率 ”。 

总 体 分 形 密切 性 ”对 于 阿波 罗 尼 网 ,通过 曲率 来 定义 密切 性 
是 没有 意义 的 。 然 而 ,在 该 网 的 每 一 点 ,两 个 包 加 是 彼此 间 相 切 
的 ,它们 显然 “包围 了 "它们 中 2 的 剩余 部 分 。 把 这 两 个 都 称 为 密 
切 加 是 很 使 人 感 兴趣 的 。 

为 了 把 此 概念 推广 到 非 阿波 罗 尼 集合 Z, RIR- 2 ER 
有 切线 的 点 ,从 基于 临界 性 ( = 切 ) 上 的 普通 密切 性 定义 开始 ,而 新 
奇 之 处 在 于 , 当 u 从 - % 变 到 ,单个 临界 值 uo 由 两 个 不 同 的 值 
uw! Blu! > w 来 代替 ,它们 的 定义 如 下 :对 一 切 w< w ,完全 位 于 
我 们 的 圆 的 一 边 , 而 对 一 切 uu, /又 完全 位 于 另 一 边 。 而 对 于 
ul «uc 由 ,的 各 部 分 却 位 于 圆 的 两 边 。 以 参数 w 和 w' 定 义 的 
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任意 圆 都 在 两 个 开 圆 盘 (- 一 个 包含 有 圆 的 中 心 ,而 男 一 个 包含 
有 无 穷 远 点 ) 之 间 。 以 密切 圆 为 边界 且 位 于 zc 外 部 的 开 圆 盘 就 称 
为 密切 圆 盘 。 

可 能 发 和 这样 的 情形 ,一 个 或 两 个 密切 圆 盘 退 化 为 一 个 点 。 

局 部 和 总 体 的 概念 ” 回 到 标准 密切 性 ,我 们 注意 到 它 是 个 局 
部 概念 ,因为 它 的 定义 与 离 P 点 较 远 处 的 曲线 形状 无 关 。 换 句 话 
说 ,此 曲线 , 它 的 切线 以 及 它 的 密切 圆 可 以 与 P 点 以 外 的 任何 点 
相交 。 与 此 相反 ,前 述 的 分 形 密切 性 定义 是 总 体 性 的 。 但 这 个 区 
别 不 是 主要 的 。 分 形 密切 性 可 以 从 局 部 重新 定义 ,相应 地 把 * 曲 
率 " 分 为 2 个 数 。 但 是 ,在 手头 的 应 用 中 ,总 体 和 局 部 密切 性 是 一 
KH. 

密切 三 角形 ”对 总 体 分 形 密切 性 在 熟知 的 内 容 中 有 个 对 应 
物 。 为 了 定义 我 们 的 老 朋 友 科 赫 雪 花 曲线 (作为 -三 角形 ) 的 内 
部 ,只 要 位 于 图 6-1 的 各 个 新 阶段 上 的 三 角形 被 拉 长 许多 而 不 与 
雪花 曲线 相交 是 可 行 的 。B> 


密切 于 2 的 c- 圆 盘 


密切 圆 盘 和 c- 圆 盘 是 我 的 o 新 构造 法 的 关键 , 它 没有 第 226 
页 上 所 列 的 话 端 。 该 构造 在 此 是 第 一 次 阐明 (虽然 在 1980 年 预演 
过 ,发 表 于 1981 年 的 《数学 历 书 》 中 )。 关 键 是 要 取 反 演 ,不 是 对 
Cn 本 身 , 而 是 对 某 些 Py PHB, CNS = BA C.C 和 C, 相 
正 交 的 。 我 们 再 次 假定 , Psx 并 不 完全 等 同 于 单个 的 也 。 

限制 为 M=4 假设 MN=4 就 保证 ,对 于 每 个 三 重 圆 ¿.j.k, 
由 有 % 为 边界 两 个 开 圆 盘 中 不 论 哪 一 个 ( 即 fx 的 内 部 或 者 外 部 ) 
不 包含 yi 的 任何 点 ( 见 图 18-8)。 我 将 把 这 个 y- 空 盘 记 为 Aiko 

我 的 /构造 基于 下 列 观测 :每 个 y- 空 盘 A 密切 于 0; 所 以 在 
AC, 内 做 它们 的 反 演 和 重复 反 演 ; 用 Aj 作 为 种 子 建立 的 家 族 覆 
盖 住 除 曲 线 ^ 以 外 的 整个 平面 。 

图 18-10 应 用 了 已 在 图 18-9 中 用 过 的 同样 的 庞 加 莱 链 ,但 以 
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较 大 的 比例 画 出 。 正 如 大 多 数 情形 都 有 的 ,第 一 阶段 的 外 形 2 就 
相当 精确 ,以 后 阶段 增加 的 细节 非常 “高 效率 ”, 在 几 个 阶段 以 后 对 
曲线 2 就 能 产生 看 法 ,而 无 需 检验 在 庞 加 莱 方 法 中 出 现 的 误差 。 


推广 


具有 5 个 或 更 多 的 连接 物 的 链 ” 当 在 庞 加 菜 链 中 原始 连接 物 
的 数目 M >4 时 ,我 的 新 ¿ 构造 包含 一 个 附加 的 步骤 :把 nma 
为 两 部 分 再 开始 。 有 些 p 圆 是 这 样 的 ,每 一 个 以 ARTA 
至 少 包含 有 一 点 Yu BR At 是 不 确定 的 。 这 种 P 圆 就 与 2 相 
交 而 不 是 密切 ,但 是 对 构造 2 它们 是 不 需要 的 。 

剩 下 的 圆 D, AERAR Aj , 它 分 为 两 类 。 第 一 类 里 Ay 
家 族 的 总 和 代表 的 内 部 ,而 第 二 类 中 4Ax 家 族 的 总 和 代表 -2 的 
外 部 。 

在 许多 (但 不 是 全 部 ) 实 例 中 , 当 C 不 构成 庞 加 莱 链 时 ,也 有 
与 上 面 间 样 的 结论 。 

重重 和 /或 拆散 链 ” 当 Cn MC, PRATO y. ya BE X 
些 点 就 联合 代替 y; 当 C, AC, 分 开 时 ,7 就 由 两 个 互相 反 演 的 点 
所 代替 。 为 了 识别 A 而 建立 的 判 据 难以 表述 ,但 基本 的 思想 不 
变 。 

树枝 状 自 反 演 分 形 /的 特性 可 以 从 变 弯 扭 的 闭 曲线 ( 约 当 
曲线 ) 和 阿波 罗 尼 网 中 得 出 ,产生 出 类 似 于 第 14 章 中 确定 的 那 
些 分 形 树枝 状 曲 线 , 但 看 上 去 常常 具有 更 多 的 不 规则 性 ,就 像 彩 
图 -3。 

自 反 演 尘埃 ”也 能 发 生 这 样 的 情形 , 是 分 形 尘埃 。 


脂 状 的 阿波 罗 尼 模型 


本 节 概 述 阿 波 罗 尼 包 和 分 维 在 描述 一 类 "液晶 "中 所 起 的 作 
用 。 这 样 ,我 们 就 转向 物理 学 中 最 活跃 的 领域 之 一 :临界 点 理论 。 
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一 个 例子 是 温度 -压力 图 形 上 的 点 。 该 图 形 描述 了 在 一 个 单独 的 
物理 系统 中 ,固体 .液体 和 气体 三 相 共存 平衡 的 物理 条 件 。 在 临界 
点 的 领域 里 物理 系统 的 分 析 特 征 是 标 度 的 ,因此 受 寡 次 规律 支配 ， 
而 由 临界 指数 (第 36 章 ) 支 配 。 而 许多 指数 都 是 分 形 维 数 ;这 里 将 
要 遇 到 第 一 个 例子 。 

因为 对 液晶 知道 得 很 少 ,我 们 用 Bragg 1934 中 的 释义 来 作 描 
述 。 这 些 美 丽 而 神秘 的 物质 从 活动 性 看 来 是 液态 的 ,而 从 光学 性 
态 上 看 是 晶体 。 它 们 的 分 子 具 有 相对 地 复杂 的 结构 , 宛 长 而 类 似 
于 链 的 结构 。 某 些 液晶 相称 为 是 脂 状 的 , 它 来 源 于 意 为 肥皂 的 希 
RX oupa ,因为 它们 组 成 了 像 肥 皂 那 样 有 机 系统 的 模型 。 脂 状 
液晶 由 像 田 野 中 稻 麦 那样 一 排 一 排 排列 着 的 分 子 所 组 成 ,每 层 的 
摩 度 就 是 分 子 的 长 度 。 所 得 到 的 层 或 片 都 是 十 分 富有 弹性 和 十 分 
强劲 的 ,而 当 把 它 变 弯 再 释放 时 ,又 会 变 得 平 直 。 在 低温 下 ,它们 
堆放 得 很 规则 ,就 像 一 本 书 的 页 ,并 且 形 成 固态 晶体 。 然 而 , 当 温 
度 升 高 后 ,这 些 片 就 很 容易 相互 产生 滑动 ,每 一 层 都 构成 一 个 二 维 
液体 。 

特别 有 兴趣 的 是 焦 锥 形 结构 ,一块 液 晶 可 分 为 两 组 金字 塔 形 ， 
它 的 一 半 以 它 的 两 个 相对 的 面 中 一 个 面 为 底 并 且 顶 点 在 另 一 个 面 
上 。 在 每 一 个 金字 塔 里 , 液晶 折 登 成 非常 尖 的 锥 体 。 所 有 的 锥 体 
都 有 同样 的 峰值 和 都 近似 地 与 平面 相 垂 直 。 结 果 , 它 们 的 基底 就 
是 由 图 为 边界 的 圆 盘 。 它 们 的 最 小 半径 e 是 液晶 层 的 厚度 。 在 一 
个 类 似 正 方形 底 的 金字 塔 的 空间 区 域内 ,其 构成 圆锥 形 底 的 圆 盘 
分 布 于 金字 塔 底 之 上 。 为 了 得 到 平衡 分 布 ,我 们 从 在 基底 放置 最 
大 半径 的 圆 盘 开 始 。 然 后 把 另 一 个 尽 可 能 大 的 半径 的 圆 盘 放 置 在 
其 余 四 片 中 每 片 的 内 部 ,等 等 。 如 果 这 个 过 程 可 无 穷尽 地 进行 下 
去 ,我们 就 会 获得 精确 的 阿波 罗 尼 包 。 

这 个 肥皂 模型 的 物理 性 质 依赖 于 间隙 之 和 的 曲面 和 周 长 。 其 
连接 物 通 过 一 类 照相 “负片 "(肥皂 分 子 不 能 穿 透 的 垫 片 ) 的 分 形 维 
数 D 而 作用 ,物理 学 上 更 详细 的 内 容 可 见 Bidaux, Boccara, Sarma, 
Séze,de Gennes & Parodi 1973, 
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图 18-10 — B SN 2 TÉ ( Mandelbrof 构造 ) 

图 18-10 的 顶 图 对 M-A 5 Ep ELEDUE— A ABRERRY, 
BEA Am, C5 As 相交 (这 里 As4 也 是 无 界 的 ,但 在 其 他 情形 里 它 却 不 
E). H A 4adi 组 成 的 并 集 ( 图 中 用 灰色 表示 ) 给 出 了 ¿ 外 部 的 第 一 阶 近 
似 。 它 类 似 于 由 正 凸 六 边 形 得 出 的 近似 的 科 赫 曲线 7 的 外 部 ( 见 图 6-2)。 

DS A fe A4tz 相 交 ,它们 的 并 集 用 黑色 表示 , 它 给 出 了 内 部 的 第 一 
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阶 近似 。 它 类 似 于 把 形成 图 6-2 中 规则 星 状 六 边 形 的 两 个 三 角形 作为 7 内 
部 的 近似 。 

图 18-10 的 中 图 /外 部 的 二 阶 近似 可 以 由 增加 Alws 和 Ay 它们 分 别 在 
C, C, 上 的 反 演 而 得 到 。 其 结果 在 图 上 用 灰色 表示 , 它 类 似 于 图 6-2 上 7 
曲线 的 外 部 的 二 阶 近似 。 ! 

相应 的 cA S — Bi 3 T L H 8 m Ay f Ag 1221 £ C, 和 C, 
上 的 反 演 而 得 到 。 其 结果 在 图 上 用 黑色 表示 , 它 类 似 于 图 6-2 上 7 曲线 内 部 
的 二 阶 近 似 。 

图 18-10 的 下 图 图 上 用 灰色 表示 的 是 /的 外 部 , 它 是 Amf Ay X 
族 之 并 集 。 而 用 黑色 表示 的 2 的 内 部 是 Azyw 和 As1s 家 族 之 并 集 ,/ 内 部 的 精 
细 结 构 见 图 18-14, 它 应 用 了 不 同 的 斋 加 莱 链 ,黑色 和 灰色 合 在 一 起 的 开 区 域 


RETR /外 的 全 平面 。 um 
p S eR S : 
A » @ 
e m d d e x 
Á 4 oa ^ d ~ o 
a Se % BOHR ^ *$ y 
d Š a O va eS EI ʻi i. 
p >< x 
w 和 \ s^ W 
a 3 q 
j^ 
x 
QA 
3 
图 18-11 自 等 比 形 分 形 ,接近 于 皮 亚 诺 极限 
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对 于 数学 家 说 来 ,对 群 的 主要 兴趣 基于 反 演 存在 着 与 某 种 等 比 形 群 的 关 
系 。 一 个 等 比 形 ( 也 称 为 麦 比 乌 斯 Mbius, 或 称 为 分 形 线性 变换 ) 映 射 z 平面 
为 z>(az + 了)/(cz+ d), KP ad - bc=1。 最 一 般 的 等 比 形 能 写成 关于 一 条 
直线 对 称 的 反 演 ( 这 是 退化 反 演 ) 与 一 个 转动 的 乘积 。 这 就 是 当 没有 转动 时 
等 比 形 的 研究 可 从 基于 反 演 的 群 的 研究 中 学 到 许多 东西 的 原因 。 显 然 , 要 容 
许 转动 ,就 要 引入 新 的 丰富 内 容 。 

这 是 关于 等 比 形 群 的 极限 集 /的 一 个 例子 。 这 是 大 卫 : 芒 福 德 发 明 的 
(正在 研究 由 本 章 提出 的 新 结果 所 得 到 的 启发 ) 而 且 友 好 地 同意 把 它 在 这 里 
发 表 。 其 形状 几乎 就 是 充满 平面 的 样子 ,显示 出 与 图 19-8 上 几乎 充满 平面 
的 形状 奇特 的 类 似 与 差别 。 

等 比 形 群 的 极限 集 是 一 个 分 形 的 事实 ,已 由 了 T.Akaza，A.F. Beardon, R. 
Baven, S.J. Patterson 以 及 D. Sullivan 等 在 很 宽 条 件 下 得 到 了 证 明 。 见 Sullivan 
1979.. f a 


图 18-12 图 18-13 


图 18-12 RB 18-14 一 个 著名 的 合格 的 
ARARE REE HE) 

Æ 18-12 从 Fricke & Klein 1897 的 图 156 复制 而 来 ,该 书 主张 (用 我 的 术 
语 ) 描 述 自 反 演 分 形 ,其 发 生 器 由 5 个 圆 ( 其 这 界 是 涂 黑 的 中 心 区 ) 构 成 。 此 
图 被 广泛 复制 。 

图 18-13 中 黑色 形状 的 轮廓 线 展 示 出 了 分 形 的 真实 形状 ,由 我 的 密切 o- 
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圆 盘 构造 所 给 出 ,其 误差 是 可 怕 的 。 弗 雷 克 (Fricke) 知 道 /组合 了 许多 图 , 因 
此 他 教导 描 图 员 把 辆 包括 在 内 ,但 在 另 一 方面 , 弗 雷 克 不 知道 他 应 期 望 哪 一 
类 非常 不 规则 的 形状 。 


B 18-14 


实际 的 上 包含 了 用 我 的 算法 画 出 的 图 18-14 中 形状 的 边界 2". jk 2° 
是 自 反 演 分 形 , 对 应 于 形成 庞 加 莱 链 中 的 4 个 发 生 圆 。 用 其 他 的 反 演 对 2* 
作 变 换 显 然 被 看 作 属 于 Zo Mandelbrot 1982 i 对 此 图 作 详 细 说 明 。 - 
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第 19 章 康 托 尘 埃 和 法 图 尘埃 ; 
自 平方 龙 分 形 


本 章 处 理 两 类 非常 简单 的 非 线 性 变换 (映射 ), 并 研究 在 这 些 
变换 下 保持 不 变 的 某 些 分 形 集 ,它们 被 称 为 发 生 器 。 

首先 ,从 实 线 到 折线 的 变换 加 深 了 我 们 对 老 相 识 康 托 尘 埃 的 
理解 。 这 些 评 述 本 可 夹 在 第 8 章 ,但 放 在 这 章 里 更 好 一 些 。 

特别 地 ,它们 有 助 于 了 解 实 的 和 复 的 二 次 变换 的 作用 ,其 变换 
形式 为 x 一 f* (x)axr-p RP x Ap 是 实数 ,或 者 为 Z>f (z) 
=Z- p, HP Z=x+iy 和 jy 是 复数 。 

”初等 情形 y = 0 在 几何 上 是 空 的 ,但 对 其 他 的 > 值 则 包含 有 
异常 丰富 的 分 形 性 质 ,其 中 的 许多 性 质 都 是 Mandelbrof 1980 n 中 
第 一 次 揭示 的 。 

所 讨论 的 不 变 图 形 最 好 是 作为 迭代 研究 ( 即 重复 应 用 上 述 的 
某 一 种 变换 ) 的 一 种 副产品 得 到 。 初 值 记 作 xo 或 zo, MHA f" 3E 
MEA k WIE EEIE xr B zko 

对 迭代 的 研究 大 致 分 为 三 个 阶段 。 第 一 阶段 是 与 复数 z 有 关 
的 选 代 ,P.J.L. 法 图 (Pierre Fatou 1878 ~ 1929) 和 G. AK fli IE ( Gaston 
Julia,1893 ~ 1978) 占 有 重要 的 地 位 。 他 们 的 著作 是 经 典 复 分 析 的 
杰作 而 为 数学 家 们 极 大 地 赞美 ,但 是 要 来 建立 它 有 过 多 的 困难 。 
在 这 一 章 , 我 的 工作 是 一 个 非常 简要 的 概述 ,他 们 的 某 些 基 本 结论 
是 综合 了 物理 上 的 分 析 和 仔细 作 图 而 直观 地 得 出 的 。 但 能 显示 出 
无 数 的 新 事实 。 

最 终 的 成 果 是 使 得 迭代 的 性 质 成 为 分 形 理论 的 基础 。 法 
图 - 朱 丽 亚 的 发 现 没 有 发 展 成 为 本 理论 的 根源 这 一 一 事实 提醒 人 们 ， 
即使 对 经 典 分 析 ， 也 需要 借 直觉 来 发 展 并 得 到 计算 机 的 帮助 。 

中 间 阶 段 包括 了 P.J. 米尔 贝 里 对 及 实 二 次 映射 的 选 代 研 究 
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(EI Myrberg 1962) ,以 及 Stein & Ulam 1964 和 Brolin 1965. 

最 近 阶 段 极 大 地 忽视 了 过 去 ,而 集中 到 [0,1] 上 的 自 映射 ,就 
像 在 Gurel & Rossler 1979, Heleman 1980, Collet & Eckman 1980, 
Feigeabanm 1981 和 Hofstader 1981 所 考察 的 。 本 章 的 最 后 一 节 涉 及 
到 由 Grossmann & Thomae 1977 和 Feigenbaum 1978 引入 的 指数 8: 8 
的 存在 是 从 在 复 平面 里 从 代 的 一 个 更 清晰 的 (分 形 ) 性 质 中 得 到 证 


康 托 尘埃 能 由 一 个 非 线性 变换 产生 


我 们 从 第 8 章 知道 , 三 元 康 托 尘埃 2, 在 形 如 3-* 的 相似 比 下 
是 不 变 的 ,此 自 相 似 性 是 个 重要 的 性 质 ,但 要 确定 2 是 不 够 的 。 
极度 相反 ,2 作为 最 大 有 界 集 是 完全 确定 的 ,此 集合 在 下 列 非 线性 
“ 倒 V" 变 换 下 是 不 变 的。 
] ] 
:- 1n r= 了 本 。 


xf) = 人- 

更 确切 地 说 ,我 们 让 xo POR x 轴 , 反 复 应 用 实 轴 上 的 自 映 射 ,最 后 
的 值 就 缩减 为 点 x = - % ,再 加 上 康 托 尘 埃 2。 不 动 点 x=0 和 % 
=3⁄4 属于 co 

《不 变性 的 证 明 要 点 ANY x08 f(x) =3x, 所 有 xo<0 
的 点 的 和 迭代 都 直接 收敛 于 — oo ,这 就 是 说 不 会 停止 满足 x, < 0, 对 
xo» ] 的 点 ,在 选 代 一 步 以 后 就 直接 收 往 了 ,因为 对 所 有 的 不 >1 
有 x, < 0; 对 于 在 间隙 1/3 < xo < 2/3 中 的 点 ,有 两 步 预备 期 ,因为 
Xx1>0 而 对 一 切 k 汪 2 有 x, < 0; 对 于 在 间 阶 1/9 < xo < 2/9 或 7/9 
< xo « 8/9 中 的 点 ,存在 三 步 预备 期 。 更 加 一 般 地 假如 有 一 个 区 
间 以 上 步 预 备 期 之 后 趋向 - oo 的 间 辽 为 界 , 区 间 的 ( 开 的 ) 中 间 三 
分 之 一 中 的 点 将 在 第 (上 + 1) 步 之 后 直接 走向 - w。 然 而 所 有 c 
中 的 点 没有 发 现 趋 于 - %。 o 
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外 界限 的 有 界 性 


要 把 这 些 结果 推广 到 N=2 而 r 在 0 与 1/2 之 间 的 广义 康 托 尘 
埃 ,只 要 把 所 要 求 的 > 代入 人 f(x) = [1⁄2- Ix - 7211 7r 就 行 ,要 得 到 
任何 其 他 的 康 托 尘埃 ,f(x ) 的 图 形 必须 是 一 条 合适 的 锯齿 形 曲 线 。 

然而 ,没有 任何 类 似 的 方法 有 助 于 把 康 托 尘 埃 外 推 到 整个 实 
数 轴 。 这 是 一 种 非常 一 般 性 的 特殊 情形 :典型 地 ,一 个 非 线 性 的 
f(x) 在 自身 内 部 取 到 了 有 限 的 外 界限 0。 与 此 相反 , 正 像 我 们 所 
知道 的 ,所 有 的 线性 变换 (相似 性 和 仿 射 性 ) 以 Q = om 为 其 特征 ， 
MARK 2( 如 果 要 求 ) 必 须 是 人 为 地 强加 的 ! 


解剖 康 托 尘埃 


我 们 从 第 7 章 知道 ,2 是 一 个 非常 “ 细 ” 的 点 集 ,而 FR 
的 行为 导致 对 这 些 点 之 间 的 精细 区 别 有 更 好 的 理解 。 

当 第 一 次 认识 e 时 ,每 个 人 都 一 定 以 为 是 ,相信 ¿ 缩减 到 开 
间隙 的 端点 。 但 远 非 这 种 情形 ,因为 由 定义 ,2 还 包含 了 间隙 端点 
序列 的 所 有 极限 点 。 

这 个 事实 不 能 认为 是 直观 的 。 我 与 许多 同事 们 可 能 会 同意 ， 
如 果 我 的 老 相 识 H. 哈恩 在 概念 中 已 经 列 出 了 这 些 极限 点 ,而 它 
们 的 存在 必须 由 冷酷 的 逻辑 所 强加 。 然而 现在 的 讨论 却 得 到 了 直 
观 的 证 明 , 即 这 些 极限 点 有 着 很 强 的 和 分 散 的 个 性 。 

例如 ,使 Kx) 保 持 不 变 的 点 x = 3/4, 既 不 位 于 任何 中 间 1⁄3 区 
间 之 内 ,也 不 位 于 它 的 边界 上 。 形 如 * = (1/4)/3* HABER, ik 
AF 3/4。 另 外 ,存在 有 无 限 多 个 极限 环 ,而 每 一 个 极限 环 都 由 有 限 
个 点 组 成 。 因 而 2 也 包含 有 这 种 点 , 它 的 变换 无 休止 地 绕 2 旋转 。 


平方 发 生 器 


在 上 节 中 选用 的 倒 V 发 生 函数 f(z) 产生 了 一 个 熟悉 的 结果 。 
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然而 , 它 得 到 康 托 尘 埃 似乎 是 很 巧妙 的 。 现 在 我 们 用 
x-f(x) 2 Ax(1- x) 

来 代替 它 ,这 个 映射 的 许多 没有 预料 的 性 质 首先 由 Fatou1906 指出 。 

改变 原点 和 x 的 尺度 ,并 记 y = A174 - 4X2, 此 函数 就 可 改写 为 
x>f" (x)=x?- po 

为 了 使 用 方便 ,有 时 用 f(x), 而 有 时 也 用 f* (x)。 

把 A 作 x) 或 /"(x) 称 为 平方 发 生 器 是 十 分 恰当 的 。 当然 ,平方 
是 一 种 代数 运算 ,然而 在 这 里 给 出 了 一 种 几何 解释 ,这 样 ,此 保持 
不 变性 的 集合 就 能 称 为 自 平方 的 。 严格 的 平方 把 横 坐 标 为 x 的 
点 蔡 换 为 模 坐 标 是 x? 的 点 。 因 此 ,在 实 线 上 的 自 平方 点 缩减 为 
xx=o%,X=0 和 xx=1。 再 加 上 - wp 似乎 是 完全 没有 影响 的 ,但 事 
实 上 还 是 引进 了 完全 没有 预料 到 的 性 质 , 我 们 现在 来 研究 。 


法 图 的 实 自 平方 尘埃 


由 于 产生 了 一 个 热 悉 的 成 品 , 即 康 托 尘埃 , V 变换 已 成 为 很 出 
名 的 了 ,然而 它 是 皮 埃 尔 ' 法 图 早 就 阐明 但 远 未 广泛 知晓 的 发 现 。 
Fatou 1906 假设 A 是 实 的 且 满 足 > 4, 而 他 研究 了 R 上 在 f(x) 作 
用 下 是 左 不 变 的 最 大 的 有 界 集 , 它 与 康 托 尘埃 密切 相关 ,我 称 它 为 
实 的 法 图 尘埃 。 已 经 示 于 图 19-9, 不 需要 再 阐述 了 。 


在 复 平面 上 ,对 上 述 的 》 值 最 大 的 有 界 自 平方 集 仍 为 实 的 法 
图 尘埃 。 


平面 上 的 自 平 方 朱 丽 亚 曲线 (Mandelbrot 1980 n) 


H jy =0 就 得 到 最 简单 的 自 平方 曲线 : 圆 1Z1 = 1。 由 变换 Z 

六 如, 一 条 绕 贺 一 周 的 带子 伸 长 为 绕 圆 二 周 的 带子 ,而 在 Z=1 处 

的 “扣子 "保持 不 动 。 相应 的 最 大 有 界 自 平 方 区 域 是 圆 盘 1Z1<1。 

然而 ,引入 实数 po 19-1 和 图 19-2) ,然后 再 引入 复数 u 

(图 19-6 至 图 19-8) ,这 就 像 打 开 了 潘 条 拉 的 魔 盒 ( 具 有 各 种 各 样 
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于 分 枝 状 曲线 了 的 位 置 。 由 我 发 现 的 < 现在 称 为 分 离 器 , 它 是 图 
19-4 黑 色 图 形 的 连通 边界 : 它 是 “极限 双 纽 线 ", 即 对 某 些 大 的 R, 
由 If* (0)1 = R 定义 的 (所 谓 双 纽 线 ) 代 数 曲 线 当 n co 时 的 极 
Ro s 的 结构 见 图 19-5. 

原子 “3 的 内 部 的 开 区 域 被 分 割 成 无 限 个 最 大 的 连通 集 , 现 
在 我 建议 称 为 “原子 ”"。 两 个 原子 的 边界 或 者 没有 搭 接 ,或 者 只 有 
一 个 公共 点 , 称 为 “接头 ”, 它 属于 So 

拓扑 维 4p 位 于 3 的 外 部 , 则 最 大 有 界 自 平方 集 是 一 个 
(法 图 ) 尘 埃 。 当 u 位 于 3 内 部 或 者 一 个 接头 时 ,这 最 大 有 界 自 平 
方 集 是 以 自 平方 曲线 为 边界 的 一 个 区 域 。 至 少 对 s EMH y 
会 产生 类 树 的 曲线 。 

自 平 方 分 形 这些 尘埃 和 曲线 当 py 0 时 是 分 形 , 传 说 已 由 
丹尼斯 . 沙 尔 万 在 某 些 进一步 的 情形 下 完全 证 明了 ,但 是 我 坚信 ， 
一 切 情 况 下 都 将 得 到 证 明 。 

自 平方 尘埃 或 曲线 的 形状 将 随 w 连续 地 变化 ,因此 D 必定 是 
u 的 光滑 函数 。 

树枝 状 ， 当 位 于 图 19-5( 上 ) 的 开 空 盘 之 一 时 ,该 自 平方 曲 
线 是 一 条 闭 的 简单 曲线 (没有 分 枝 的 一 个 图 ), 如 图 1971 和 19-2。 

X A fr Flalslxkia-2i 2 1 的 贺 上 ,或 者 位 于 周围 的 开 连 
通 区 , 则 自 平方 曲线 是 树枝 状 的 网 , 且 带 有 以 分 形 图 为 边界 的 孔 
洞 ,就 像 在 图 19-8 上 的 龙 。 

4) 位 于 非常 重要 的 岛 分 子 (马上 要 证 明 , 它 是 非 汇合 于 1 的 
区 域 ) 内 时 ,此 自 平方 曲线 或 是 -图 ,或 是 o- 龙 ,如 图 19-7( 下 )。 
o 不 引信 新 的 圈 。 


p CT RI 有 -分 子 


当 参 数 是 y 时 ,进一步 分 解 参 数 图 是 比较 容易 的 。 一 个 u- 
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原子 可 以 是 心脏 形 的 ,此 时 它 就 是 “种 子 ” ,无限 个 卵 形 原子 直接 地 
或 者 通过 中 间 原 子 粘 在 它 上 面 ,相互 粘 住 的 原子 加 上 它们 的 接头 ， 
就 形成 一 个 分 子 。 种 子 的 尖 点 永远 不 会 是 一 个 接头 。 

每 个 原子 都 与 它 的 “周期 ”, 即 一 个 整数 w 相 联系 。 当 jy 位 于 
周期 w 的 一 个 原子 内 部 时 ,和 迭代 庆 (2Z) 收 敛 于 wm 或 包含 w 个 点 的 
一 个 稳定 极限 环 。 在 一 个 周期 为 w 的 原子 的 内 部 ,有 [fi CZ)! 
<1, 其 中 Z, 是 对 应 于 w 的 极限 环 上 任意 一 点 。 在 原子 的 边界 上 
有 1 (24)1=1, 以 fi (Za) =1 表征 一 个 枯 点 或 一 个 “ 根 ”。 每 个 
原子 都 包含 一 称 为 “ 核 " 的 点 , 它 满足 f; (Z) = 0 sk f; (0)=0。 

实 轴 上 的 核 是 由 米尔 贝 里 引 人 的 ( 见 Myrberg 1962) , 而 在 
Metropolis, Stein & Stein 1973 又 有 发 现 ,相应 的 映射 通常 称 为 “ 超 
稳定 的 ”(Collet & Eckman 1980), 

作为 u 的 代数 方程 ,f* (0) 20 具有 2-! 阶 。 因 此 那里 至 多 
可 有 2"-! 个 周期 为 w 的 原子 。 但 是 除了 w = 1 以 外 ,都 要 少 一 
些 。 对 于 w=2, 凡 (0) =0 有 两 个 根 ,但 其 中 之 一 已 经 是 一 个 周期 
1 的 “ 老 " 原 子 的 核 。 更 一 般 地 ,大 (0) =0 的 所 有 根 也 是 /¿ (0) = 
0 的 根 ,其 中 是 大 于 1 的 整数 。 其 次 ,考察 在 一 个 w 周期 原子 边 
界 上 的 每 一 个 有 理 的 边界 点 , 它 定 义 为 满足 fo (Z,) = ep(2rim/ 
n), 其 中 m/n 是 小 于 1 的 ,不 可 通 约 的 有 理 数 ,有 一 个 “传感器 接 
头 " 正 好 与 周期 nw 的 原子 相连 接 。 结 果 , 一 个 新 原子 粘 在 存在 的 
传感器 接头 上 ,但 是 并 非 全 部 新 原子 都 由 此 用 完 ,而 剩 下 的 一 些 别 
无 选择 地 播种 出 新 的 分 子 。 因 此 分 子 的 数目 是 无 穷 的 。 

当 w 在 一 个 分 子 内 连续 变化 时 ,每 一 个 向 外 穿越 的 接头 导致 
RE: w Bin FF, AM: TBA y 的 不 断 增 长 就 会 导致 米尔 内 
里 的 周期 倍 化 。Mandelbrot 1980 n 研究 了 倒 分 贫 ,而 称 它 为 汇聚 ， 
它 必须 在 分 子 的 种 子 周期 处 终止 。 大 陆 分 子 是 汇聚 到 C = 1 的 区 
域 , 而 每 个 岛屿 分 子 是 汇聚 到 C > 1 的 区 域 。 龙 或 子 龙 的 形状 由 
fo (ZAM w/C 的 值 所 规定 。 
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分 离 器 是 分 形 曲 线 ; 费 根 鲍 姆 的 5 作为 一 个 推论 


我 猜测 通过“ 重 正 化 "论证 > 从 其 分 子 的 种 子 处 越 移 越 远 的 
原子 , 越 来 越 接近 于 在 形状 上 是 同样 的 。 

推论 ,每 个 分 子 的 边界 是 局 部 自 相似 的 ,因为 在 小 尺度 上 它 不 
是 光滑 的 ,所 以 这 是 分 形 曲线 。 

此 局 部 自 相似 性 由 格 罗 斯 曼 和 托 梅 、 费 根 鲍 姆 拓宽 了 涉及 米 
尔 贝 里 分 倪 的 一 个 事实 , 越 来 越 小 的 芽 在 实 轴 A Ry 上 的 截 距 的 
宽度 , 收 仇 于 在 几何 上 递减 的 序列 ,其 比 为 6 = 4.66920…(Collet & 
Eckman 1980)。 在 其 原始 形式 里 ,6 的 存在 似乎 是 专门 的 分 析 结 
R ,而 现在 已 经 证 明 , 它 是 普遍 的 分 形 标 度 性 质 的 一 种 形式 。 

每 次 分 贫 进 入 m >2 就 引入 -一 个 另外 的 基 比 。 


图 19-1 实 入 的 自 平方 分 形 曲线 
图 19-1 至 图 19-9 是 第 一 次 在 这 里 发 表 ,除了 其 中 的 几 个 是 从 Mandelbrot 
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1980 n 中 复制 的 。 

图 19-1 左 表示 对 和 =1,1.5,2.0,2.5 和 3.0 的 最 大 有 界 自 平方 区 域 。 其 
中 心 的 黑色 图 形 架 在 [0,1] 线 段 上 。 

A=1: BAK 
KERM THEARRA TEM, ARATE STR WB. 

图 19-1 右 对 应 于 A = 3.3260680。 这 是 对 应 于 w =2 的 核 入 (如 第 184 页 
所 定义 )。 相 应 的 自 平方 图 样 已 经 转 为 9p? ,以 便 适 应 其 版 面 位 置 。 


图 19-2 实 入 自 平方 分 形 曲 线 的 合成 
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这 个 装饰 用 的 “雕塑 品 "通过 一 个 过 程 造 在 计算 机 的 内 存 里 ,这 个 过 程 就 
是 切削 掉 在 一 个 初始 立方 体 里 所 有 由 Z-*AZ(1- Z) 的 迭代 收敛 到 无 穷 远 的 
点 。 参 数 是 在 1 至 4 范围 内 的 实数 。A》 轴 是 竖 直 的 , 沿 着 雕塑 品 的 边 , 而 x* 
# y 构成 复数 Z=x+iy。 

每 一 个 水 平 截面 都 是 参数 为 y 的 最 大 有 界 自 平方 图 样 。 

对 于 特殊 值 = 2, 该 截面 的 边界 是 个 圆圈 :装饰 品 的 “带子 "。 

对 一 切 其 他 的 A 值 ,其 自 平方 图 样 的 边界 都 是 分 形 曲 线 ,包括 在 图 19-1 
中 所 展示 的 。 那 里 可 以 看 到 惊人 的 “ 裙 皱 ”, 其 位 置 随 A 连续 地 变化 :在 带子 
以 下 它们 被 往 里 压 ,而 在 带子 之 上 则 往外 挤 。 

特别 有 趣 的 是 固定 装饰 品 的 墙 上 的 那些 斑点 ， LAD RK hE EEN 
复杂 顶端 做 得 那样 恰到好处 。(A) 对 于 每 个 人 值 ,装饰 品 包含 了 作为 “骨架 ” 
的 一 个 分 形 树 ; 它 是 由 x- 区 间 [0,1] 的 迭代 前 ( 映 ) 象 形成 的 。 对 于 一 切 小 
的 ,以 及 某 些 小 于 3 的 高 4 值 , 树 的 分 枝 完 全 “被 肉 所 覆盖”。 然 而 ,对 其 他 的 
高 4 值 ,都 不 存在 肉 。 沿 x =1/2 或 y=0 的 分 枝 这 里 明显 可 见 ,但 作 图 过 程 
会 不 可 避免 地 错过 其 余 的 。(B) 在 装 人 饰品 的 后 面 墙 上 的 某 些 水 平 条 纹 整个 
地 被 细小 的 "小山" 或 “起 皱 " 所 覆盖 , 仅 能 看 到 几 个 最 大 的 。 这 些 条 纹 和 小 山 
与 和 实 轴 相交 的 “ 岛 分 子 "( 图 19-3 至 图 19-5) 有 关 。 观 察 (A) 和 (B) 的 结果 ， 
推广 了 米尔 贝 里 - 费 根 鲍 姆 的 理论 。 


图 19-3 至 图 19-5 2Z 一 4Z(1- 2Z) 和 2Z 一 Z?-j 的 分 离 器 
图 19-4 u- 在 闭 的 黑色 区 域 (边界 是 分 形 曲 线 ) 的 , 是 这 样 的 ,在 
Z 一 中-A 下 ,2Zo=0 的 迭代 不 收敛 于 m 。 大 的 尖 点 是 六 = -1/4, 而 最 右边 
的 点 是 jy =2。 
图 19-5( 上 ) 4- 映 射 ” 闭 的 黑色 区 域 加 上 空 盘 ,其 中 的 4 满足 RA >l, 
以 及 在 Z 一 AZ(1- Z) 下 ,2Zo=I1《2 的 迭代 不 收敛 于 m。 整 个 图 关于 直线 


ReÀ = 1 对 称 。 
MRiA-2 <1 MRA A= 0 HMR A <1 在 这 些 区 域 中 的 4 BE 


uu ME 


E - é... 
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HX3 SHH AAU KE”. CAN SR” T FOR EZ 
“传感器 接头 ", 后 者 是 由 形 为 = exp(2mi m/n BA = 2 — exp(2xi m/n) (m/n 
是 小 于 1 的 不 可 通 约 的 有 理 数 ) 的 点 所 定义 的 。 

图 19-3 这 是 4- 图 关于 和 A=1 的 逆 的 一 部 分 。 在 A- 图 上 考察 其 根 为 4 
=exp(2miAn) 的 芽 , 我 们 获得 了 印刷 品 ,即位 于 图 上 的 “相应 点 ”"。 现 在 的 图 
给 出 了 证 明 。 其 他 可 见 的 图 由 不 同 的 反 演 所 证 实 。 

岛 分 子 图 的 周围 的 许多 斑点 是 真正 的 “ 岛 分 子 ", 这 是 在 Mandelbrot 
1980 n 中 首次 提出 的 。 他 们 的 形状 除了 非 线性 变换 外 就 像 总 的 px 映射。 

DRS BRM ”在 4- 图 或 pw- 图 中 ,充满 黑色 的 区 域 的 边界 是 一 条 
连通 的 曲线 ,这 由 我 所 发 现 并 称 为 分 离 器 s,s 内 的 集 分 解 成 开 的 原子 ( 见 正 
文 )。 当 原子 的 周期 为 WH, 让 我 们 把 其 中 (Z, ) 是 实数 的 曲线 定义 为 它 
he 
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LF ce EMR.EBEARSIEESTx[0,1], m8 BL & C B 
为 [ -2,4]. 

我 还 发 现 ,更 为 一 般 地 ,其 他 原子 的 状 骨 的 闭 包 分解 成 树 的 集合 ,每 棵 树 
都 长 在 一 个 传感器 接头 上 ,在 此 树 的 不 同 点 处 ,其 树枝 状 的 阶 数 表 是 由 对 分 
枝 未 梢 的 1, 加 上 通 向 树 根 的 分 枝 阶 数 。 此 外 , 当 树 是 长 在 岛 原子 上 时 ,还 必 
须 加 上 从 1A -21 友 1 或 141 生 1 通 到 该 原子 的 分 贫 阶 数 。 

图 19-S( 左 下 ) 这 是 接近 于 4 =2- exp(-2ri3) 的 1 的 细 图 。 在 了 内 
的 集 是 由 |f.(1/2)1< R 所 形成 区 域 的 极限 , 它 的 边界 是 称 为 双 纽 线 的 代数 
曲线 。 有 几 个 此 种 区 域 被 显示 为 重 缀 的 。 对 于 大 的 n, 这 些 区 域 似乎 是 不 连 
通 的 ,A~ 图 同样 如 此 ,但 事实 上 它们 在 计算 用 网 格 之 外 是 连接 的 。 

图 19-5( 右 下 ) 这 是 接近 于 A=2- exp( -2xi/100) 的 4 的 细 图 ,这 个 成 
百 折 胎 分 枝 的 树 与 图 19-8 的 Z 图 共享 着 令 人 注目 的 特征 。 = 
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图 19-6 至 图 198 ALA BE RE RR 
每 一 条 自 平方 曲线 以 其 独特 的 形式 特别 引 人 。 而 对 我 最 有 吸引 的 是 
“E”, EATE 19-6 至 图 19-8 和 彩 图 -3。 
似 龙 的 脱 壳 ”现在 看 到 的 由 自 平方 过 程 构成 的 龙 ,是 多 么 有 感染 力 啊 ! 
大 量 的 “ 脱 壳 ", 从 龙 腹 和 龙 背 的 无 数 折 和 查处 分 离 出 龙 的 腹部 和 背部 的 皮肤 。 
然后 把 每 个 皮肤 伸 长 为 它 长 度 的 2 倍 , 当然, 始终 保持 为 无 限 ! 下 一 步 围绕 
着 背部 和 腹部 将 每 个 皮肤 折 异 ,最 后 ,把 所 有 的 折 蛋 重新 精致 地 联结 在 它们 


的 新 位 置 | 


* t is : 
> 9 ^ N Hz * T 
i L LL. y ¢ 
es | uoi 
e Uf M ar 
dc ^ LATE * om 
aA a Mw 
EO i » 
pO. 
n 


19-7 


分 形 纹 章 图 样 学 不 要 把 这 种 自 平方 龙 与 图 7-8 的 说 明 中 Harter & 
Heightway 的 自 相 似 龙 相 混淆 。 读 者 会 发 现 , 详 述 它 们 的 类 似 性 和 许多 相 异 之 
处 是 很 有 趣 的 。 

BAAR 当 ，》 位 于 图 19-5 的 芽 里 ,相应 于 对 小 的 于 和 m 亚 有 0/2r = 
m/n, 就 得 到 最 好 的 自 平方 龙 。 给 定 分 贫 的 阶 数 mn 围绕 每 个 关节 点 的 龙头 
或 龙 尾 (不 管 如 何 称呼 这 些 区 域 ) 是 no MA m/n 38 — 2 @ E, Jk PU 
4 BL AL n ASE FG AK Be”, HP H 8 G SE AR A o 

具有 好 身段 的 龙 , 既 不 肥胖 也 不 很 瘦 , 当 A 位 于 远离 根部 的 芽 内 时 就 可 
得 到 。 而 当 À 位 于 接近 于 2 个 相应 于 4 至 10 阶 分 岔 的 子 芽 之 一 内 时 ,就 得 
到 美丽 的 双龙 :一 个 子 芽 生成 左 螺旋 状 的 龙 , 另 一 个 生成 右 螺旋 状 的 龙 。 
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图 19-6( 下 ) "DUREE" ARARSKPBHBAEZTRAAA WR 
成 一 条 树枝 状 曲线 的 骨架 。 不 趋 于 四 的 集 之 拓扑 维 数 ,对 法 图 尘埃 是 0, 对 
饥 俄 龙 是 1, 而 对 其 他 龙 是 2。 

图 19-7 oH 这 个 图 形 是 连通 的 , 它 的 4 值 于 图 19-5( 右 下 ) 的 大 “ 近 


19-8 奇 性 极限 和 = 1, 皮 亚 诺 龙 A EFO =2r/n 的 接头 的 近海 岛 
238 


d; F. 3 n— eo Bb 9->0, 因 此 A 一 1 相应 的 龙 必 然 地 趋 于 图 19-2 上 以 折 皱 为 
基础 的 海 肩 图 样 。 但 是 n= > 5 n 大 而 有 限 ,在 定性 上 不 相同 。 

Y n>a ,万 臂 的 数目 增加 ,皮肤 变 皱 ,而 皮肤 的 维 数 增加 。 实 际 上 从 束 
体 企图 趋 于 “寄居 蟹 - 龙 ", 它 填 满 =1 的 海 扁 壳 直至 边缘 , 即 维 数 D=2。 这 
是 一 条 皮 亚 诺 曲 线 吗 ? 是 的 ,但 是 我 们 从 第 7 章 知 道 , 皮 亚 诺 曲线 并 不 是 曲 
线 ; 当 它 达 到 D=2 时 ,我 们 的 龙 曲线 作为 曲线 己 经 消失 ,而 成 为 一 个 平面 区 
域 。 - 


Hi19-9 [0,1] 上 的 实 自 平方 法 图 尘埃 

Fatou 1906 是 一 部 古典 文学 性 的 杰作 :巴黎 科学 院 出 版 的 《计算 报告 摘 
要 》。 在 许多 情形 里 ,作者 已 经 想 过 每 一 件 事 只 揭示 小 部 分 ,而 把 显而易见 的 
藏 起 来 。 

在 其 他 不 可 思议 的 叙述 中 ,经 过 长 时 间 自 我 钻研 后 最 了 解 的 是 , Fatou 
1906 指出 了 下 列 事实 。 当 À 是 实 的 ,而 且 A>4 或 4A< -2 时 ,在 变换 x 一 
f(x)=A(x)(1-x) 下 保持 不 变 的 最 大 有 界 集 , 是 包含 在 [0,1] 内 的 尘埃 。 本 
图 所 示 的 是 和 >4 时 这 种 尘埃 的 形状 。 沿 着 竖 直 坐标 , - 4/A 从 一 1 变 为 0。 
这 黑色 的 区 域 标 志 着 1 至 5 阶 孔洞 的 端点 。 中 间 和 孔洞 的 端点 x f x; £ J 
程 Mx(1-x)=1 的 解 ; 它 们 画 出 抛物 线 。 第 2 阶 孔洞 的 端点 在 点 cr, 
X24 和 xa EE Ax (E x.) = xm 等 等 。 

康 托 类 尘埃 与 所 有 函数 中 的 一 个 最 基本 元 素 之 间 的 重要 关系 值得 非 专 
家 们 了 解 。 = 
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9 20€ 分 形 吸引 子 和 分 形 的 
(“混沌 的 ”) 演 化 


本 章 企 图 使 读者 了 解 一 种 与 分 形 独立 地 发 展 起 来 ,但 又 与 分 
形 相互 渗透 的 理论 。 其 最 普通 的 名 称 是 “奇怪 吸引 子 和 混沌 (或 随 
机 ) 演 化 理论 "。 但 是 ,我 希望 在 本 章 的 标题 中 给 它 一 个 新 的 名 称 。 

它 与 分 形 的 密切 关系 足以 证 明 在 本 书 中 要 提 到 这 个 理论 ,而 
且 我 认识 到 有 必要 把 整个 一 章 贡献 给 它 , 实 际 的 原因 是 无 须 作 什 
么 专门 的 解释 ,因为 只 要 对 第 18 章 和 第 19 章 结 果 加 以 重新 解释 ， 
就 可 提出 几 个 重要 的 论题 。 

其 次 ,大 自然 中 分 形 几何 的 几 个 特征 当 与 分 形 吸 引子 理论 相 
对 照 时 就 可 得 到 澄清 。 的 确 ,我 的 工作 主要 地 涉及 在 实际 空间 中 
人 们 至 少 通过 显微镜 能 够 见 到 的 图 样 ,而 吸引 子 理论 最 终 涉及 到 
的 是 位 于 一 个 见 不 到 的 ,抽象 的 表示 空间 中 的 点 随时 间 的 演化 。 

这 种 差别 在 洪流 领域 中 特别 明显 : 湛 流 间 菊 性 是 我 较 早 引用 
分 形 技术 形式 研究 (开始 于 1964) 的 第 一 个 主要 问题 。( 完 全 独立 
Hh) 奇怪 吸引 子 理论 确 确实 实 是 在 茹 勒 和 塔 肯 斯 (Ruelle & 
Takens1971) 的 洪流 研究 中 涉及 的 。 至 今 ,这 两 种 研究 还 未 碰 到 一 
起 ,但 它们 很 快 就 会 相遇 的 。 

对 科学 的 社会 学 感 兴趣 ,是 因为 事实 上 尽管 我 对 数学 上 的 怪 
物 与 实际 的 物理 形状 之 间 联 系 的 情况 的 研究 遇 到 了 阻碍 ,但 具有 
奇特 形状 的 抽象 吸引 子 却 平静 地 被 接受 了 。 

要 提 及 分 形 吸引 子 的 第 三 个 原因 ,是 由 于 其 相应 的 演化 看 上 
去 是 “混沌 的 "或 “随机 的 "的 事实 ,就 像 在 第 21 章 和 第 22 章 将 看 
的 ,许多 科学 家 提出 随机 性 在 科学 中 应 用 的 问题 ,现在 通过 分 形 吸 
引子 将 证 实 有 这 种 希望 。 

最 后 , 早 在 以 前 的 各 章 里 (或 者 找 一 、 二 个 以 前 的 版 本 ) 就 同意 
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我 论点 的 人 , 即 那些 接受 自然 界 的 许多 方面 只 能 借助 于 以 前 称 为 
病态 的 某 些 集合 来 描述 的 论点 的 人 ,可 能 不 耐烦 从 “如 何 " 改 为 “为 
什么 ”"。 注 释 的 理由 已 在 几 种 情形 里 阐明 了 。 要 把 前 面 几 章 里 的 
几何 框架 加 以 美化 ,使 得 它们 更 加 直接 迷人 是 不 困难 的 。 然 而 我 
要 求 读者 能 获得 爱好 分 形 的 习惯 。 这 对 大 多 数 成 长 中 的 科学 家 来 
说 开始 可 能 是 艰苦 的 。 此 外 ,由 我 看 来 ,通过 美化 所 作 的 伪 解 释 是 
永 不 令 人 信服 的 ,就 像 在 第 42 章 所 阐述 的 ,因此 , 靠 解释 是 下 策 ， 
除非 这 种 令 人 信服 的 事 是 可 行 的 ,就 像 第 11 章 那样 。 当 分 形 吸 引 
子 成 为 那些 肉眼 能 看 得 见 的 自然 形状 的 分 形 几何 学 的 基础 时 ,我 
认为 许多 进一步 的 阐述 将 会 出 现 。 

因为 有 吸引 子 的 变换 是 非 线性 的 ,可 见 分 形 很 可 能 不 是 自 相 
似 的 。 这 很 好 ,在 用 直线 的 分 形 对 应 物 来 处 理由 非 线 性 方程 支配 
的 现象 中 存在 一 种 伴 雇 ,能 极 好 地 说 明 一 个 自然 现象 的 标 度 分 形 
将 是 非 线性 分 形 的 局 部 近似 。 


吸引 子 的 概念 


这 一 章 的 中 心 议题 是 围绕 一 个 长 期 忽略 的 H. 庞 加 莱 的 考 
察 , 非 线性 动力 系统 的 “轨道 "可 被 “吸引 ”到 奇怪 集合 ,我 认为 它 等 
FAREED EB. 

首先 考察 最 简单 的 吸引 子 :一 个 点 放 在 漏斗 里 的 一 个 小 球 运 
动 的 “轨道 ”, 开 始 时 作 摆 动 , 它 依赖 于 初 位 置 和 初速 度 , 但 最 终 收 
敛 到 漏斗 的 尖端 ;如 果 小 球 比 漏斗 的 小 孔 要 大 , 则 它 就 静止 于 尖 
端 ,此 尖端 就 是 小 球 的 稳定 平衡 点 ,或 是 稳定 的 不 动 点 。 用 美妙 的 
另 一 种 描述 术语 (我 们 必须 十 分 小 心 ,不 要 用 以 人 为 中 心 的 术语 来 
解释 ) 漏 斗 的 尖端 被 称 为 吸引 点 。 

一 个 物理 系统 还 可 以 有 一 个 稳定 的 吸引 圆 或 椭圆。 我 们 相信 
(而 且 热 烈 地 盼望 ,虽然 没有 一 个 人 将 会 长 命 到 关心 此 问题 ) 太 阳 
系 是 稳定 的 ,这 就 意味 着 如 果 地 球 轨道 受到 摄 动 ,最 终 仍 会 被 “ 吸 
引 回 " 它 现在 的 轨道 。 

241 


HHUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


更 加 -- 般 地 ,动力 系统 通常 定义 如 下 : 它 在 时 间 上 的 状态 是 在 
直线 上 在 平面 上 或 在 更 高 维 的 欧 几 里 得 “ 相 空 间 " “中 的 一 个 
Hio (1) ,而 它 在 时 间 上 和 #+A 之 间 的 演变 由 不 显 含 上 的 规则 所 
确定 , 相 空 间 中 的 每 个 点 都 可 取 为 在 1=0 时 的 初始 状态 o (0) ,并 
从 此 点 引出 由 o(1) 时 一 切 1: >0 定 义 的 一 条 轨道 。 

这 些 系 统 之 间 的 主要 差别 要 涉及 到 对 大 的 1,o(i) 的 几何 分 
布 。 称 一 个 动力 系统 有 一 吸引 子 , 如 果 该 系统 在 相 空 间 .存在 
一 个 适当 的 子 集 =y ,使 得 对 于 几乎 一 切 出 发 的 点 o (0), 5 c EB 
大 ,a(4) 接 近 于 — 中 某 点 的 话 。 


排斥 子 的 概念 


另 一 方面 ,小 球 能 够 在 铅笔 尖 点 的 不 稳定 平衡 位 置 上 保持 均 
衡 。 当 初始 位 置 接近 此 平衡 位 置 时 ,在 小 球 收敛 于 别 的 稳定 平衡 
位 置 之 前 ,似乎 被 推 开 。 

全 体 不 稳定 平衡 状态 的 集合 ,加 上 他 们 的 极限 点 ,就 称 为 排斥 
子 。 
在 许多 情形 里 ,排斥 子 和 吸引 子 通过 翻转 方程 而 交换 角色 。 
当 作用 力 是 万 有 引力 时 ,只 要 逆转 重力 的 方向 ,例如 ,考察 一 张 很 
大 的 在 两 个 方向 有 四 凸 的 水 平 薄 纸 , 当 把 小 球 放 在 薄 纸 的 上 方 而 
重力 向 下 时 , 设 4 为 吸引 四 陷 处 ,而 尺 是 排斥 凸 起 处 ,而 当 把 小 球 
重新 放置 在 薄 纸 的 下 方 而 重力 朝 上 , 则 4 和 R 交换 角色 。 这 种 交 
换 在 本 章 中 起 了 中 心 的 作用 。 


分 形 吸引 子 ， 混 沌 ” 


许多 力学 教科 书 涉及 到 动力 系统 ,那里 的 吸引 子 是 一 些 点 , Bl 
或 是 其 他 欧 几 里 得 形状 ,但 是 这 些 是 少见 的 例外 ,而 大 多 数 动力 系 
统 是 无 比 的 复杂 ,它们 的 吸引 子 或 排斥 子 趋 于 分 形 。 下 面 几 节 所 
描述 的 例子 里 ,时 间 是 离散 的 , 且 Al = 1。 
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t MOAA oe mere A! 


一 个 是 尘埃 的 吸引 子 , 费 根 鲍 姆 的 ac 最 简单 的 例子 是 通过 
取 平 方 而 得 到 的 (第 19 章 )。 作 为 前 奏 ,考察 另 一 个 典型 的 康 托 尘 
Re,N=2,i r<1/2#[ - r/(1- r),r/(1- r])ALCLS 3X I 
2 是 由 形 为 tr+tr+t…+tr 的 点 集 所 定义 的 C, 的 极限 。 当 n> 
n+1 时 ,cc 中 每 个 点 都 分 岔 为 2, 而 2 是 无 限 分 岔 的 结果 。 

按 P. 格拉 斯 贝 革 的 解释 ( 预 印 本 ) EE A AR Ax C1 7 a2 3 
Ralf on 5c, 相 类 似 ,但 有 2 个 不 同 的 相似 比 ,其 中 之 一 是 费 根 
鲍 姆 的 二 ~0.3395…( Feiganbaum 1981)。 在 无 限 分 岔 以 后 ,该 吸引 
子 是 一 个 分 形 尘埃 2 ,具有 D 0.538, 

“混沌 ” 在 有 限时 间 里 ,->y 中 没有 一 个 点 被 访问 过 二 次 , 许 
多 作者 把 分 形 吸引 子 上 的 演化 视 为 “混沌 ”。 

气 自 仿 射 树 ”把 (x,4) 平 面 的 x 并 列 ,就 得 到 一 棵 树 。 因 
为 9~4.6692 尖 c ,此 树 是 渐 近 地 带 有 残余 物 的 自 仿 射 。 因 

注释 ”此 理论 在 理想 上 应 该 着 重 于 本 质 上 感 兴趣 和 实际 的 
(但 简单 的 ) 动 力 系 统 , 它 的 吸引 子 完全 是 已 知 的 分 形 , 奇 怪 吸引 子 
的 文献 一 一 虽然 极端 重要 一 一 离 此 理想 甚 远 : 它 的 分 形 通常 没 被 
完全 了 解 ,只 有 少量 真正 引 人 注 目 , 而 大 多 数 无 助 于 很 好 促进 问题 
的 解决 。 

这 使 得 我 要 设计 “动力 学 系统 ”, 它 相当 于 寻找 新 问题 获得 古 
老 而 愉快 的 解答 。 也 就 是 说 ,要 设计 的 问题 的 解答 是 熟悉 的 分 形 ， 
有 点 意外 的 是 这 些 系统 都 很 有 趣 。 


自 反 演 吸 引子 


第 18 章 描 述 了 庞 加 莱 链 的 集 2, 它 既 是 最 小 自 递 集 又 是 极限 

集 。 重 述 上 面 的 特性 :任意 给 定 一 个 出 发 点 Pu, 对 /中 的 每 一 个 

点 ,通过 Po 的 反 演 序 列 变 换 可 任意 精度 地 接近 它 。 现 在 假定 这 

个 反 演 序列 由 一 种 与 P 点 现在 和 过 去 位 置 都 无 关 的 分 离 过 程 所 

挑选 ,在 较 宽 的 条 件 下 ,P 点 的 最 后 序列 总 能 期 望 ,而 且 实 际 上 显 
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示 出 被 所 吸引 。 用 这 种 方法 ,基于 反 演 ,与 群 有 关 的 大 量 的 文 
献 是 借助 于 动力 系统 来 阐述 的 。 


“时 间 ” 反 序 


我 把 对 有 趣味 的 分 形 吸引 子 系统 的 进一步 探索 移 向 一 批 已 知 
系统 的 藏 宝 处 ,它们 具有 几何 上 的 标准 吸引 子 以 及 感 兴趣 的 排斥 
子 ,为 了 使 这 两 种 点 集 的 作用 逆转 从 而 使 得 时 间 逆 行 ,只 要 动力 系 
统 有 可 逆 的 功能 (轨道 永 不 相连 或 相交 ) 这 是 可 能 的 。 这 样 (12) 
的 知识 就 决定 了 对 <: 的 全 部 o(1')。 然 而 ,我 想 要 的 反 序 时 间 
的 专门 系统 是 不 同 的 。 它 们 的 轨迹 像 河流 :其 路 径 由 下 坡 的 方向 
唯一 确定 ,而 在 上 坡 方向 ,每 逢 分 又 都 包含 一 次 特殊 的 决定 。 

例如 ,我 们 来 试 试 逆转 VE f(x), EER 19 章 中 给 出 康 
托 侍 埃 ,对 x > 1.5 定义 两 个 不 同 的 逆 函 数 ,而 且 可 以 同意 把 所 有 
x»]1.5 变换 到 x = 1/2. BH, x Ax (1 — x) 有 两 种 可 能 的 逆 变 
换 , 在 这 两 种 情况 ,一 种 有 意义 的 反 演 要 在 两 个 函数 之 间 选 择 ,在 
其 他 例子 里 ,可 能 性 的 数目 甚至 更 大 ,我 们 再 次 要 求 它 们 由 一 种 分 
离 过 程 挑 选 。 这 些 思 想 提 出 了 广义 动力 系统 ,将 在 下 一 节 中 介绍 
和 描述 。 


可 分 解 的 动力 系统 (Mandelbrot 1980 n) 


我 们 要 求 状 态 oi) 中 的 一 个 坐标 , 称 它 为 确定 指标 , 记 作 o! 
(41), 它 与 其 他 EE-1 个 坐标 [ 记 作 o* (1)] 的 状态 无 关 地 演变 , 同 
时 从 o" (41) 变换 到 o* (1 +1) 是 由 o* (OM o (i) 共同 确定 的 。 
在 我 研究 得 最 多 的 例子 中 ,变换 o (1)->a* (1 +1) 是 选用 G 种 不 
同 可 能 性 的 有 限 集合 o,, EAU KA BAR z (r) = 
7Y[o'! (4)] 的 值 选 出 。 这 样 ,我 研究 了 有 限 指标 集 与 o* -空间 的 动 
力学 。 

事实 上 ,在 促使 这 种 推广 性 的 例子 中 ,序列 g(1) 或 者 是 随机 
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的 ,或 者 是 顺 其 自然 的 。 在 下 章 以 前 本 书 还 没有 处 理 随机 性 ,但 是 
我 怀疑 这 将 是 一 个 严重 的 困难 ,更 为 严重 的 事实 是 ,动力 系统 正 是 
有 完全 确定 行为 的 模型 ,因此 严禁 容纳 随机 性 。 然 而 ,我们 可 以 只 
引入 它 的 效应 而 实际 上 并 不 要 求 它 , 把 g(1) 取 作 一 个 充分 地 混合 
的 各 态 历 经 过 程 的 值 。 例 如 , 取 一 个 无 理 数 8, 使 g(t) 是 o+(1) 
= Bio (0) 的 整数 部 分 。 必 要 的 叙述 原则 上 很 容易 ,但 很 繁复 ,这 
里 就 不 写 了 。 : 


“奇怪 "吸引 子 的 作用 


“奇怪 "吸引 子 的 研究 推动 了 下 列 两 部 分 的 论证 :(A) 承 认 标 
准 吸 引子 的 动力 系统 不 能 解释 滑 流 ,也 许 用 拓扑 上 的 “奇怪 "吸引 
子 能 够 做 到 (这 就 想起 了 第 11 章 里 的 独立 论证 , 当 微 分 方程 没有 
标准 奇 性 时 ,就 应 该 试 一 下 是 否 有 分 形 奇 性 );(B) 极 其 简单 系统 
(例如 Z-~>AZ(1- Z), a MZ 是 [0,1] 中 的 实数 ) 的 吸引 子 是 奇怪 
的 ,而 且 在 许多 方面 反映 了 更 为 复杂 和 更 加 真实 的 系统 的 特征 。 
因此 ,不 容 怀疑 ,拓扑 上 的 奇怪 吸引 子 是 个 通 例 。 


术语 “分 形 ” 与 “奇怪 ”的 比较 


每 个 已 知 的 “奇怪 ”吸引 子 都 是 分 形 ”对 许多 “奇怪 ”吸引 子 已 
经 计算 出 D, 所 有 情形 里 都 有 D> Dr 因为 这 些 吸 引子 是 分 形 集 ， 
对 许多 奇怪 吸引 子 的 分 形 来 说 , D 并 不 是 不 规则 性 的 测度 ,而 只 
是 光滑 曲线 或 曲面 互相 堆 聚 的 方式 一 一 破碎 性 的 差异 (第 13 章 )。 

一 个 称 为 螺 线 圈 的 著名 吸引 子 是 由 斯 梅 尔 分 两 次 引进 的 。 原 
始 的 定义 是 纯 拓 扑 的 ,保留 D 为 不 定 , 但 在 修正 后 有 了 度量 (Smale 
1977,98 57 页 )。 为 此 修正 ,Mandelbrot 1978 b 中 计算 了 D, 那 是 为 
了 把 D 加 入 到 奇怪 吸引 子 的 研究 中 。 对 于 萨 尔 兹 曼 - 洛 伦 兹 吸引 
子 ,其 v=40,c =16, 而 5=4, 其 值 D =2.06。 这 是 由 M.G. 维 拉 德 
和 YY. 辛 赖 各 自 独立 算得 的 (私人 交谈 ), 这 个 D 大 于 2, 但 又 超过 
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RE, BRAME T BJ AE BE BH il, HL BS RB f pu. 
Mori & Fajisahe1980 证 实 了 我 对 斯 梅 尔 吸引 子 计算 的 D 和 对 萨 尔 
Bb ORG Fit BA D。 对 于 埃 依 映射 (a = 1.4, 和 b= 
0.3) 他 们 求 得 D =1.26, 许 多 其 他 具有 同样 作用 的 文章 正在 陆续 
发 表 之 中 。 

其 逆 会 不 会 "所 有 分 形 吸引 子 都 是 奇怪 的 "只 在 语义 学 上 有 


. . >» s» >» a ù 


态 ” 的 和 曾 一 度 用 于 个 别 的 分 形 的 其 他 的 修饰 词 的 同义词 ,这 是 很 
正常 的 看 法 。 

但 是 “奇怪 的 "有 时 也 有 专门 的 意义 。<I 这 是 多 么 不 相 容 , 即 
萨 尔 兹 曼 - 洛 伦 兹 吸引 子 不 是 “奇怪 的 ” ,而 是 “奇怪 一 奇怪 的 ”b> 由 
此 看 出 ,一 个 吸引 子 的 “奇怪 性 "包含 了 非 标准 的 拓扑 性 质 ,与 同意 
作为 “普遍 的 " 非 标准 分 形 性 质 。 一 条 没有 双重 点 的 闭 曲线 在 此 意 
义 下 不 是 “奇怪 的 ” ,然而 它 被 弄 皱 后 可 以 是 奇怪 的 ;因此 ,我 考察 
的 许多 分 形 吸引 子 不 是 奇怪 的 。 

用 这 种 “奇怪 的 "的 定义 ,前 节 的 论证 就 不 再 吸引 人 了 。 但 是 ， 
如 果 把 奇怪 性 从 拓扑 概念 修改 成 分 形 概念 , 则 将 再 次 引入 注目 。 
因此 我 想 ,把 “奇怪 ”定义 为 分形 ”的 人 应 该 会 获胜 。 因 为 的 确 正 
在 取得 胜利 , 当 我 证 实 了 分 形 并 没有 比 海岸 线 或 山脉 更 奇怪 后 ,很 
少 有 理由 要 保留 一 个 没有 推动 力 的 术语 。 无 论 如 何 ,我 不 能 隐瞒 
个 人 对 术语 “奇怪 的 ”厌恶 。 = 


图 20-1 和 图 20-2 了 吸引 到 分 形 

这 两 个 图 样 表明 了 两 个 可 分 解 动力 系统 的 依次 位 置 的 长 轨道 。 图 20-2 
上 的 法 老 的 护 胸 甲 是 自 逆 的 (第 18 章 ), 它 基于 4 次 反 演 ,选择 得 保证 极限 集 
了 是 由 回 组 成 的 。 图 20-1 上 的 圣 * 马 可 龙 是 自 平方 的 (第 19 章 ), 它 基于 4 一 
3x(1-x) 的 2 次 反 演 。 

确定 性 指标 分 别 在 4 或 2 种 可 能 性 之 间 选 择 ,用 伪 随 机 算法 重复 计算 
64,000 次 ,算得 的 头 几 个 位 置 图 上 没有 画 出 。 

填充 尖 点 和 自 相交 邻近 的 区 域 是 非常 慢 的 。 - 
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第 七 篇 ”随机 性 
第 21 章 ”机遇 ,作为 建 模 的 一 种 工具 


虽然 基本 的 分 形 论题 仅仅 包含 确定 性 的 结构 ,但 是 这 些 论 题 
的 完整 意义 和 与 实际 的 关系 在 我 们 处 理 随机 分 形 之 前 是 不 明显 
的 ,相反 ,分 形 的 研究 ,至 少 对 于 作者 来 说 似乎 可 增加 人 们 对 随机 
性 的 了 解 。 

插入 机 遇 的 主要 原因 是 它 对 每 一 个 科学 家 都 是 熟悉 的 ,但 是 
仍然 应 该 在 本 章 作 些 评注 ,并 对 一 般 性 质 的 通常 不 太 熟 悉 的 评论 
加 以 说 明 。 下 一 章 将 开辟 新 的 前 景 ,以 表明 机 遇 对 于 专门 的 分 形 
研究 也 是 需要 的 。 


用 《7 标记 期 望 ;概率 的 缩写 是 Pr 


似乎 每 个 学 科 都 用 不 同 的 标记 来 表示 随机 变量 X 的 期 望 ,本 
书 采用 物理 学 家 的 记号 (X), 因 为 它 具 有 包括 变量 本 可 携带 括号 


的 优点 。 
给 定 一 个 函数 B(1), 以 及 AB(1)=B(1+At)-B(i), 称 
《AB(1)) 是 oc- 平均 ,并 称 ([AB(1) - (AB(1))]) 是 o- 方 差 。 
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随机 模型 的 标准 法 则 


让 我 们 回 到 “英国 海岸 线 有 多 长 ?” 的 老 问 题 。 尽 管 它 使 我 们 
想起 了 实际 的 地 图 。 科 赫 曲 线 有 个 主要 缺点 , 它 与 我 们 在 本 书 研 
究 的 所 有 其 他 现象 的 早期 模型 中 遇 到 的 缺点 几乎 没有 什么 两 样 ! 
它 的 每 个 局 部 是 相互 等 同 的 。 而 自 相 似 比 r 必定 是 如 -4 尺度 的 
部 分 (其 中 b 是 整数 ) , 即 1/3,(1/3)?, 等 等 。 

我 们 可 以 借助 于 更 为 复杂 的 确定 性 算法 来 改进 这 个 模型 。 然 
而 这 种 方法 不 仅 宛 长 ,而 且 注 定 要 失败 ,因为 每 一 条 海岸 线 的 形成 
都 是 经 历 了 几 个 世纪 来 的 多 种 影响 ,它们 并 没有 记录 下 来 ,而 且 不 
能 更 详细 地 再 重新 构造 出 来 。 想 要 达到 完整 的 描述 是 无 希望 的 ， 
甚至 不 应 该 去 做 它 。 

在 物理 学 中 ,例如 布朗 运动 理论 ,解脱 这 种 困难 的 关键 是 应 用 
了 统计 学 。 在 地 瑶 学 里 ,统计 学 几乎 是 难以 避 开 的 。 的 确 , 当 力 学 
规律 直接 影响 到 分 子 运 动 时 ,它们 通过 许多 尚未 探索 的 中 间 物 影 
响 地 貌 的 形成 。 因 此 ,许多 地 貌 学 家 ( 比 物理 学 家 还 要 多 ) 被 迫 放 
弃 对 实际 的 精确 描述 而 用 上 了 统计 学 。 在 我 们 将 要 探索 的 其 他 领 
域 里 ,局 部 相互 作用 最 新 知识 介 于 物理 学 和 地 貌 学 之 间 。 


寻找 正确 的 机 遇 不 规则 性 总 和 


机 遇 能 够 引起 ,譬如 在 海岸 线 中 所 遇 到 的 很 强 的 不 规则 性 吗 ? 
这 不 仅 是 可 能 的 ,而 且 在 许多 情形 里 它 超过 所 希望 的 目标 。 换 名 
话说 ,机 过 的 功能 被 极 大 地 低估 了 。 物 理学 家 的 随机 性 概念 建立 
在 许多 理论 之 上 ,其 中 机 遇 只 在 微观 层次 上 是 重要 的 ,而 在 宏观 层 
次 上 又 是 无 关 紧 要 的 。 与 此 完全 相反 ,在 与 我 们 有 关 的 标 度 随 机 
分 形 的 情形 中 ,机 遇 的 重要 性 在 包括 宏观 层次 在 内 的 一 切 层 次 上 
都 保持 不 变 。 
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机 遇 的 实际 应 用 


统计 学 的 不 可 预测 性 与 确定 性 之 间 的 关系 ,引起 了 一 些 引 人 
注意 的 问题 ,但 本 书 很 少 涉及 。 它 使 得 “在 随机 ”的 表述 回 到 了 中 
握 纪 时 的 直观 含义 ,在 当时 ,英文 是 从 法 文 借用 来 的 。 词 语 “ un 
cheval á randon”( 法 文 ) 被 认为 和 数学 公理 或 马 的 心理 学 无 关 , 只 表 
示 乌 大 不 能 预言 的 马 的 不 规则 运动 。 

因此 , 当 机 遇 引起 各 类 准 形而上学 似 的 不 安 时 ,本 书 决定 很 少 
涉及 是 否 是 用 爱 因 斯坦 的 话 “ 上 帝 掷 仍 子 "。 概 率 理论 只 是 一 种 数 
学 工具 ,有 助 于 绘 出 未 知 的 和 不 可 控制 的 蓝图 。 十 分 幸运 ,这 个 工 
具 对 于 复杂 问题 特别 有 用 和 方便 。 


从 递归 性 到 随机 性 


此 外 ,概率 理论 能 顺利 地 引入 到 在 本 书 中 占 重 要 地 位 的 递归 
方法 中 。 换 句 话说 ,本 书 的 下 半 部 与 上 半 部 没有 不 连续 处 。 我 们 
将 继续 把 注意 集中 到 下 列 情形 , 即 数学 定义 和 图 形 算法 两 方面 都 
能 用 具有 内 循 坏 的 “处 理 程序 "的 形式 写 出 ,而 且 每 循环 运行 一 次 ， 
又 有 新 的 细节 增加 到 前 面 得 到 的 结果 里 。 

我 们 所 熟悉 的 ,产生 三 元 科 赫 曲线 的 循环 就 归结 为 这 样 的 处 
理 器 程序 。 但 另外 一些 非 随机 分 形 还 包含 有 另外 的 一 个 控制 程 
序 "。 现 在 我 们 要 强调 的 , 它 的 作用 是 有 趣 的 并 更 进一步 向 着 增加 
普遍 性 的 方向 发 展 。 在 第 一 步 ,从 图 6-8 的 说 明 中 可 以 看 出 , 某 些 
EH E qe BERE HIT B Zk CS) 和 跳动 ( 严 ) 的 不 同型 式 , 因 此 需要 一 
个 控制 器 ,在 每 个 循环 之 前 告诉 处 理 机 是 用 S 还 是 F. —W DK, 
不 同 的 控制 序列 会 产生 不 同 的 分 形 。 因 此 ,对 于 每 个 选 定 的 M 和 
相应 的 DD, 由 于 每 个 控制 序列 的 作用 ,图 6-8 的 分 形 循环 实际 上 不 
是 一 条 曲线 ,而 是 无 限 (不 可 数 ) 的 曲线 族 。 这 控制 器 可 以 是 从 磁 
带 上 读 -- 个 序列 ， 也 可 以 是 解释 形 如 ” 交替 s 和 ”的 简要 说 明 ,或 
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“ 当 x 的 第 大 位 小 数 是 偶数 (或 奇数 ) Lk BT BEA S(O)”. 


随机 性 /人 擅 随机 性 


许多 随机 分 形 包含 有 精确 的 相同 的 模式 :一 个 解释 控制 器 跟 
随 着 一 个 处 理 器 。 这 个 事实 常常 是 不 明显 的 (有 时 做 的 事情 很 难 
看 出 ) ,但 是 在 那些 明显 地 由 递 推定 义 的 合适 的 情形 里 ,这 是 十 分 
清晰 的 。 

最 简单 的 控制 器 就 是 所 谓 的 “投掷 硬币 序列 ”, 然 而 我 从 未 用 
过 它 。 在 今天 计算 机 的 环境 里 ,控制 器 就 是 一 个 “随机 数 发 生 器 o 
它 的 输入 , 称 为 源 ,是 一 个 整数 , 它 有 预先 规定 的 M 个 二 进 制 数 
(M 由 设备 决定 , 当 输 入 的 数字 少 于 M 个 时 ,在 前 面 用 0 填补 )。 
控制 器 的 输出 是 0 和 1 的 序列 。 在 模拟 的 伯 努 利 游戏 里 ,每 一 个 
数字 都 代表 掷 硬币 的 一 个 结果 ,而 掷 1000 次 硬币 的 游戏 实际 上 就 
是 1000 个 个 别 的 伪 随 机 数字 形成 的 序列 。 

现 设想 有 一 本 2 页 的 原 书 , 把 每 搓 1000 次 硬币 的 可 能 结果 
记录 在 单独 的 一 页 上 。 因 此 任何 一 个 毛 1000 次 硬币 的 游戏 都 可 
从 该 书 中 选 出 一 页 来 确定 。 这 个 机 遇 参 数 就 是 书 的 页 数 , 即 源 。 

更 加 一 般 化 ,控制 器 的 输出 常 分 割 为 4 块 ,4 是 整数 ,然后 在 
前 面 增加 一 个 小 数 点 ,每 一 块 就 构成 一 个 分 数 U0, 并 称 此 分 数 为 
“从 0 到 1 之 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 ”。 

实际 的 随机 集 发 生 器 的 输出 并 不 是 单个 函数 或 形式 ,而 是 一 
本 真实 的 有 24 页 的 “富丽 堂皇 的 财产 目录 ”, 每 一 页 都 提供 了 一 个 
单独 的 形式 。 另 外 ,页 数 就 是 源 。 

植物 学 的 类 似 当然 推出 源 是 相同 的 和 不 同 种 类 的 全 体 。 我 们 
容许 对 于 “有 缺陷 的 源 " 生 长 出 非常 不 典型 的 植物 ,但 是 我 们 期 户 
其 中 绝 大 多 数 的 植物 在 细节 上 是 不 同 的 ,但 本 质 上 是 相同 的 。 

随机 数 发 生 器 是 任何 模拟 的 关键 部 位 。 向 上 去 是 多 种 操作 
(在 每 一 种 情形 里 都 包含 了 数论 和 概率 论 之 间 的 同样 关系 )。 而 且 
与 程序 的 目标 是 无 关 的 。 它 们 是 确定 性 变换 的 样 版 ,这 种 变换 用 
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概率 论 的 描述 来 模拟 随机 性 。 向 下 去 是 许多 台阶 , 它 根据 模拟 的 
对 象 而 改变 。 

从 这 种 实际 的 环境 到 十 分 完善 的 递 推 概率 的 运动 是 很 自然 
的 。 主 要 改变 是 具有 有 限 位 数 的 分 数 由 实数 来 代替 。 其 源 成 为 神 
秘 的 “基本 事件 " ,数学 的 概率 专家 们 用 字母 w KERR. <A THE 
w“ 解 释 " 成 实 控制 变量 的 无 限 序列 ,Paley & Wiener 1934 提出 了 逆 
康 托 对 角 化 。B 


机 遇 对 实际 描述 的 空 祈祷 


前 节 提 出 机 遇 理 论 在 实际 上 并 不 困难 ,很 遗憾 , 它 实际 上 也 不 
容易 。 就 是 说 ,要 获得 一 个 海岸 线 的 模型 , 它 没有 科 赫 曲线 的 不 
足 , 但 又 要 保持 原 有 的 优点 。 这 就 要 对 曲线 不 同 的 段 作 变形 并 上 
修改 它们 的 尺寸 ,一 切 都 是 随机 的 ,然后 再 按 随机 次 序 把 它们 串 在 
一 起 。 

对 机 遇 的 这 种 祈求 在 开始 研究 时 是 能 够 容许 的 ,在 较 早 的 几 
章 里 是 放任 自由 的 。 这 并 不 犯错 误 ,除非 读者 把 它 隐藏 或 者 作者 
不 承认 。 在 某 些 情形 里 它 能 够 完成 ,但 在 另 一 些 情形 里 ,仅仅 求助 
于 机 遇 只 是 一 种 空 姿态 。 的 确 ,要 描述 一 般 的 可 接受 的 随机 曲线 
法 则 是 很 难 的 ,因为 几 个 几何 集 嵌 入 一 个 空间 。 仅 仅 随 机 地 改变 
海岸 线 各 部 分 的 形状 、 尺 寸 和 次 序 会 趋 于 留 下 一 些 不 适合 在 一 起 
的 片段 。 


无 约束 和 自 约 束 机 过 


由 此 我 们 立即 面临 一 种 具有 巨大 实际 影响 的 非 正 式 的 区 别 。 
有 时 跟随 着 一 个 处 理 机 的 控制 器 可 以 通过 它们 的 循环 而 不 需要 检 
查 较 早 循环 的 效果 ,因为 它 不 怕 结 果 不 匹 配 ,我 们 就 称 这 种 植物 包 
含 了 机 遇 的 无 约束 形式 。 否 则 ,构造 的 后 来 阶段 要 受到 前 面 阶段 
输出 的 约束 ,而 且 ( 或 者) 机 遇 由 空间 几何 学 强烈 地 自 约束 着 。 
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举 一 个 反例 ,一 个 点 阵 上 的 2n 边 形 (它们 可 以 自 相交 的 ) 就 
引起 一 个 较 容 易 的 组 合 学 问题 。 而 且 能 够 产生 一 个 无 约束 机 遇 的 
多 边 形 。 但 是 海岸 线 必须 是 不 自 相 交 的 ,而 计算 海岸 线 的 对 边 形 
的 近似 的 数目 是 一 个 很 强 的 自 约束 机 遇 问 题 ,继续 避免 了 最 好 的 
结果 。 

因为 包含 有 自 约束 机 过 的 问题 是 很 困难 的 ,本 书 除 第 36 章 以 
外 都 不 讨论 它 。 


双 曲 随机 变量 


非 均匀 的 随机 变量 X 只 是 单调 的 非 减 函数 x = F(u) € 
的 反 函 数 U = F(x) 称 为 概率 Pr(X<x)(F(x) 或 -1(w) 的 不 连 
续 性 需要 谨慎 描述 )。 

RAR Nr(U > wu)xu-? 已 在 第 6,13 章 和 第 14 章 中 扮演 了 
主角 , 它 在 概率 论 的 对 应 表达 式 Pr(U > uw)c wu-? 称 为 双 曲 分 布 ， 
它 将 在 本 书 的 其 余 章节 扮演 重要 角色 。Pr(U >0) = % 的 性 质 是 
很 怪 的 ,但 不 要 引起 惊慌 。 其 实 它 正 是 我 们 所 期 望 和 能 够 处 理 的 ， 
就 像 第 13 章 中 的 Nr(U >0) = % 一 样 ,要 谨慎 地 处 理 它 ,但 专门 的 
术语 可 以 并 将 会 避 开 。 


随机 集 的 典型 值 D 和 Dy 


对 于 随机 集 的 维 数 概念 要 求 很 细致 。 我 们 前 述 的 那 本 "辉煌 
的 财产 目录 "把 一 群 随机 集 收集 在 一 起 , 它 的 每 一 页 是 一 个 集合 ， 
因此 就 像 以 前 各 章 那样 ,具有 与 其 相 联系 的 值 D 和 Dr。 这 些 值 在 
样本 之 间 变 化 ,但 在 所 有 我 们 遇 到 的 情况 下 ,它们 的 分 布 都 是 简单 
的 。 

存在 一 批 超常 的 样本 ( “有 缺陷 的 源 ") ,其 D 可 取 所 有 各 类 
值 , 但 这 批 样本 的 概率 全 部 消失 。 所 有 其 他 的 样本 都 用 某 个 普通 
的 D 来 表达 , 称 为 " 殖 必 值 。 
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我 相信 对 于 D, 也 是 同样 的 ,希望 数学 家 们 能 注意 研究 它 。 

至 必 值 在 每 -种 方法 中 都 是 群体 的 “典型 ”。 例 如 ,的 期 户 
值 与 殊 必 值 是 恒 等 的 。 

^ 方面, 我们 应 该 避 开 "平均 集 " 维 数 的 想法 。 例 如 ,假定 读 
者 有 “ 幅 对 称 随 机 行走 的 智力 图 象 ,我 们 试图 来 定义 平均 行走 。 
如 果 这 是 -个 过 程 , 它 的 位 置 是 在 群体 里 所 有 行走 的 平均 , 则 此 平 
均 不 是 行走 而 是 就 坐 : 它 永 不 离 其 初始 位 置 ,因此 D=0 9ER 
25 过 同时 几乎 对 于 每 -种 行走 都 推出 D =2。，bB 只 有 用 平均 D 
达 的 集 作为 平均 集 , 才 在 处 理 维 数 时 是 “稳妥 的 "”。 这 个 定义 所 以 
稳妥 ,因为 它 是 周而复始 的 。 

能 适用 于 非 随机 分 形 的 任何 方法 都 可 用 来 计算 D。 但 要 记 
ER 13 章 的 警告 : 当 分 形 集 的 - -部 分 包含 在 一 个 球 心 在 集 上 E 
径 为 R 的 小 球 内 时 ,趋向 具有 一 种 测度 (质量 ) ,满足 MCR) oc R®, 
则 指数 Q 不 需 是 维 数 。 
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$28 条 件 定常 性 和 宇宙 学 原理 


前 一 章 再 一 次 用 通常 的 理由 表明 ,对 于 有 用 的 随机 性 ,不 区 分 
标准 的 和 分 形 的 模型 。 在 标准 的 叙述 里 ,随机 化 带 来 了 显著 的 改 
进 。 然 而 , 非 随机 模型 对 于 许多 目的 仍然 是 容许 的 。 现 在 要 表明 ， 
在 分 形 的 叙述 里 ,对 于 一 个 实际 可 接受 的 模型 ,随机 性 是 必要 的 。 


平移 不 变性 ,对 称 性 


这 个 论题 包含 了 对 称 性 的 古老 哲学 概念 。 这 里 不 要 理解 为 对 
一 条 线 的 “两 面 " 对 称 ,而 是 结合 希腊 文 ovye tpia 的 原始 意义 , 理 
解 为 产生 于 各 个 组 成 部 分 对 整体 的 等 同性 (Weyl 1952) ,以 及 物理 
学 家 近来 的 用 法 ,把 对 称 性 称 为 不 变性 的 同义词 。 

非 随机 分 形 的 必然 失败 ,是 由 于 它们 不 是 十 分 对 称 的 。 它 的 
失败 首先 在 于 ,在 不 同 科 学 的 词汇 里 把 一 个 非 随机 分 形 看 成 是 平 
移 不 变 的 或 定常 的 是 不 可 思议 的 ,而 且 不 符合 宇宙 学 原理 。 

其 次 ,一 个 非 随机 分 形 不 能 是 均匀 标 度 ,在 此 意义 下 , 它 只 多 
许 相似 比 为 形 如 r “的 离散 标 度 。 

星系 集团 的 问题 如 此 重要 ,以 致 现 在 的 讨论 将 要 以 它 为 中 心 ， 
让 本 书 这 章 的 第 二 部 分 献 给 天 文学 。 


宇宙 论 原理 


假设 时 间 和 我 们 在 地 球 上 的 位 置 既 非特 殊 也 非 中 心 , 即 自然 界 的 
定律 必须 是 到 处 相同 和 总 是 相同 的 ,这 样 的 公设 称 为 宇宙 论 原理 。 

由 爱 因 斯 坦 和 下 .A. XIE (North 1965, 第 157 页 ) 形 成 的 这 
个 论断 ,Bondi 1952 有 详细 的 讨论 。 
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强 字 宙 学 原理 


宇宙 学 原理 的 一 个 牵强 的 应 用 ,是 要 求 物 质 的 分 布 精确 地 服 
从 同样 的 规律 ,而 不 管用 怎么 样 的 参考 系 (原点 和 轴 )。 换 句 话说 ， 
分 布 必须 是 平移 不 变 的 。 

当选 择 一 个 术语 来 表示 这 个 推论 时 ,必须 十 分 谨慎 ,因为 它 不 
是 讨论 理论 (Xoyos ) ,而 是 讨论 描述 (yoapz7 ) ,以 及 因为 我 们 一 会 儿 
将 要 提出 一 系列 减弱 的 形式 ,所 以 最 好 称 它 为 强 宇宙 学 原理 。 

这 个 基本 思想 已 经 写 进 了 库 萨 的 尼 古 拉 (1401 ~ 1464) 的 “有 
学 识 的 无 知 ” 的 教义 之 中 :“ 我 无 处 不 在 ,我 的 思想 是 中 心 ”; “世界 
处 处 有 中 心 ,因此 也 就 处 处 有 中 心 和 处 处 无 周围 ”。 


宇宙 学 原理 


然而 ,物质 的 分 布 不 是 严格 地 均匀 的 。 
该 原理 最 明显 的 减弱 ,就 是 在 前 一 章 所 描述 的 标准 结构 里 引 
进 机 遇 。 这 样 产生 的 断言 ,被 概率 专家 称 为 统计 定常 性 。 但 是 ,为 


e e è o o 
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从 同样 的 统计 规律 ,而 不 管 参考 系 如 何 。 
一 个 困惑 


上 述 原理 对 银河 系 集团 的 应 用 提出 了 艰难 的 困难 ,第 9 章 的 
传 尼 埃 宇宙 当然 是 极其 不 均匀 的 ,但 是 我 们 可 以 期 望 把 它 随机 化 ， 
使 之 满足 统计 均匀 的 宇宙 学 原理 。 然 而 ,为 了 保持 模型 的 本 质 , 随 
机 化 必须 保持 这 样 的 性 质 , 即 在 半径 为 R 的 球 里 的 近似 密度 
A(R)R- 当 尺 趋 于 无 穷 时 要 趋 于 0, 遗憾 的 是 ,后 者 的 性 质 与 统计 
的 均匀 字 宙 学 原理 是 不 相 容 的 。 

有 吸引 力 的 是 只 对 数值 给 以 比 一 般 原理 更 少 的 重量 ,并 作出 
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结论 是 谱系 集团 必须 终止 于 一 个 有 限 的 上 限 ,结果 所 有 的 脉动 是 
局 部 范围 的 ,物质 的 总 密度 最 终 不 等 于 0。 

为 了 实现 这 种 想法 ,可 以 给 出 一 个 例子 , 取 无 限 多 的 傅 尼 埃 宇 
宙 然 后 以 统计 均匀 的 形式 把 它们 散布 在 周围 。R.M. Soneira 提出 
-个 不 同 想法 在 Peebles 1980 作 了 讨论 。 


有 条 件 的 定常 性 


然而 ,我 相信 统计 均匀 的 宇宙 学 原理 超出 了 合理 和 所 希望 的 
范围 ,应 该 用 一 个 较 弱 的 形式 来 代替 , 称 为 有 条 件 的 , 它 与 所 有 的 
观察 者 无 关 ,而 仅 与 物质 的 有 关 。 天 文学 家 应 该 发 现 这 种 弱 形式 
是 可 接受 的 ,而 且 在 很 久 以 前 可 能 已 经 研究 过 ,当时 只 有 极 小 的 实 
质 性 的 兴趣 ,的 确 有 条 件 的 形式 暗示 没有 任何 有 关 全 局 密度 的 假 
定 ,而 且 允 许 有 M(R)o RP, 

不 太 武断 地 重新 说 明 一 下 我 的 观点 ,要 使 强 的 宇宙 学 原理 与 
下 列 概念 相 一 致 是 很 困难 的 ,或 者 是 不 可 能 的 :实际 的 星系 离 均匀 
分 布 相 差 甚 远 。 一 方面 ,假如 在 宇宙 中 物质 的 全 局 密度 6 为 0, 则 
强 字 宙 学 原理 必定 是 错误 的 。 另 一 方面 ,假如 6 是 小 而 正 的 , 则 
强 宇宙 学 原理 是 渐 近 地 成 立 的 ,但 是 对 于 我 们 感 兴趣 的 尺寸 而 言 
它 却 是 无 用 的 。 假 如 再 获得 保证 的 话 , 则 可 以 基本 上 保存 它 , 但 当 
存在 导致 混淆 的 可 能 时 还 是 避 开 为 好 。 最 后 ,我们 安排 一 个 陈述 
来 代替 , 它 对 所 有 的 尺寸 都 是 有 意义 的 ,而 且 不 论 对 6=0 或 8> 
0, 都 是 独立 的 ,上 面 的 近似 相当 于 把 强 宇宙 学 原理 再 分 为 两 部 分 。 


条 件 宇宙 学 原理 


条 件 分 布 ” 当 参考 系 满足 其 原点 是 物质 点 本 身 的 条 件 时 , 质 
量 的 概率 分 布 就 称 为 条 件 的 。 
原始 的 字 宙 学 假设 ”质量 的 条 件 分 布 对 于 所 有 的 条 件 参考 系 
都 是 同样 的 。 特 别 是 ,在 一 个 半径 为 R 的 小 球 内 包含 质量 MCR) 
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是 与 参考 系 无 关 的 随机 变量 。 

条 件 宇 宙 学 原理 的 陈述 ,不 管 对 ó >0 或 8=0 都 是 精确 地 相 
间 的 字句 。 这 在 美学 上 是 令 人 高 兴 的 ,而 且 具 有 满足 当代 物理 学 
精神 的 哲学 上 的 优点 ,由 于 把 强 宇宙 学 原理 再 分 为 两 部 分 ,我 们 就 
能 够 强调 每 件 事 均 可 观察 的 提 法 。 


正 的 总 物质 密度 的 辅助 假设 


辅助 宇宙 学 假设 s 
lim MCR) R ^ff lim (MCR)) R? 
同时 都 存在 ,几乎 是 必然 相等 的 ,而 且 是 正 的 和 有 限 的 。 


标准 情形 ,5 >0 


物质 分 布 的 统计 规律 可 用 不 同 的 方法 来 表达 ,可 以 用 相对 于 
任意 参考 系 的 绝对 概率 分 布 ,另外 ,也 可 用 相对 于 中 心 在 物质 点 上 
的 参考 系 的 条 件 概率 分 布 。 在 上 述 的 辅助 假设 得 到 证 实 的 情形 
里 ,由 通常 的 贝 叶 斯 法 则 从 绝对 分 布 推出 条 件 概 率 分 布 。 而 绝对 
概率 分 布 由 条 件 概率 推出 ,只 要 在 相对 于 原始 为 均匀 分 布 的 整个 
空间 取 平 均 。 

< 原始 的 均匀 分 布 在 整个 空间 的 积分 ,导致 无 限 的 质量 。 非 
条 件 分 布 , 当 且 仅 当 整 体 密度 为 正 时 ,可 重 正 化 到 总 和 为 1, 参 见 
Mandelbrot 1967 b. » 


非 标准 情形 ,5 =0 


假定 相反 ,辅助 假设 是 无 效 的 ,更 精确 地 说 , lim M(RR)R-… 为 

稚 。 假 如 这 样 的 话 ,绝对 概率 分 布 仅仅 说 明 , 随 机 选取 的 有 限 半径 

R 的 球 几 乎 必然 是 空 的 ,因此 从 围绕 着 随机 选取 的 一 个 点 去 窥 测 ， 
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几乎 保证 什么 也 看 不 到 。 然 而 ,人 们 只 对 真实 宇宙 情况 下 的 质量 
概率 分 布 有 兴趣 ,而 已 经 知道 ,在 人 们 的 周围 质量 不 为 零 , 发 生 了 
一 个 事件 之 后 ， 所 出 现 的 绝对 概率 是 令 人 感 兴趣 的 。 

从 非 条 件 分 布 自 动 地 忽视 这 些 情况 的 每 一 事实 可 推出 ,无 论 
何 时 .8 = 0 是 极其 不 合适 的 , 它 不 仅 与 带 有 满足 D <3 的 任何 分 形 
的 质量 相 容 ,而 且 告 知 除 了 6 =0 绝 对 没有 任何 东西 。 

与 此 相反 ,条 件 概 率 分 布 能 在 有 不 同 分 维 的 分 形 之 间 , 在 有 无 
标 度 的 分 形 之 间 , 以 及 在 各 种 假定 之 间 加 以 区 别 。 


非 标准 的 “可 忽略 事件 ” 


非 标准 情形 0 = 0 对 于 物理 学 家 ,具有 一 个 可 能 被 忽视 了 的 
几乎 确实 的 事件 ,以 及 一 个 零 概率 事件 。 后 者 不 仅 不 能 不 加 以 注 
意 ,而 且 要 分 解 为 较 小 的 子 事件 。 

这 种 对 立 显然 与 人 们 的 习以为常 是 相反 的 。 在 一 次 公正 的 搓 
硬币 的 递增 序列 里 ,开头 的 平均 数 可 以 不 收敛 于 1/2, 但 是 不 收敛 
的 情况 是 零 概率 ,因此 缺乏 兴趣 。 当 一 个 统计 力学 的 结论 (例如 箭 
的 增加 原理 ) 几 乎 保证 成 立时 ,相反 的 讨论 就 是 零 概率 ,因此 是 可 
以 忽略 的 。 显 然 ,在 前 述 两 句 中 因此 产生 了 我 在 宇宙 学 提出 的 明 
显 相反 的 情形 。 


回避 层次 


对 称 性 的 第 二 种 形式 与 标 度 性 有 关 。 当 一 个 非 随机 分 形 各 部 
分 的 约 化 比 都 等 于 r 时 ,可 容许 的 标 度 比 具 有 天 的 形式 。 当 各 部 
分 的 约 化 比 是 mr,… 时 ,其 容许 的 总 体 比例 的 限制 少 一 些 , 但 仍 
然 不 能 自由 地 选取 。 

换 句 话说 , 非 随机 分 形 包括 了 一 种 强 的 分 层 结构 ,或 者 像 我 所 
喜欢 说 的 ,是 强 层 状 的 。 某 些 层次 模型 对 物理 学 家 看 来 是 好 的 , 因 
为 它们 十 分 便于 计算 机 上 处 理 。 然 而 这 种 特性 在 哲学 上 是 乏味 
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的 ,而 且 在 星系 的 情况 又 不 存在 集团 形 实体 的 直接 证 据 。 在 著名 
的 de Vancouleurs 1970 中 , 听 到 了 这 个 名 称 的 原由 。 因 为 “ 沙 利 耶 
的 工作 推广 到 密度 脉动 的 准 连 续 性 模型 ,可 以 代替 原先 过 于 简化 
的 离散 分 层 模型 "。 这 个 要 求 不 能 由 非 随 机 分 形 来 实现 ,但 正如 我 
将 要 表明 的 那样 ,随机 分 形 能 够 实现 。 


非 层次 化 的 条 件 ,宇宙 学 的 分 形 世界 


就 像 前 面 所 指出 的 ,天 文学 家 们 不 喜欢 先 验 地 提出 有 条 件 的 
想法 ,虽然 这 种 想法 是 普通 的 , 当 具 有 了 值得 注意 的 结论 后 才 被 承 
Ao 我 建议 要 证 明 这 的 确 是 一 种 真正 的 推广 ,而 不 仅 是 一 种 带 有 
日 的 性 的 形式 上 的 精练 。 第 32 章 至 第 35 章 描述 了 具有 下 列 性 质 
的 明显 结构 : 
它们 导致 零 的 整体 密度 。 
它们 满足 条 件 统计 宇宙 学 原理 。 
它们 不 满足 任何 其 他 形式 的 宇宙 学 原理 。 
它们 是 关于 每 个 HEN 
它们 不 是 设计 成 有 层次 的 ,而 是 用 一 个 维 数 < 2 的 推论 来 
导出 的 一 种 表 观 的 分 层 结构 。 

* 最 后 ,它们 与 定量 数据 相 吻 合 。 

除 最 后 一 个 外 所 有 这 些 性 质 都 满足 我 的 每 一 个 模型 。 至 于 在 
定量 上 的 吻合 ,从 第 32 章 至 第 35 章 又 得 到 了 改进 。 因此 ,为 了 达 
到 日 趋 完美 的 适合 于 数据 的 最 佳 分 析 , 自然 地 通过 增加 复杂 性 来 
选择 我 的 模型 就 足够 了 。 


* 


* 


* 


* 


* 


预告 


在 欢呼 了 完全 由 随机 分 形 所 打开 的 辉煌 景色 之 后 ,还 不 能 匆忙 

冲 向 期 待 的 那些 模型 。 因 为 它们 显示 出 数学 的 复杂 性 ,最 好 把 它们 

推迟 一 下 。 第 23 章 至 第 30 章 致力 于 比较 熟悉 的 概率 论 基础 。 am 
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第 八 篇 ”有 层次 的 随机 分 形 
第 23 章 “随机 凝 乳 :接触 群集 和 分 形 逾 渗 


本 篇 这 几 章 将 表明 ,有 各 种 方法 (简单 得 几乎 有 点 可 笑 ) 可 得 
到 有 效 的 随机 分 形 。 第 23 章 是 随机 化 凝固 ,这 种 方法 常用 于 粗略 
描绘 噪声 的 康 托 模型 (第 8 章 ), 星 系 的 空间 康 托 尘埃 模型 (第 9 
章 ), 沸 流 间 软 性 模型 (第 10 章 ) ,等 等 。 第 24 章 想 主要 地 介绍 我 
的 弯 折 曲线 , 即 科 赫 曲 线 的 一 种 新 随机 化 形式 。 第 25 章 涉 及 布朗 
运动 。 而 第 26 章 定义 了 另外 的 “随机 中 点 位 移 " 分 形 。 

本 篇 标题 中 的 术语 “有 层次 的 "一 词 ,表示 在 所 有 研究 的 情形 
里 我 们 处 理 的 是 由 各 层 (等 于 拉丁 文中 的 strata ) 登 加 构造 的 分 形 ， 
而 每 层 都 包含 有 更 精细 的 结构 。 在 许多 情形 里 , 层 是 分 级 的 。 不 
用 说 明 , 以 前 各 章 的 处 理 都 是 与 有 层次 的 分 形 不 相 容 的 。 但 是 ,以 
后 各 章 建立 了 不 需要 一 定 是 分 层次 的 随机 分 形 。 

本 章 讨论 的 分 形 包含 了 一 个 网 格 或 点 阵 , 它 由 区 间 .方块 或 立 
方 体 构成 。 而 每 个 又 划分 为 上 个 子 区 间 、 子 方块 或 子 立方 体 :6 
是 点 阵 的 基 。 


随机 化 的 线性 尘埃 


直线 上 最 简单 的 随机 尘埃 , 它 可 以 改进 第 8 章 中 误差 的 康 托 
模型 ,开始 作为 最 简单 的 康 托 凝结 : 基 为 b 的 区 间 点 阵 和 整数 W < 
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b, 但 是 ,这 不 是 个 特殊 的 发 生 器 ,而 是 给 出 所 有 的 可 能 的 康 托 
发 后 器 的 个 表 。 也 就 是 ,所 有 不 同 的 N 列 是 满 的 ,和 (6 一 入) 个 
空 盒子 ,每 个 时 刻 , 我 们 随机 地 (以 等 概率 ) 选 取 其 中 的 一 个 发 生 
fi 

凝 乳 的 任意 点 P 定义 为 ,插入 长 度 为 R, = b “的 “前 凝 乳 ” 区 
问 序 列 。 如 果 总 的 初始 质量 为 1, 每 个 前 凝 乳 包 含有 相同 的 质量 
RE, 在 以 PP 为 中 心 ,长 为 2Ri 的 区 间 中 的 质量 等 于 RA 乘 以 位 于 1 
和 2 之 间 且 与 有 无 关 的 随机 变量 。 

考虑 到 D 以 序列 log(ü b - 1)/log b, log( b 一 2)/log b, HR, 
这 种 限制 常常 是 不 方便 的 。 更 重要 的 是 ,上 述 的 凝固 定义 难以 在 
计算 机 上 执行 和 作 解 析 处 理 。 因 此 ,凝固 的 主要 功效 在 于 它 的 简 
单 性 。 在 下 一 节 给 出 的 另 一 个 定义 应 是 较 好 的 。 为 了 与 本 节 的 定义 
相 区 别 , 称 其 为 约束 的 凝固 (Mandelbrot 1974 f 称 它 为 微 正 则 的 )。 


凝固 的 随机 线性 尘埃 


凝固 的 一 个 较 好 的 定义 ( 它 是 在 Mandelbrot 1974 f 中 给 出 的 ， 
在 那里 称 为 正则 的 ) 是 由 二 进 制 随机 选择 的 序列 (其 中 每 个 都 仅仅 
受 硬币 试验 的 支配 )。 通 过 投掷 一 个 硬币 ,一 个 级 联 的 第 一 阶段 就 
决定 了 每 个 5 子 区 间 的 以 后 命运 。 当 硬币 落地 正面 朝 上 (一 个 概 
率 p<1 的 事件 ), 则 子 区 间 就 “ 活 下 来 "作为 前 凝 乳 的 -- 部 分 ; 否 
则 就 死 掉 。 在 每 一步 之 后 ,在 任意 长 度 的 两 个 死 的 子 区 间 之 间 留 
下 的 孤立 点 被 除去 。 它 们 仅 是 一 点 儿 小 麻烦 ,但 是 它们 的 平面 或 
空间 对 应 物 (孤立 的 线 ,等 等 ) 将 引入 在 集合 内 的 虚假 连通 性 。 这 
活 下 来 的 子 区 间 的 期 望 数 是 (N》= pb = p/r。 然 后 ,又 在 一 个 子 区 
间 内 继续 这 个 过 程 (与 其 他 子 区 间 相 独立 地 进行 )。 

诞生 过 程 体系 ” 称 子 区 间 为 孩子”, 而 总 级 联 为 一 个 “家 族 ”， 
则 表明 了 孩子 数 的 分 布 是 由 已 知 的 诞生 和 死亡 过 程 所 控制 的 
(Harris 1963) 。 

基本 结果 是 对 《N) 存 在 一 个 临界 值 : 这 个 事实 是 由 Irénée 
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Bienaymé 在 1845 4E A BLA) (IL Heyele & Seneta 1977) ,因此 值得 称 
之 为 比 昂 纳 曼 效应 。 
值 (N) =1 Æ m 代 以 后 出 现 的 子孙 数 N(m) 的 临界 值 , 它 在 
第 m 代 以 后 则 受到 下 列 另 一 种 规则 控制 : 当 (N)<]1 时 ,几乎 必然 
是 家 谱 最 后 将 终止 ,在 目前 的 分 析 中 意味 着 此 级 联 产生 了 一 个 空 
集 ;与 此 相反 , 当 (N) > 1 时 ,每 个 凝 乳 的 家 谱 都 有 扩展 到 无 限 后 代 
的 非 零 概率 ,在 这 种 情形 里 ,随机 凝固 就 产生 直线 上 的 随机 尘埃 。 
相似 性 维 数 的 意义 ”比率 log N(m)/log(1/7) 在 此 是 随机 的 ， 
相似 性 维 数 要 求 新 的 思想 。 几 乎 确定 的 关系 式 
Jim log N(m)/log (1/r") = log (N)/ log (1/r) 
提出 了 -- 个 广义 相似 维 。 
D' =log (N)/ log (1/r) = E — log p / log ro 
用 此 D* ,存在 非 空 极限 集 的 条 件 (Ny > 1 就 取 明 显 的 形式 : 
D >0. 4 D' >0 时 就 有 DD=D*, 当 (N)<1 时 ,形式 地 应 用 这 
个 公式 将 得 到 D<0。 但 事实 上 , 空 集 总 具有 维 数 D = 0, 


递减 D HIKA BERL 


我 们 来 构造 一 系列 递减 维 数 D 的 随机 凝 乳 ,每 一 个 都 戏 和 人 其 
前 面 的 凝 乳 。 

最 初 一 步 不 依赖 于 D: 它 对 每 个 任意 阶 的 旋涡 附 上 一 个 在 0 
到 1 之 间 的 随机 数 U。 我 们 知道 (第 21 章 ), 把 所 有 这 些 数 放 到 一 
起 就 等 价 于 一 个 单独 的 数 , 即 机 遇 分 布 的 测度 。 第 二 步 ,选择 D, 
而 最 后 写成 的 公式 要 用 它 产生 概率 阔 值 p。 最 后 ,凝固 包含 下 列 
BJ“ S 2 5 SER", Bl 635 U » p Reine PH A FER 3L 
清 一 样 “ 死 掉 ”; 当 U <p 时 ,旋涡 活 下 来 而 再 次 凝固 。 

这 种 方法 使 它 可 能 具有 所 有 以 凝 乳 , 乳 清和 作为 连续 变化 维 
数 的 函数 的 一 切 其 他 集合 的 特征 。 它 足 以 使 得 所 有 的 随机 数 U 
阅 定 下 来 ,这 时 p 从 1 减少 到 0, 而 D 从 3 碱 少 到 0。 

给 定 凝 乳 Q, 和 02, 它 们 对 应 于 概率 p 和 Pp2( < pi), HER 
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H Dy ft D,( < D WA Q, 到 0;( < 01) 的 变换 就 可 称 为 相对 概 
率 po/p, 和 相对 维 数 Da- D, 的 “相对 分 形 取舍 ”"。 为 了 直接 进行 
相对 会 取 , 寻 找 属于 Q, 的 边 为 1/4 的 旋涡 。 让 他 们 以 新 的 概率 
pa/p1 继续 活着 ,然后 对 边 为 1/8? 的 活着 的 旋涡 同样 进行 ,等 等 。 
如 果 由 逐次 舍 取 得 到 序列 01, Q, 0, ,把 相对 概率 相 乘 而 把 相 
对 维 数 相 加 ,…… 直 至 他 们 的 和 小 于 0, 而 Q 成 为 空 集 。 


星系 的 霍 伊 尔 凝 固 


约束 凝固 有 个 空间 对 应 物 , 它 能 用 来 补充 星系 分 布 的 霍 伊 尔 
模型 。 见 图 23-1 和 图 23-2, 


含有 凝固 的 诺 维 可 夫 - 斯 图 尔 特 满 流 耗 散 


在 非常 早期 的 汕 流 间歇 性 模型 里 ,也 会 无 意 地 出 现 空间 随机 
凝固 。Novikov-Stewart 1964 假定 , 耗 散 的 空间 分 布 由 一 种 级 联 所 产 
生 : 每 一 步 都 取 前 一 步 的 前 凝 乳 ,并 进一步 把 它 凝固 成 N 个 更 小 
的 片 (比率 为 r), E 23-3 至 图 23-6。 

这 是 一 个 非常 粗糙 的 模型 ,甚至 比 Berger & Mandelbrot 1963 对 
某 些 过 量 噪声 给 出 的 模型 ( 见 第 8 章 和 第 31 章 ) 更 粗糙 。 它 没有 
引起 适当 的 注意 ,也 没有 继续 和 发 展 。 但 直接 蓝 视 它 是 不 恰当 的 。 
我 的 研究 揭示 出 ,许多 精练 而 复杂 的 模型 的 特征 已 经 在 凝固 中 
出 现 。 

TÉ 用 术语 凝 乳 和 用 术语 乳 清 作 补充 而 组 合 起 的 形象 ， 不 
应 看 作 是 文字 上 的 意义 ， 但 是 实际 的 干酪 的 形式 可 以 由 生物 化 学 
不 稳定 性 产生 。 用 同样 的 方法 , 诺 维 可 夫 - 斯 图 尔 特 凝固 推测 是 由 
水 动力 学 的 不 稳定 产生 的 。 然 而 ,我 没有 数据 来 说 明 是 否 任何 食 
用 干酪 也 是 一 个 分 形 干 酷 。 
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BÉ BLSETL “TEI PER Asie 


在 D<3 的 空间 内 的 标准 形状 (点 , 线 和 面 ) 已 知 其 体积 为 0， 
对 于 随机 凝 乳 , 这 也 同样 为 真 。 

前 凝 乳 的 面积 也 表现 得 非常 简单 。 当 DS 2 时 它 趋 于 无 限 ， 
M D <2 时 它 趋 于 0。 当 D =2 时 ,凝固 使 得 它 本 质 上 保持 常数 。 

类 似 地 , 当 mw 时 ,前 凝 乳 边缘 的 累积 长 度 , 当 D 1 时 趋 
于 无 限 ;而 当 D < 1 时 趋 于 0。 

这 些 体积 和 面积 的 性 质 ,证 实 了 分 维 满足 2< D < 3 的 凝 乳 位 
于 普通 曲面 和 体积 之 间 。 

IEA ” 当 凝 固 被 约束 时 最 简单 。 第 m 阶 前 凝 乳 的 体积 是 
Dey = pP EUR =r AF 0. 在 D<2 时 ,其 
面积 根据 上 界 而 固定 。 第 m 阶 前 凝 乳 的 面积 至 多 等 于 有 贡献 的 
旋涡 面积 之 和 ,因为 后 者 之 和 也 包括 了 子 旋涡 的 边界 ,它们 由 于 是 
毗邻 凝 乳 共 有 而 相互 中 和 了 。 每 个 第 m 阶 旋涡 的 面积 是 OL", 
而 总 面积 至 多 是 OV PrN" =617(7?-9)™, 4D<2H REA 
m— e WEST 0。 这 就 证 明了 我 们 的 结论 ;在 忆 > 2 的 情况 中 ,就 
得 到 下 界 , 只 要 注意 到 ,在 第 m 阶 前 凝 乳 里 所 包含 的 各 m 阶 旋涡 
之 并 的 曲面 至 少 包含 一 个 边 为 严 而 面积 为 r "的 正方 形 , 它 是 包 
含 在 所 谓 第 (m -1) 阶 前 凝 乳 中 ,不 可 能 消去 ,因此 其 总 面积 至 少 
是 PmN"-1= (LAN)(r2-?)", 它 随 m 一 起 趋 于 %; 最 后 , 当 D 
=2 时 ,两 个 界限 都 是 正 而 有 限 的 。B> 


DIG RMA D: 余 维 数 加 法 法 则 


下 面 的 内 容 在 前 面 几 章 中 提 到 过 ,现在 预备 在 一 种 特殊 情形 
里 对 它 作 明显 而 完整 的 处 理 。 
作为 基础 ,回想 起 欧 几 里 得 平面 几何 的 一 个 标准 性 质 ,如 果 一 
个 形状 的 维 数 D 满足 D>1, 它 与 一 直线 的 截面 ,假如 非 空 , 则 “ 典 
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型 "地 是 维 数 D - 1。 例 如 正方 形 (D = 2) 的 一 个 非 空 线性 截面 是 
维 数 为 1= D - 1 的 区 间 。 而 一 条 直线 的 线性 截面 是 维 数 为 0 = 
1 - 1 的 一 个 点 ,除非 两 条 直线 重合 。 

更 一 般 地 ,涉及 到 相交 后 维 数 性 质 的 标准 几何 法 则 ,可 总 结 如 
下 :假如 余 维 数 c= E - 之 和 小 于 已, 则 此 和 就 是 典型 相交 的 余 
维 数 ;否则 ,该 相交 典型 地 是 空 集 (鼓励 读者 对 空间 各 种 平面 和 直 
线 的 图 形 作 校 核 )。 

很 幸运 ,该 法 则 推广 到 了 分 形 维 数 。 要 感谢 它 ,许多 有 关 分 形 
的 论证 较 我 们 所 担心 的 远 为 简单 。 然 而 ,必需 记 住 大 量 例外 的 情 
形 。 特 别 是 ,我 们 在 第 14 章 看 到 , 当 一 个 非 随机 分 形 ç 被 特殊 位 
置 的 线 或 面 所 切 ,其 截面 的 维 数 不 能 总 由 了 的 维 数 推出 。 但 对 于 
随机 分 形 ,在 这 点 上 是 较为 简单 的 。 


MRAR D 


为 了 以 分 形 凝 乳 的 情形 来 证 明 此 基本 法 则 ,考察 轨迹 (正方 形 
或 区 间 ) , 它 是 凝固 级 联 的 旋涡 或 子 旋涡 留 在 边 为 工 的 原始 旋涡 
的 面 或 边缘 上 的 痕迹 。 每 个 级 联 阶段 用 一 些 片 (其 数目 由 诞生 和 
死亡 过 程 确定 ) 来 代 换 一 片 前 凝 乳 。 把 沿 原始 旋涡 的 边缘 排 成 直 
线 的 第 m 代 子 孙 的 数目 记 作 Ni(m)。 经 典 的 结果 (本 章 较 早 时 已 
经 用 过 ) 证 明了 Ni(m) 由 下 列 的 两 者 之 一 所 支配 : 当 (Ni)》 = N2 < 
1, 即 D<2 时 ,几乎 必然 是 其 家 族 最 终 将 灭绝 , 即 边缘 将 成 为 空 
集 , 因 此 是 零 维 ;而 当 (Ni >1, 即 D>2 时 , 则 相反 ,每 一 条 家 族 线 
都 具有 推广 到 无 穷 多 代 的 非 零 概率 。 而 由 于 下 列 近 平 肯定 的 关系 
式 , 相 似 性 维 数 是 D -2， 

lim log Ni(m)/log (1/r™) = log (Ni)/log (1/r)=D-2。 

二 维 旋涡 轨迹 遵从 同样 的 结论 ,只 要 用 随机 的 Nz( 它 满足 
(Np) = Nr) 代 替 Nj。 当 《N,)<1 即 D<1 时 ,每 个 旋涡 面 最 终 成 
X2 RS (ON >1 即 D>1 时 ,由 于 下 列 近乎 必然 的 关系 式 , 相 
似 维 是 D-1, 
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lim log N(m)/log (1/r") = log (N;)/log (1/r) = D - 1s 
约束 凝固 产生 相同 的 结论 。 

为 了 进一步 证 实 分 维 在 相交 下 的 行为 如 同 欧 几 里 得 维 数 一 
样 ,由 几 个 各 自 维 数 为 Do 的 凝 乳 的 分 形 相交 , 取 相 同 的 网 糙 , 则 
WÉE-D-X(E-D,). 


凝 筷 的 拓扑 : 群集 


虽然 这 种 否认 是 令 人 厌倦 的 ,基本 不 等 式 , 即 对 于 星系 有 
D< 258 9 SE) MMF iti A D> 2( 第 10 3€) ,不 是 拓扑 的 而 是 分 
形 的 。 

在 非 随机 凝固 里 ,对 于 E>2( 第 13 章 和 第 14 章 ) ,设计 者 也 
控制 着 拓扑 。 连 通 的 平面 凝 乳 包含 有 谢 尔 宾 斯 基地 毯 (D > Dp = 
1) ,而 连通 的 空间 凝 乳 包含 了 海绵 ( > Dr = 1) 和 泡沫 (D > D, = 
2)。 其 他 的 凝 乳 是 -群集 或 尘埃 。 因 此 ,当天 =3 fl D>2 RR 
研究 中 感 兴趣 的 情形 ,一 个 非 标准 的 级 联 能 产生 Dr = 0( 尘 埃 ) 或 
Dr = 区 曲线 或 c- 曲 线 ) 或 Dr =2( 曲 面 或 o- 曲 面 )。 当 =3 和 DD 
<2, 这 是 天 文学 感 兴 趣 的 情形 , Dr 能 是 0 或 1。 

与 此 相反 ,一 个 随机 凝固 级 联 相当 于 统计 上 的 混合 发 生 器 , 它 
几乎 必然 地 强加 某 个 确定 的 拓扑 (第 21 章 末 )。 由 于 它 非 常 粗 糙 ， 
凝固 是 如 此 简单 ,这 对 于 考察 在 这 些 叙述 上 的 预言 是 很 重要 的 。 
现在 的 知识 是 把 已 证 明 的 事实 与 旁证 的 推论 结合 在 一 起 。 

临界 维 数 ” 凝固 的 Dr 当 刀 通过 某 个 临界 阔 值 时 不 连续 地 变 
化 , 记 为 Di ai» D» cis »Dig- ento 换 句 话说 ,分 割 成 不 同 Dr 值 
的 许多 段 的 混合 凝 乳 是 几乎 见 不 到 的 。 

最 重要 的 阔 值 是 Di ea。 它 同 时 是 使 凝 乳 几乎 必然 成 为 尘埃 
的 那些 Dp 的 上 界 , 又 是 对 下 列 D 的 下 界 ,即使 得 凝 乳 几 乎 必然 分 
离 为 无 限 个 不 连续 的 片 (每 片 都 是 连通 的 ) 的 D。 因 在 第 13 章 所 
解释 的 原因 ,这 些 片 称 为 接触 群集 。 

AABE Dy uu FE REALE -曲面 之 处 的 也 与 凝 乳 是 o- 曲 
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线 的 万 分 开 , 等 等 。 假 如 而 且 当 乳 清 的 拓扑 变 得 有 兴趣 时 , 则 也 


可 导致 新 的 阔 值 。 
”群集 维 数 ” 当 D> Da 时 ,接触 群集 有 一 分 形 维 数 D. < D. 
4 p J E RINE Datt, D. 从 EE WAS BY Demin > 1, 然 后 突然 降 
到 零 。 

大 小 数 的 分 布 ”在 第 13 章 的 公式 中 以 Pr 代替 Nr ,就 得 到 Pr 
(A»A), Pr(A» 4a), 等 等 。 

Do 和 D; on 的 范围 ”显然 , Deel 和 Dron 22. PS AW 
Bj D. EUNT. EE, 这 就 表明 上 述 的 含义 具有 实际 意义 。 

另外 ,不 管 5, 而 紧缩 下 确 界 ,立即 会 看 到 对 于 Dr = 0 的 一 个 


充分 条 件 是 D« T0. 因此 Den > 1/2(E &1) 5 1, 而 Dr 是 


0 或 1 YFP ARE D< TE 1. B Dr > LE +1>20 

WE E=3, RNA D < 1/2(E+1) 2 2, 23} FEE R-E 
伊 尔 值 D = 1 和 对 于 经 验 的 星系 值 D = 1.23 都 是 满足 的 (还 带 有 
余地 )。 因 此 ,不 论 哪个 D 的 随机 凝 乳 都 是 尘埃 ,这 正 是 我 们 所 
要 的 。 


M E-3B hR D< E+1 得 到 D «2.5. ILE HIE 


75 gi Ja t Di [8] ERA AY f AERIS ELE XH FH 331 B 76 
分 条 件 的 经 验 表明 ,它们 难得 是 最 佳 的 。 这 样 ,应 该 有 , W W. BU 5 
固 模 型 载体 比 纸 还 要 薄 。 

下 界 的 推导 ”它们 的 基础 依赖 于 第 13 章 所 强调 的 事实 , 即 凝 
乳 接触 群集 产生 在 大 量 相 邻 单元 集 总 在 一 起 的 地 方 。 因 此 考察 凝 
乳 与 一 个 平面 之 交 , 此 平面 垂直 于 一 个 具有 坐标 形式 如 ab PC 
rh a Mp 是 整数 ) 的 轴 。 我 们 知道 ,假如 D> 1, 此 交 具 有 非 空 的 正 
概率 。 然 而 , 集 总 就 要 求 来 自 边 长 为 0-8 的 二 边 的 各 部 分 贡献 之 
间 有 交 又 。 假 如 非 空 ,这 些 贡 献 就 是 统计 上 独立 的 ,因此 其 交友 形 
式 上 具有 维 数 D* =E-1-2(E-D)=2D-E-l。 


_ 当 万 * «0, B4 D < (E + Bl, FUR BA ZEE KAE 
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不 可 能 包 各 一 条 通过 我 们 平面 的 连续 曲线 ,而 Dr < 1。 

4 D* <1, 即 当 D< 方 (E+1) 时 ,此 交 共 (假如 存在 ) 不 能 包 
合 一 条 有 曲线。 因此 该 凝 乳 不 能 包含 通过 我 们 平面 的 一 连续 曲面 ， 
而 Dr < 2。 

`á D* «Fifi F > 1, BI 4 D< (É+ 1+ 玉 ) 时 ,同样 的 论证 排 
除 维 数 为 Dr = 的 超 曲面。 

承认 这 些 结果 ,上 面 不 等 式 的 证 明 的 剩余 部 分 就 是 直截了当 
的 了 : 当 凝 乳 包含 一 条 曲线 (或 一 曲面 ) 时 ,在 此 曲线 (或 曲面 ) 上 的 
任意 一 点 P 都 包含 于 边 为 8-? 形 的 小 单元 体内 ,此 曲线 (或 曲面 ) 


相交 于 茶点 ( 某 条 曲线 )。 这 就 确定 , 当 D < Y (E + 1) 
(或 D < 地 E+1) 时 ,几乎 保证 没有 这 种 点 (或 曲线 ) 存 在 。 


逾 渗 的 分 形 群 集 


拓扑 的 讨论 最 好 用 逾 渗 的 词汇 进行 下 去 。 按 照 第 13 章 的 定 
义 , 画 在 正方 形 或 立方 体 上 的 图 样 称 为 逾 渗 ,假如 它 包含 一 条 连接 
正方 形 或 立方 体 相 对 边 的 连续 曲线 。 逾 渗 通 常用 在 第 13 章 和 第 
14 章 中 讨论 的 伯 努 利 观点 处 理 , 但 是 用 随机 分 形 的 观点 会 出 现 同 
样 的 问题 。 这 里 我 们 就 以 随机 凝 乳 来 处 理 。 

基本 事实 是 , 当 一 个 图 样 是 c- 群 集 时 , 当 且 仅 当 它 的 接触 群 
集 之 一 逾 渗 时 它 才 逾 渗 。 当 接触 群集 是 分 形 而 且 它们 的 长 度 服从 
无 标 度 的 双 曲 分 布 时 , 逾 渗 的 概率 与 正方 形 的 边 无 关 , 而 且 不 退化 
为 0 或 1。 在 伯 努 利 逾 渗 里 ,上 述 句 子 中 的 “ 当 " 字 在 很 狭 的 条 件 p 
= port 下 满足 。 在 通过 分 形 凝 乳 的 逾 渗 里 ,此 条 件 放宽 到 D > 
Dt, 这 是 一 个 值得 注意 的 差别 。 然 而 ,了 解 伯 努 利 逾 渗 有 助 于 我 
们 了 解 凝 乳 的 逾 渗 , 而 反之 亦 真 。 

Dati AER ”让 我 来 证 明 , 假 如 53，Don 就 满足 bos > 
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图 23-1 和 图 23-2 霍 伊 尔 模型 ( 维 数 D - 1) 85 
建造 过 程 ,应 用 网 格 随机 凝固 

在 霍 伊 尔 模型 里 (第 9 章 ) ,密度 非常 低 的 气体 云 状 物 不 断 地 崩塌 形成 了 
星系 群集 ,然后 是 星系 ,等 等 。 然 而 , 霍 伊 尔 的 叙述 是 极 大 地 简化 了 的 ,而 实 
际 的 几何 建造 过 程 需要 专门 的 假设 。 这 两 张 图 显示 了 最 简单 的 建造 过 程 的 
平面 投影 。 

图 23-2 初始 器 是 边 为 1 的 立方 块 ,把 它 划分 为 边 长 为 5 的 宁 = 125 
个 子 立 方块 ,如 此 等 等 逐次 划分 ,第 上 级 是 边 为 5-* 的 125* 个 子 子 立方 块 。 
在 第 丰 个 级 联 阶段 ,包含 在 一 个 第 (上 - 1) 级 子 立 方块 内 的 物质 崩塌 为 一 组 ， 
5 个 第 上 级 的 子 立方 块 , 称 为 -前 凝 乳 。 

£ PORE BRE dE EUR D=3 降 到 D=1。 

Jt ELE Hen E Z T 1 = 4 B Ë ,应 用 从 灰色 逐渐 加 深 阴 影 线 来 表示 逐渐 
增加 的 气体 密度 。 与 Hoyle 1975 第 286 页 相 比 , 此 图 似乎 粗糙 ,但 这 是 按 比例 
详细 地 画 出 的 ,因为 关系 到 维 数 的 问题 要 求 精 确 。 


图 23-1 
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图 23-2 


因为 我 们 表现 的 是 凝 乳 的 平面 投影 ,两 个 有 贡献 的 立方 块 可 能 投影 在 同 
一 正方 形 上 ,这 是 不 稀奇 的 ,然而 ,在 取 极 限 下 ,两 点 的 投影 几乎 永 不 相 重合 。 
此 尘埃 如 此 地 稀 政 ,， 当 留 在 空间 时 本 质 上 是 透明 的 。 

图 23-1 这 是 单独 表示 的 凝固 的 第 4 个 阶段 (具有 不 同 的 源 )。 很 少 留 
有 基础 点 格 的 痕迹 ,这 是 很 幸运 的 ,因为 自然 界 不 存在 这 种 点 格 的 痕迹 (第 
27 章 )。 旋 涡 的 顶端 ( 它 被 纸张 的 边缘 切 掉 了 ) 在 该 时 刻 是 空 集 。 

所 腔 隙 的 控制 ” 腔 除 的 概念 (在 第 34 章 介绍 ) 直 接应 用 到 线 上 的 随机 凝 
因 和 有 顽 伊 尔 凝固 。 假 如 者 伊 尔 的 W=35 由 传 尼 埃 的 “ 实 ? 值 N = 10 r 
(图 9-1) ,随机 凝 乳 的 腔 陈 的 确 变 得 非常 小 。 加 = 
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图 23-3 z Bd 23-6 ” 伴 有 逾 渗 的 平面 网 格 ( 维 数 D = 1.5936 到 D = 1.9973) 
的 诺 维 可 夫 -斯 图 尔 特 随 机 凝 乳 

诺 维 可 夫 - 斯 图 尔 特 级 联 提供 了 如 何 将 流体 中 的 湾流 耗 散 凝固 于 一 个 相 
当 小 的 体积 中 的 一 个 有 用 的 一 般 想 法 。 从 概念 上 看 ,这 非常 类 似 于 前 面 两 张 
图 所 说 明 的 霍 伊 尔 级 联 。 然 而 ,分 维 D 是 非常 不 同 的 。 对 于 星系 ,D1; 当 
在 浇 流 中 ,D>2 和 D2.5 到 2.6 是 个 很 好 的 推测 。 为 了 一 般 地 了 解 凝固 的 
过 程 , 现 在 的 四 张 图 表示 了 几 个 不 同 的 维 数值 ,都 取 r= 1/5, 08 N 分别 取 

N=5x24, N25x22, N=5x19, N- 16 # N=5x 13, 


因为 维 数 取 值 为 
D = 1 + log 24/log 5= 2.9973，D =2.9426, D = 2.8505， 
D=2.7227 和 D = 2.5936, 


< Son r = . c3 e ^75 $ e. s 
» ... ai: â T 8 on ‘ ss: " 
2 7» t E mah ST , + D=1.9973 


图 23-3 
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图 23-6 


以 灰色 表示 乳 清 ,而 以 黑色 或 白色 表示 凝 乳 , 白色 部 分 是 傅 渗 的 接触 群 
集 , 即 与 图 示 的 上 、 下 这 相 接 的 连通 部 分 。 黑 色 部 分 组 合 了 所 有 其 他 接触 
群集 。 

因为 湾流 满足 D > 2, 这 些 凝 乳 本 质 上 是 不 透明 的 ,而 且 ( 与 替 伊 尔 凝 乳 
相反 ) 这 些 图 表明 它们 的 平面 模 截 面 ,其 维 数 是 

D=1.9973, D = 1.9426, D=1.8505, D=1.7227 和 D = 1.5936。 

在 图 23-3 的 右 下 角 , 显 示 D 二 1.9973, 是 没有 兴趣 情形 的 细节 ,而 其 余 的 
图 显示 D=1.9426, 

生成 的 程序 和 种 子 全 部 是 同样 的 ,可 跟踪 前 进 至 灰色 消失 。 由 随机 堆积 
每 个 旋涡 的 25 个 子 旋涡 开始 ,对 逐 级 整数 值 5? = N ,堆积 的 头 (25 - N) T 
HRE KEMA” 

AUT EAS BENE CU edo. xL N= 19, 存 在 少量 黑色 而 大 多 是 
白色 。 对 N=18, 少 量 的 种 子 已 经 洽 渗 ,但 是 在 此 图 里 的 阶段 数 对 确切 计算 
Da KDT. =-= 


275 


umnpnaupnguiiiu 


http: / / www. tulongwaihui. com 


第 24 章 EMME 


前 一 章 证 明了 能 够 将 凝固 随机 化 而 不 影响 基本 的 以 b 为 基 
的 空间 网 格 。 在 随机 凝固 里 ,在 阶段 ,出 现 点 阵 单元 里 的 “材料 ” 
水 远 保 持 在 其 内 ,同时 它 的 分 布 成 为 越 来 越 不 均匀 。 这 种 过 程 很 
简单 ,因为 每 个 单元 的 发 展 与 其 他 单元 里 发 生 什么 无 关 。 然 而 ,所 
形成 的 分 形 的 拓扑 必定 允许 由 机 遇 和 空间 性 质 来 确定 。 

本 章 将 要 证 明 凝固 怎 样 被 约束 而 使 形成 的 分 形 有 专门 的 连通 
性 。 例 如 , 当 为 了 模拟 一 条 海岸 线 或 一 条 河流 时 ,就 需要 “ 自 回避 ” 
曲线 。 在 完全 不 同 的 聚合 物 科 学 领域 里 出 现 了 一 个 不 同 的 例子 : 
一 个 无 限 长 的 浮动 的 分 子 在 良性 溶剂 中 到 处 漫游 ,但 显然 要 防止 
多 次 占有 空间 的 同一 位 置 。 | 

在 保证 凝固 产生 的 集合 是 连通 的 和 自 回避 的 递 推 方法 中 , 初 
始 器 延续 成 为 一 个 平面 区 域 ,譬如 说 是 个 正方 形 ;而 发 生 器 延续 成 
为 包含 在 初始 器 内 的 一 些 较 小 区 域 的 集合 。 在 第 23 章 里 ,对 这 些 
较 小 区 域 唯一 的 要 求 是 , 除 公共 项 点 或 公共 边 是 容许 的 之 外 ,它们 
必须 不 重 登 。 与 此 相反 ,在 本 章 ,公共 顶点 或 公共 边 的 存在 是 强加 
的 。 

”首先 考察 的 是 公共 顶点 , 它 包 含 “随机 链 ”, 这 就 产生 某 些 科 赫 
或 皮 亚 诺 曲 线 的 直接 推广 。 

公共 边 会 产生 更 多 的 有 吸引 力 和 令 人 感 兴趣 的 分 形 族 ,它们 
在 Mandelbrot 1978r, 1979c 中 介绍 ,其 中 有 些 是 自 回避 和 无 分 支 的 
“简单 曲线 ” ,而 另 一 些 是 打 结 的 或 树 状 的 ,而且 该 过 程 可 延 拓 到 曲 
面 。 我 建议 ,今后 称 这 些 新 形状 为 弯 折 。 

喜欢 弯 折 甚 于 随机 链 的 主要 原因 是 ,减少 多 样 性 似乎 反映 了 
空间 的 一 种 基本 性 质 。 

直线 弯 折 是 线性 聚合 物 和 河道 的 粗糙 模型 , 打 结 弯 折 是 海岸 
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线 的 模型 ,而 树 状 弯 折 是 河流 树 的 模型 。 
随机 链 和 链 曲线 


图 6-2 的 白色 区 域 可 看 作 是 由 顶点 相连 的 三 角形 链 构 成 的 。 
下 一 个 构造 阶段 把 每 个 三 角形 由 完全 包含 在 其 内 的 一 个 子 串 所 代 
奉 , 因 此 得 到 把 单 点 相连 的 更 小 的 三 角形 所 构成 的 链 ,这 些 嵌 入 链 
的 序列 收敛 于 科 赫 曲线 (这 种 过 程 ,在 第 18 章 中 称 为 庞 加 莱 链 )。 
许多 其 他 的 科 赫 曲线 都 可 以 用 这 种 方法 来 构造 。 例 如 图 14- 
4 所 示 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 ,其 链 是 除去 中 心 三 角形 孔洞 后 得 到 的 。 
这 种 构造 方法 是 容易 随机 化 的 。 例 如 一 个 三 角形 可 以 由 两 个 
r=1A3 的 三 角形 所 替换 ,如 图 6-2 所 示 , 也 可 以 由 三 个 r= 1⁄3 的 
:角形 所 替换 。 


最 简单 的 弯 折 (Mandelbrot 1978 r) 


最 简单 的 弯 折 曲线 是 一 条 随机 曲线 , 在 Mandelbrot 1978 r, 

Mandelbrot 1979 c 中 绘制 出 的 ,在 Peyriere 1978,1979,1981 作 了 进 
一 步 的 研究 。 这 是 一 条 河道 的 模型 ,这 条 河道 模仿 了 地 质 学 或 地 

理学 中 的 著名 图 形 , 它 证 明了 一 条 河流 的 逐次 构造 阶段 向 溪流 扒 
进 ,以 越 来 越 高 的 精度 定义 了 它 的 航道 。 

在 第 大 个 推进 阶段 之 前 ,河流 在 一 条 “ 预 弯 折 ” 溪 ( 它 由 边 为 
2… 的 规则 三 角形 点 阵 单元 构成 ) 里 流动 。 当 然 没 有 一 个 点 阵 单 
元 会 多 于 一 次 被 流 经 ,而 溪 中 的 每 一 个 连接 必须 通过 一 条 公共 边 
与 两 个 近邻 相连 ,而 第 三 条 边 是 “封锁 的 ”。 

第 上 个 推进 阶段 以 更 精细 的 结构 , 即 引用 一 个 边 为 2-*-! 的 
PA PE BEACHES Vr, 显然,(k +1) 阶 预 弯 折 必定 合并 了 在 两 
个 上 阶 相 邻 连接 的 每 个 公共 边 的 一 半 。 而 且 其 反 演 也 成 立 , 即 ; 
未 封锁 的 公共 边 的 一 半 的 位 置 , 毫 无 含混 地 确定 了 (上 + 1) 阶 预 
89. 
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对 称 的 随机 变 折 随机 地 选 定 半边 锁 住 ,另外 的 有 等 概率 性 。 
在 一 个 上 阶 连接 内 部 的 +1 阶 连接 数目 ,有 1/4 概率 的 是 1 ,而 概 
率 为 3/4 的 是 3。 平 均 数 是 2.5。 

溪 在 每 个 阶段 都 变 狭 窗 了 , 它 渐 渐 地 收敛 于 一 条 分 形 曲 线 。 
自然 ,我 猜测 其 极限 的 维 数 是 D = log 2. 5/log 2 = 1.3219, 其 证 明 
(很 精巧 细微 ) BL Peyriere 1978。 

不 对 称 的 随机 弯 折 ”把 一 条 边 分 为 两 半 之 后 , 设 子 溪 穿 过 “ 左 
六 "的 概率 p 关 1/2。 我 们 能 对 观察 者 往 下 游 看 ,还 是 观察 者 站 在 
子 分 割 的 三 角形 中 心 来 定义 此 概念 。 在 第 一 种 情形 里 , D = 
log[ 3 - p? - (1 - p?) ]/log 2, 其 范围 从 1 至 log 2.5/log 2。 而 在 第 
-种 情形 ,D = logl 3 - 2p (1 - p)]/log 2, 其 范围 从 log 2. 5/log 2 € 
log 3/log 20 AZ, FE 1 All log 3/log 2 之 间 的 所 有 D 值 ,都 可 达到 。 


AE THES AERIS) UT 


交错 的 弯 折 回 线 可 通过 使 用 不 同 的 内 插 点 阵 而 得 到 。 很 容易 
推广 , 即 一 旦 知道 k+ 1 AMOS k 阶 单元 之 间 的 边 的 区 间 ， 
就 足以 确定 k+l 阶 弯 折 。 一 个 例子 是 矩形 点 阵 ( 其 长 短 边 之 比 
为 V6 形式), 把 一 些 单元 插 进 b 个 横 放 的 单元 中 。 

但 这 不 同 于 三 角形 点 阵 的 情形 , 它 的 单元 插 进 b2 >9 个 三 角 
形 ;也 不 同 于 正方 形 点 阵 的 情形 , 它 的 单元 插 进 0 24 4 13, 
在 这 两 种 情形 里 , 预 弯 折 的 插入 要 求 附加 步骤 。 

当 在 三 角形 的 情形 b= 3, 或 者 在 正方 形 的 情形 b =2, 非 常 自 
然 的 附加 -- 步 就 足够 了 。 实 际 考 察 从 正方 形 中 心 辐射 出 4 条 “ 射 
线 把 它 一 分 为 四 ,或 者 6 条 射线 把 一 个 三 角形 划分 为 9 个 。 一 旦 
有 一 条 射线 被 封锁 了 , 则 子 溪 就 成 为 完全 确定 的 了 。 在 我 的 弯 折 
定义 里 ,射线 是 以 等 概率 随机 地 封锁 的 。 对 于 三 角形 划分 为 9, 其 
D 21.3347 ,而 对 正方 形 被 划分 为 4, 其 万 =1.2886。 回 想到 最 简 
单 的 弯 折 产生 六 = 1.3219, 就 看 到 弯 折 的 D 是 接近 于 普 适 的 :在 
4/3 邻近 。 
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当 一 -个 三 角形 被 划分 成 0? 部 分 ,而 b > 3, 或 者 一 个 正方 形 被 
划分 为 b? 部 分 ,而 > 2 时 ,就 需要 规定 子 溪 进 一 步 的 精度 。 而 结 
构 就 成 为 越 来 越 任意 的 。 依 下 节 讨 论 的 精神 , 弯 折 构造 的 价值 就 
EXT. 


链 和 弯 折 曲线 对 照 


让 我 们 停 下 来 回忆 。 在 不 论 是 由 蔡 查 罗 的 链 方法 或 者 是 由 原 
始 的 科 赫 方法 所 得 到 的 分 形 曲线 时 ,由 于 截断 该 过 程 而 得 出 的 误差 
沿 曲线 非常 不 均匀 ,在 有 限 个 构造 阶段 之 后 以 无 限 精度 得 到 某 些 
点 ,这 一 事实 是 占 上 风 的 。 例 如 , 它 有 助 于 研究 处 处 无 切线 的 最 简 
单 的 科 赫 曲线 。 但 当 曲 线 是 一 条 均匀 宽度 的 带 的 极限 时 ,曲线 概念 
的 本 质 意义 就 更 为 清晰 。 我 的 弯 折 曲线 满足 了 这 种 迫切 需要 。 

另 一 个 对 照 因素 涉及 每 种 方法 要 求 其 “设计 者 "所 作出 的 任意 
选择 数 。 对 非 随机 的 或 随机 的 分 形 , 科 赫 方 法 都 是 非常 有 效 的 ( 特 
别 是 ,由 一 条 简单 曲线 而 获得 任意 所 希望 的 D 值 )。 但 是 就 设计 
者 来 说 , 它 包 含 了 大 量 的 有 关 动 机 的 特殊 选择 ,尤其 基 b 是 非 本 
质 的 。 

科学 长 期 遭受 欧 几 里 得 几何 无 力 模拟 大 自然 非 光滑 模式 之 
莹 ,我 们 有 理由 为 分 形 把 我 们 从 这 种 无 可 置疑 的 不 适当 性 中 解放 
出 来 而 高 兴 。 但 在 理论 的 现 阶段 ,我 们 必需 清醒 并 少 作 些 随意 
决定 。 

根据 这 个 道理 , 恋 折 结 构 由 于 平面 的 几何 学 而 受到 非常 多 的 
约束 (意味 着 这 比 链 模型 少 些 多 变性 ) ,这 其 实 是 长 处 。 


HS D ~ 4/3 


TI be ic ES r EM D ~4/3。 此 值 也 在 第 25 # (E 
24-3) AIS 36 章 中 出 现 ,这 一 事实 不 能 视 为 巧合 ,而 最 终 会 导向 关 
于 平面 几何 结构 的 基本 洞悉 。 
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有 分 支 的 弯 折 曲线 


让 我 回 色 河道 的 结构 。 -条 溪 的 二 角形 间隔 被 1 或 3 个 子 三 
角形 构成 的 几 条 子 溪 所 替代 后 ,想象 留 下 的 3 或 1 个 子 三 角形 排 
入 新 的 子 溪 。 它 们 的 排放 模式 是 完全 确定 的 。 在 子 河 流 穿 过 三 角 
形 之 间 分 界线 的 那些 点 ,由 与 主 河流 相同 的 系统 所 选 定 。 其 最 后 
的 结构 收敛 于 一 棵 随机 充满 于 -- 个 三 角形 的 树 ,如 下 图 (图 24-1) 
Bro o 


两 种 闪电 情形 研究 


有 趣 和 可 能 有 意义 的 是 ,一 个 像 我 的 线性 弯 折 曲线 那样 粗糙 
的 模型 应 该 足够 用 来 说 明 ( 虽 然 只 是 很 粗糙 的 ) 河 流 的 观察 维 数 。 

而 且 , 它 也 可 给 出 高 度 稀释 的 线性 聚合 物 的 通常 模型 的 维 数 
和 点 阵 上 的 自 回避 随机 行走 (SARW)( 第 36 章 ) 的 维 数 。 就 平面 几 
何 学 引起 的 约束 而 言 ,为 什么 驾驭 弯 折 曲线 比 SARW 要 容易 得 多 ? 
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这 原因 显然 归于 弯 折 是 由 内 播 法 构造 的 。 


255 tt tn 


它们 由 一 -个 立方 块 划分 为 b 个 子 立方 块 来 定义 ,为 唯一 地 确 
定 -种 恒 量 而 且 越 来 越 薄 的 盖 被 ,我 使 用 了 合适 的 “封锁 过 程 。 
很 遗憾 ,算法 太 长 ,在 这 里 就 不 给 出 了 。 - 


24-2. 随机 科 赫 海岸 线 ( 维 数 D = 1.6131) 


在 许多 情况 中 ,具有 规定 D 和 无 自 接触 的 科 赫 曲线 ,能 用 完全 相同 的 

网 格 和 起 始 器 由 几 种 不 同 的 方法 得 到 。 此 外 ,假设 至 少 有 两 个 不 同 的 发 生 器 

能 适 台 完全 相同 的 轮廓 线 ,然后 容易 来 随机 化 此 结构 ,只 要 在 上 述 发 生 颖 之 
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间 凭 机遇 选取 例如, 我们 可 以 在 下 列 两 个 发 生 器 之 问 交替 选 取 , 其 结果 也 


E ] 图 24 3, 


图 24-3 
用 这 种 方式 构造 的 随机 科 赫 岛 的 总 体形 状 ,完全 依赖 于 初始 的 形状 。 
特别 是 所 有 初始 对 称 性 自始至终 四 处 可 见 。 因 此 ,再 加 上 第 24 章 所 描述 的 
其 他 原因 , 科 赫 曲线 各 部 分 的 随机 混合 是 一 种 限定 范围 方法 。 - 


HH 24-4 随机 皮 亚 诺 曲线 ( 维 数 D =2) 


FHARE SH 24-5) 作 用 在 初始 器 [0,1] 上 , 它 给 出 了 摆动 一 个 三 角 
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形 的 路 线 , 此 发 生 器 的 位 置 依赖 于 在 奇怪 曲线 区 间 的 奇偶 性 。 在 奇数 区 间 ， 
这 上 面 的 (直线 ) 发 生 器 放 在 右边 ;在 偶数 区 间 , 它 的 反 位 形式 (图 7-17) 放 在 
左边 。 此 处 所 用 的 随机 化 方法 由 随机 选择 的 这 些 焦点 组 成 。 在 本 例 中 ,分 布 
关于 中 点 对 称 ,每 个 子 三 角形 后 来 再 分 为 4 个 (与 其 邻 边 无 关 ), 直 至 无 穷 。 


图 24-5 


构造 较 容易 跟随 的 奇怪 折线 ,每 个 有 贡献 的 区 间 用 两 个 垄 换 ,增加 的 端 
点 就 是 该 区 间 隐 项 部 分 的 中 点 。 


24-6 三 角形 和 查 折 曲线 
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AER BJ JE f 3⁄2 BJ 39 48 55 D 2 H JU 4 B] W; # u ü 8 08 Sm Xen 
都 看 作 是 那些 较 暗 色 的 连续 .此 图 例 以 浅 灰色 的 三 角形 开始 ,以 黑色 的 曲线 
终止 ,第 6 至 10 阶段 的 比例 要 比 第 0 至 5 阶段 的 大 ,这 些 步骤 已 在 正文 中 描 
iui. = 


图 24-7 六 角形 弯 折 海岸 线 
本 图 把 6 条 弯 折 串 在 一 起 成 为 一 个 自 回避 的 图 ,其 维 数 非 常 接近 于 D 
=4/3。 此 值 在 其 他 自 回避 性 的 例子 中 多 次 出 现 过 ,例如 在 图 25-3 的 布朗 峭 
架 的 这 界 , 它 与 六 角 弯 折 的 相似 性 特别 值得 注意 。 = 
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#258 布朗 运动 和 布朗 分 形 


本 章 被 安排 在 这 里 是 折 囊 的 产物 ,本 来 显然 应 该 放 到 更 后 面 
但 是 它 的 部 分 内 容 对 于 下 一 章 是 必 不 可 少 的 。 


布朗 运动 的 作用 


正如 在 第 二 章 所 看 到 的 ,J. 佩 琳 具有 把 物理 学 家 的 布朗 运动 
与 连续 而 不 可 微 的 曲线 相 比较 的 光辉 思想 。 他 激励 了 年 轻 的 N. 
维 纳 定义 和 研究 了 一 种 数学 执行 过 程 ( 约 在 1920 年 ), 常 称 为 维 纳 
过 程 。 后 来 知道 ,同样 的 过 程 Bachelier 1900 (第 37 章 和 第 39 章 ) 
曾 详细 研究 过 (虽然 不 很 严格 )。 

很 奇怪 ,在 别处 给 了 它 卓 越 的 重要 性 ,布朗 运动 本 身 在 本 书 没 
有 找到 新 的 应 用 。 有 时 , 它 帮助 草草 拟定 问题 ,但 即使 在 这 种 情 
形 ,下 阶段 研究 必需 用 一 个 不 同 的 过 程 代 替 。 然 而 ,在 许多 情形 里 
我 们 能 够 惊人 地 做 到 修改 布朗 运动 ,而 保证 这 种 修改 保持 标 度 不 
E, 

由 此 种 与 其 他 的 原因 , 若 对 此 原型 的 具体 性 质 没有 彻底 了 解 ， 
就 不 会 懂得 其 他 的 随机 分 形 。 但 是 ,致力 于 该 论题 的 大 量 文章 却 
只 是 稍 提 一 下 或 者 忽略 了 本 章 所 处 理 的 问题 。 假 如 读者 阅读 时 遇 
到 困难 ,就 应 像 通常 一 样 , 跳 到 下 一 节 或 下 一 章 。 


布朗 分 形 : 困 数 和 轨迹 


很 不 幸 ,术语 看 布朗 运动 是 很 模糊 的 。 首先 ,我 要 指 B(1) 的 图 

IE k: t DLE 当 pod Yin 一 点 的 纵 坐 标 时 ,图 形 是 一 -条 平 

而 曲线 ， 如 图 25-1。 当 B(t) EZA p ABE, BLUE SE (1 + 
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E) li] "P f -RR C D] A IE B 的 EE 个 坐标 )。 然 而 ,在 
许多 情形 里 ,人 们 仅 对 及- 空间 中 的 曲线 感 兴趣 , 它 是 运动 留 下 的 
轨迹 。 当 轨迹 在 均匀 间隔 的 时 刻 弯 曲 时 ,函数 和 轨迹 可 互相 推演 。 
然而 ,在 连续 的 布朗 运动 中 ,这 两 种 形式 是 不 等 价 的 ,用 同 术语 
来 描述 它们 容易 混 清 。 

当 有 模糊 可 能 时 ,我 就 用 布朗 函数 或 布朗 轨迹 ,对 科 幸 遇 线 也 
存在 同样 的 含糊 ,但 是 现在 因为 有 术语 “运动 ”, 就 更 为 明显 。 

此 外 ,第 28 章 至 第 30 章 中 布朗 运动 的 变量 是 多 维 的 ,例如 ， 
在 第 28 章 地 球 地 形 的 模型 之 一 就 假设 高 度 是 经 度 和 纬度 的 布朗 
函数 。 因 此 ,常常 要 求 对 术语 作 详细 说 明 。 当 必要 时 ,就 说 布朗 线 一 
线 ,或 者 线 一 空间 ,或 空间 一 线 , 或 者 线 一 空间 等 等 函数 或 轨迹 。 

布朗 " 场 ”“ 随 机 场 " 并 不 是 一 个 随机 化 (代数 的 ) 场 ,而 是 “多 
变量 随机 函数 "的 一 种 时 艇 的 同义词 (例如 Adler 1981)。 这 个 术语 
是 不 确切 的 ,必须 在 它 站 稳 脚跟 之 前 就 干掉 。 它 似乎 是 来 自 俄 文 
的 不 完善 翻译 , < 如 自 模拟 (我 及 时 制止 了 它 的 传播 ) 是 自 相似 从 
俄 文字 不 完善 地 翻译 过 来 的 。 


作为 随机 皮 亚 诺 曲线 (N = 2) 构造 的 平面 布朗 轨迹 


布朗 轨迹 对 皮 亚 诺 曲线 投下 了 新 曙光 ,使 它 变 成 一 个 随机 变 
量 。 这 种 构造 既 不 等 同 于 像 我 登记 过 的 一 群 偶然 见 到 的 学 者 ,也 
不 等 同 于 像 我 浏览 某 种 学 科 时 涉及 的 偶然 一 堆 书 籍 。 无 论 如 何 ， 
数学 家 们 要 避 开 这 种 方法 ,因为 它 的 基本 成 分 (一 种 受 二 元 时 间 网 
格 控 制 的 逐次 增加 精细 层次 的 系统 ) 与 构造 的 结局 无 内 在 联系 。 
因此 ,数学 家 们 把 这 种 方法 称 作 人 为 的 ,但 正 是 这 种 原因 , 它 对 于 
本 书 却 是 非常 合适 的 。 

这 种 过 程 由 任何 一 条 N =2 Al r = 1M2 的 皮 亚 诺 曲 线 开 始 , 其 
技巧 是 逐步 释放 各 类 约束 。 

其 中 间 分 形 , 即 “ 皮 亚 诺 一 布朗 杂 化 "值得 在 更 加 合适 的 场合 
下 来 研究 其 本 身 的 正确 性 。 
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横 截 的 中 点 位 移 在 图 7-6 至 图 7-15, 第 丰 +1 阶段 是 变换 


第 次 奇怪 折线 , MIAMI =Y2 “把 每 一 边 的 中 点 ,按照 一 定 
的 法 则 ( 即 的 奇偶 性 ) 横 截 地 移动 到 左边 或 右边 。 

现在 设 - 条 皮 亚 诺 曲 线 ,在 一 个 时 间 间 隔 At = :~“ 上 的 位 移 ， 
以 及 在 两 个 半 区 间 At 和 Ant 上 的 位 移 , 分 别 记 作 AP, AP 和 
AoP, 根 据 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 ,有 

IAPI?=1A,PI? + 1APl’, 

各 向 同性 的 位 移 方 向 “背离 任何 皮 亚 诺 曲线 的 法 则 的 第 一 
步 , 是 把 位 移 方向 随机 化 。 一 种 方法 是 以 相等 的 概率 向 左 或 向 右 ， 
这 就 导致 “随机 的 来 回 弹跳 曲线 ”。 另 一 种 不 同 的 构造 方式 是 把 一 
个 点 (以 均匀 密度 ) 随 机 地 投 搓 于 刻 有 度数 的 圆周 上 ,然后 读 出 该 
点 角度 。 这 种 方法 确定 的 位 移 是 各 向 同性 的 。 

不 论 哪 种 随机 化 的 形式 都 保持 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 成 立 : :各 向 
同性 运动 在 一 个 二 元 区 间 的 二 元 子 区 间 上 的 增 量 是 几何 正 交 的 。 

随机 位 移 长 度 ”背离 非 随机 法 则 的 第 二 步 是 允许 把 位 移 长 度 
随机 化 :从 现在 起 ,2-“-! 将 不 再 是 非 随机 量 1IAM1 的 平方 ,而 是 随 
机 量 1AM1 的 均 方 ,合成 位 移 AP" 满足 


(IA P* 1?) = (AP P) = CAP 1?) + (LAM), 
(A P* e IS P* P) = TA P) +274, 

随机 起 始 器 ”下 一 步 是 把 起 始 器 本 身 取 作 随机 的 ,其 均 方 长 
度 为 1, 它 必然 遵从 (1AP* 1) =2-“-1, 因 此 就 有 平均 毕 达 哥 拉 斯 
恒等式 

(AP! 124+ 1Q),P* P - IAP* I?) =0. 

换 句 话说 ,几何 上 的 正 交 边 被 概率 专家 称 之 为 统计 上 的 正 交 
边 或 无 关联 的 边 所 代替 。 

独立 增 量 使 得 中 点 位 移 ,在 各 阶段 的 内 部 和 相互 之 间 都 是 
统计 上 独立 的 。 

高 斯 增 量 ” 当 使 得 中 点 的 位 移 服 从 高 斯 分 布 时 ,随机 化 的 皮 

287 


HOODOO OOOO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


业 诺 曲线 就 成 为 布朗 轨迹 B(1)。A 在 平面 情形 ,变量 的 平方 模 是 
指数 分 布 的 。 因 此 … 个 直接 构造 挑选 出 在 [0,1] 上 均匀 的 U, i d 
得 1AMI= [ -2 log.U] 2. > 

推广 到 空间 ”最 后 结构 当 E >2 时 仍然 有 意义 。 

维 数 D=2 平均 毕 达 哥 拉 斯 恒等式 是 相似 维 的 广义 定义 。 
它 对 于 布朗 轨迹 是 合适 的 ,因为 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 齐 维 数 也 是 

当中 点 位 移 不 是 高 斯 分 布 时 , 它 是 否 适合 还 要 研究 。 


布朗 分 形 网 (点 阵 ) 


多 重点 ”即使 在 上 节 所 描述 的 第 -- 步 以 后 停止 随机 化 , 它 也 
要 导致 完 :全 破坏 那些 精巧 的 远近 范围 内 的 次 序 (它们 使 得 皮 亚 诸 
曲线 避免 了 自 相 交 )。 在 少许 几 步 之 后 ,随机 化 的 奇怪 曲线 自 相 
交 , 那 么 极限 轨迹 几乎 必然 要 不 断 地 自 相 交 。 

布朗 间 卫 ”大 家 知道 ,对 所 有 上 从 - m 到 wm 外 推 得 的 布朗 轨 
迹 稠密 地 覆盖 了 平面 。 稍 后 将 重新 导出 这 个 性 质 。 然 而 ,在 单位 


哪里 见 过 这 种 描述 。 

在 表现 上 ,作为 当 (C [0,1] 时 重复 地 覆盖 住 的 那些 点 的 补 
偿 ,B(4) 保 留 了 其 他 未 覆盖 的 点 。 这 些 未 覆盖 的 点 形成 一 个 开 
集 , 它 分 裂 为 一 个 包含 有 无 限 个 点 的 外 部 集 和 一 个 不 相连 接 的 无 
限 个 布朗 间隙 。 外 部 集 和 每 个 间隙 都 以 分 形 曲线 (轨迹 的 子 集 ) 为 
边界 。 因 此 ,布朗 轨迹 是 一 个 分 形 网 的 实例 ,如 图 25-2 和 25-3 所 
AN o 

ES 14 章 所 描述 的 维 数 为 D 的 网 ,具有 面积 U Bite 的 
a] AE Nr(U> u)ecu- E, 在 D=E=2 的 随机 范围 内 ,其 
形式 推广 是 P(u) = Pr(U>u)e u l, 然而 , 这 是 不 对 的 , 因为 


PP(U> u)du 必须 收敛 。 因 此 我 推测 , Pr(U> u)oeu Llu), 


其 中 L(w) 是 个 慢 变 量 函 数 , 它 减 少 得 足够 快 以 使 上 面 的 积分 收 
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o. HAER LC) & D BAY, A A HD r BA BE 8 BEB 
D =2, RAR TES 15 章 所 表明 的 ,对 自 相似 简单 曲线 ,不 能 达到 D 
=2, > 

布朗 网 的 面积 为 0 不 管 它 的 维 数 值 ,D = 2, 布 朗 网 具有 零 面 
庚 。 对 于 皮 亚 诺 -布朗 杂 化 同样 是 真 。 

无 界 轨迹 在 平面 上 是 稠密 的 ”这 个 性 质 基于 在 下 节 建 立 的 与 
零 集 有 关 的 事实 。 即 无 界 的 轨迹 常常 进入 任意 规定 的 平面 区 域 
和 (例如 圆 盘 ) 内 无 限 地 “循环 " ,使 得 2 随意 地 小 而 中 心 可 在 任意 
点 P, 无 界 轨 迹 就 无 限 地 ,常常 是 任意 地 接近 平面 上 的 每 一 点 。 

但 是 ,就 像 我 们 将 要 看 到 的 , 当 考 察 零 集 时 ,单条 轨迹 到 达 指 
定点 的 概率 精确 地 是 0, 因 此 指定 的 点 殖 必 没有 无 界 轨迹 到 达 。 

一 条 无 界 轨 迹 在 区 域 2 内 的 部 分 可 以 想象 得 近似 为 不 可 数 
的 无 限 个 适当 投掷 于 2 上 的 独立 的 有 界 网 。 这 就 使 人 想起 了 相 
下 独立 地 随机 投掷 于 [0,1] 上 的 不 可 数 无 限 个 点 。 众 所 周知 ,这 样 
得 到 的 点 集 是 处 处 稠密 的 ,但 是 它 的 长 度 为 0。 


于 答 上 质量 的 依赖 性 


大 多 数 布朗 运动 形状 的 特征 以 V1 标 度 。 例 如 ,在 时 间 c 里 履 
盖 的 距离 (如 当 乌 鸦 飞 行 时 测 得 的 距离 ) 是 V1 的 随机 倍数 。 还 有 ， 
在 环绕 B(0) =0 半径 R 的 一 个 圆周 内 所 花费 的 总 时 间 是 R? 的 随 
BUR. 

把 正比 于 “质量 "的 时 间 加 到 布朗 轨迹 不 同 的 部 分 上 ,我 们 就 
发 现 ,在 平面 和 空间 的 情形 里 (E>2), 在 半径 为 R 的 圆 内 的 总 质 
量 是 M(R)c R? 

形式 上 ,此 关系 式 与 第 6 章 考察 的 科 替 曲线 和 第 8 章 考察 的 
康 托 尘埃 的 情况 正好 相同 。 更 不 必 说 ,和 在 均匀 密度 的 区 间 V DU 8 
或 圆 球 的 经 典 情形 相同 。 
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ABH BRE TER RAI” , HADE TERRE 


作为 可 描述 为 一 种 意外 收获 的 结果 ,随机 化 皮 亚 诺 曲 线 获得 
的 比 预 期 的 还 要 多 。 就 像 先前 所 盖 明 的 ,观察 非 随机 的 科 赫 和 皮 
亚 诺 曲 线 ,在 形 如 N-* 的 各 个 瞬间 , 它 展示 出 永久 性 的 “ 宰 皱 ”。 
例如 ,我 们 把 雪花 边界 的 三 分 之 一 折 为 四 段 ,在 1 与 2 段 之 间 的 角 
度 就 与 2 和 3 上段 之 间 的 角度 不 相同 ,因此 左边 的 --- 半 不 会 被 错误 
地 认为 是 中 间 的 一半。 

但 是 布朗 轨迹 是 “无 袜 铲 的 "。 给 定 一 个 相应 于 时 间 间 隔 c 的 
时 间 ,我 们 不 能 说 出 这 间隔 沿 时 间 轴 的 位 置 。 概 率 专家 称 布朗 雪 
迹 具 有 "定常 的 增 量 "。 

这 个 性 质 值得 重视 ,因为 ; (a) 这 是 本 章 后 面 将 要 描述 的 另 一 
个 无 网 格 定义 的 基石 ;(b) 在 类 似 的 简单 分 形 曲 线 或 分 形 曲面 的 
随机 形式 中 ,没有 相对 应 的 性 质 。 


布朗 轨迹 是 自 相 似 的 


无 裙 争 性 的 一 个 推论 ,是 统计 自 相似 性 的 强 形式 。 设 BO) = 
0, 并 挑选 两 个 正 数 h Ah’ ,在 概率 论 中 称 为 弱 收 敛 理 论 的 一 章 表 


明 , 函 数 h-!2B( 及 ) 和 hi-2B(h'i) 统 计 上 是 恒 等 的 。 还 有 , 设 7 
<%m 和 有 h<1, 并 令 (AO E46] T, AS] h 7I 7 BC I)e B(1) 一 
部 分 的 一 种 重新 标 度 化 的 形式 。 统 计 上 等 同 于 整体 的 这 一 部 分 正 
是 自 相似 的 形式 。 

把 自 相似 性 应 用 到 随机 集 上 不 如 在 第 5 章 中 引入 这 个 概念 那 
么 迫切 ,因为 部 分 不 再 是 精确 地 相似 于 整体 。 只 要 部 分 和 由 相似 
性 约 化 的 整体 具有 相同 的 分 布 就 足够 了 。 

考虑 到 科 夫 曲线 需要 形 如 r= 5-4 的 相似 比 (其 中 心 是 底 ) 是 
正 的 整数 ,但 是 布朗 轨迹 都 可 以 接受 任意 的 r。 这 个 性 质 是 有 价 
值 的 。 
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布朗 零 集 是 自 相似 的 


对 研究 布朗 函数 有 特别 重要 性 的 是 恒 数 集 或 称 为 等 同 集 , 即 
它 的 坐标 函数 (1) 和 Y(1) 是 常数 。 例 如 ,由 XX(1) =0 的 那些 时 
刘 c 所 定义 的 零 集 。 

等 同 集 是 自 相似 的 ,而 且 极 为 空 荡 , 这 个 明显 的 事实 可 由 其 分 
维 为 D = 1⁄2 得 到 证 实 ,它们 是 在 第 32 章 研究 的 菜 维 侍 埃 的 特别 
情形 。 

AER I RA “个 布朗 零 集 的 间隙 长 度 满足 PU 
»u)-u DB D =1/2。 这 是 与 我 们 知道 适用 于 康 托 间 逐 的 关系 
A Nr(U > u) = u-? 相 对 应 的 。 然 而 ,用 Pr 代替 了 Nr, 但 阶梯 却 
由 于 随机 化 而 消失 了 。 


MRR E H 


SEH, X CO YO VA Be IP] E eB TC B(1) 的 图 形 都 不 是 自 相 
似 的 ,而 只 是 自 仿 射 的 。 这 就 是 说 ,从 :=0 到 上 =4 的 曲线 可 以 由 
HH=4 部 分 铺 成 ,只 要 空间 坐标 以 比例 r = 1/2 连续 缩减 ,而 它 的 
时 间 坐 标 就 以 不 同 的 比例 2 — 1/M 缩减 。 因 此 ,不论 X(t), Y(t) 
还 是 B(1) 的 图 形 ,都 不 能 定义 相似 性 维 数 。 

此 外 , 仿 射 空 间 是 这 样 的 , 沿 着 上 和 XX 或 Y 的 距离 不 能 相互 比 
较 , 因 此 不 能 定义 圆 盘 。 由 此 ,公式 MCR) oc ROW A REM n BH ER 
"BOE XD 的 对 应 的 关系 式 。 

另 一 方面 , 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 定义 可 以 推广 到 它们 。 这 种 
例子 与 第 5 章 和 第 6 章 中 的 结论 相 -- 致 , 即 豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 
维 数 是 抓 住 分 维 ( 最 难 掌握 的 !) 直 观 要 领 的 最 一 般 的 方法 。X(1) 
的 D 值 是 3/2, 而 对 B(1) 是 2。 

< 粗略 的 证 明 ”在 时 间 间 隔 Al 里 ,maxX(1) - minX) RA 
V Al 的 阶 。 用 边 为 At 的 正方 形 来 覆盖 (4) 的 部 分 图 形 要 求 
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lZ AG AEA. Abt, BBM (= 1 到 1=4 的 图 形 就 要 求 
(At) -52 阶 的 正方 形 。 此 数 是 (Ar)-2( 第 5 章 ), 由 此 启发 得 出 D 
=3/2, > 


截面 的 分 维 


布朗 线 一 线 孙 数 的 零 集 是 布朗 消 数 (1) 的 一 个 水 平 截 面 。 
再 次 应 用 第 23 章 提出 的 法 则 ,所 期 望 的 零 集 的 维 数 是 3/2 - | = 
1Z2， 这 止 是 我 们 所 知道 的 情况 。 这 个 法 则 的 其 他 应 用 也 具有 蜡 
常 的 局 发 价值 ,就 像 我 们 现在 所 要 表明 的 。 然 而 ,这 个 法 则 也 遇 到 
例外 ,特别 是 对 于 非 各 向 同性 的 分 形 。 例 如 ,布朗 线 一 线 函 数 与 竖 
直线 的 相 截 就 简单 地 是 -个 点 。 

类 伏地 ,一 条 布朗 线 一 面 轨迹 的 线性 截面 应 该 具有 维 数 2- | 
= 1 ,而 情况 的 确 如 此 。 

更 为 一 般 地 说 ,标准 法 则 是 这 样 的 :除去 特殊 的 形状 ,在 相交 
时 余 维 数 E- D 相 加 ,因此 ,k 条 布朗 轨迹 的 相交 集 的 余 维 数 是 
"0=0。 特 别 地 ,一 条 布朗 轨迹 的 自 相交 是 期 望 也 是 确实 形成 一 
个 维 数 为 2 的 集 。( 然 而 , 正 像 布 朗 轨 迹 本 身 一 样 ,轨迹 的 多 重 性 
没有 充满 平面 。) 

余 维 数 相 加 的 法 则 能 用 来 表明 (作为 较 早 的 论点 ), 布 朗 运 动 
几乎 - 定 不 再 回 到 它 的 出 发 点 B(O) =0, 但 是 几 近 必然 回 到 (无 限 
地 接近 于 )0 点 的 邻 域 。 为 了 增加 这 些 叙 述 的 一 般 性 ,以 及 使 他 们 
能 够 再 次 在 第 27 章 内 不 加 改变 地 使 用 ,我 们 将 把 布朗 零 集 写作 
H. 

使 B(z) 回 到 0 的 时 刻 是 使 X(1) =0 和 Y(1) =0 同 时 成 立 的 
时 刻 。 因 此 ,它们 属于 独立 集 X(1) 和 Y(1) 的 零 集 之 交 。 所 交 的 
ORME BU 1-2H, AH = 1⁄2, Wik, HABE D =0。 所 以 ,这 就 
足以 提示 出 (但 完整 的 证 明 要 复杂 得 多 !) B8(1) 几 近 必 然 不 再 回 到 
B(0) =0. 

为 一 方面 ,考察 当 B(i) 回 到 边 为 2e ,中心 为 0 的 水 平 正方 形 
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If BE AE. x DL FEIN SB 1 是 包含 在 X(4) 的 零 集中 
的 一 点 上 与 Y(1) 的 零 集中 一 点 的 距离 在 e! 之 内 的 交集 内 。 对 
于 每 个 这 样 的 集 ,在 时 间 间 隔 [0, 1] 中 的 质量 x Me, ti @ BJ 
li] 4 的 间隔 的 概率 是 正比 于 e! H AA, 包含 在 这 些 集 之 交 内 
0 
因此 ,由 波 菜 尔 和 康 特 尼 的 定理 推出 结论 : 即 回 到 包含 0 的 正方 形 
的 数目 几 近 必然 是 无 限 。 由 此 ,在 有 界 布朗 网 内 的 间隙 慢 慢 地 \ 似 
平 有 些 勉强 地 被 充满 了 。 


的 概率 是 正比 于 e" "^7?" NA H = 1/2, 就 有 | t "dt = oo; 


下 行 的 点 阵 随 机 行走 


我 们 也 能 通过 在 点 阵 上 的 随机 行走 而 产生 布朗 运动 。 在 这 
里 ,我们 只 提 及 这 种 方法 ,关于 各 种 各 样 的 复杂 性 要 推迟 到 后 面 第 
26 章 讨 论 。 

dg «pn SR P(t) = 1 X(t), Y CO 执行 点 阵 的 随机 行走 ， 
只 要 在 由 间隔 A: 所 隔 开 的 逐次 时 刻 ,以 固定 长 度 1API 为 步 长 , 随 
机 地 选择 方向 (限于 点 阵 上 ) 运 动 。 

当 点 阵 由 平面 上 的 点 组 成 , 且 坐 标 是 整数 时 ,每 走 一步 , 量 
(X+ Y)A2sü( X — 了 )A2 就 改变 + 1。 每 次 就 称 为 执行 了 一 次 在 
直线 上 的 随机 行走 。 图 25-1 表明 了 一 个 例子 。 大 致 比例 是 , 当 
At 是 小 量 而 AP = / At 时 , 设 行走 与 布朗 运动 是 不 能 区 别 的 。 


B(t) 的 无 网 格 点 直接 定义 


前 面 对 布朗 运动 的 定义 是 由 时 间 网 格 或 者 时 间 和 空间 的 点 阵 
开始 的 ,但 这 些 “ 支 架 "在 最 后 的 结果 中 却 没有 。 因 此 ,有 可 能 没有 
它们 也 可 表征 最 后 的 结果 。 

在 Bachelier 1900, 把 直接 特征 假设 为 ,在 相等 时 间 增 量 At 的 
任意 次 数 上 ,位移 向 量 AB CO) 是 独立 的 ,各 向 同性 的 以 及 随机 的 ， 
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它 具 有 高 斯 概率 分 布 。 由 此 ， 
AB(t) =0 HI([AB(I)) P) = ALS 

因此 AB 853259 y HR JE / LA s RAE X E AB £ DG XL AR 
AB(1) 在 任意 轴 上 的 投影 是 高 斯 标量 随机 变量 , 它 具 有 零 平 均 , 而 
HAITIAN 

由 数学 家 支持 的 定义 能 走 得 更 远 , 而 且 不 需要 将 时 间 划 分 为 
等 步 的 。 它 要 求 在 任意 两 个 时 间 1 和 1 > 1 之 间 的 运动 各 向 同性 ， 
它 要 求 未 来 的 运动 与 过 去 的 位 置 无 关 。 最 后 , 它 要 求 从 B(1) 到 
B(io) 的 向 量 除 以 V1to 一 ti ,对 所 有 的 Alt, 具有 约 化 的 高 斯 概 
ACE HE 


对 D =1 的 偏 航 和 穿越 


一 个 胶体 粒子 在 均匀 流动 的 河流 中 的 运动 ,或 者 一 个 电子 在 
导电 的 铜 线 中 运动 ,都 能 表示 为 B(1) + 88。 其 函数 的 轨迹 当 í< 
1/6? 时 与 B(1) 或 当 c 1/8? 时 与 or 的 轨迹 没有 区 别 。 这 样 , 轨 
迹 的 维 数 当 1, oc 1/8? 和 ro 1/8 时 从 D=2 FRA D = 1, < #: 
临界 现象 的 专门 术语 里 ,6 是 从 临界 点 起 的 距离 ,而 对 4, 和 7 的 
公式 中 的 指数 是 临界 指数 。> 


为 一 种 随机 皮 亚 诺 曲 线 


< 通过 中 点 位 移 , 皮 亚 诺 曲线 随机 化 从 特殊 情形 中 受益 。 由 
N >2 的 皮 亚 诺 曲线 出 发 的 类 似 结构 将 更 为 复杂 。 还 有 ,如 果 中 点 
位 移 服从 均 方 根 等 于 二 1AB1 的 高 斯 分 布 [ 它 意味 着 nm 和 ry 是 高 
斯 量 而 且 独 立 于 更 熟悉 的 关系 式 (ri? +  - 1) = 0] ,就 可 以 获得 
与 非 随机 标 度 更 密切 的 对 应 关系 。 导 出 的 过 程 是 非常 有 趣 的 ,但 
它 不 是 布朗 运动 , 它 不 是 无 褐 煞 的。 
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量子 力学 中 质点 路 径 的 维 数 


这 个 讨论 可 以 通过 对 量子 力学 的 表示 提出 一 个 新 的 分 形 妙计 
而 告 结束 。Feynman & Hibbs 1965 指出 ,量子 力学 质点 的 典型 路 径 
是 连续 而 不 可 微 的 ,许多 作者 观察 到 在 布朗 运动 和 量子 力学 运动 
之 间 的 相似 性 《例如 参见 Nelson 1966 和 其 中 的 参考 文献 )。 受 到 
这 些 著作 及 我 的 早期 版 本 的 鼓舞 ,Abbot & Wise 1980 指出 ,在 量子 
力学 里 观察 到 的 质点 路 径 是 一 条 具有 D = 2 的 分 形 曲 线 。 这 种 类 
似 性 至 少 在 教学 法 上 是 有 意义 的 。 


bua u sad B md es 
bos 3000 4000 5000 6000 


6000 7000 8000 9000 10000 


图 25-1 一 个 随机 行走 的 样本 ,近似 于 布朗 线 一 线 函 数 ( 维 数 D = 3/2) 以 
REM SM (HR D = 1/2) 

所 有 机 遇 游 戏 中 玩 得 最 长 的 运行 (而 且 最 少 苛求 !) 开 始 于 1700 年 左 
右 。 当 时 , 伯 努 利家 族 统 治 了 概率 论 。 当 一 个 永 不 磨损 的 硬币 正面 向 上 时 ， 
亨利 赢得 了 一 便士 ;而 当 正面 向 下 时 ,汤姆 赢 了 。( 他 们 有 时 被 称 为 是 彼得 和 
保罗 ,但 我 从 来 记 不 住 哪 一 个 打赌 的 是 正面 。) 

不 久 以 前 ,威廉 . 费 勤 考察 了 这 种 游戏 ,他 报告 了 亨利 累计 的 胜利 记录 ， 
如 图 25-1( 上 ), 这 取 自 Feller 1950( 引 自 威廉 . 费 勒 著 ,《 概 率 论 引 论 及 其 应 用 》 


第 一 卷 ,1950) 。 
图 25-1( 中 ) 和 25-1( 下 ) 表 示 了 在 一 个 更 长 的 游戏 中 亨利 累计 的 胜利 ， 
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使 用 了 在 200 次 投掷 区 间 内 的 数据 。 

当 以 越 来 越 精细 的 图 形 来 报道 越 来 越 长 的 数据 集 时 ,我 们 就 渐渐 地 得 到 
了 一 个 布朗 线 一 线 函 数值 样本 。 

费 勒 在 一 次 讲演 中 曾 说 到 这 些 图 形 是 “非典 型 的 ", 而 是 从 其 他 看 起 来 杂 
乱 无 章 到 无 法 相信 的 图 形 中 挑选 出 来 的 。 尽 管 如 此 ,对 这 些 图 形 的 无 止境 的 
考察 ,对 于 推荐 出 编 入 本 书 的 两 条 定理 起 了 决定 性 的 作用 。 

总 体 图 形 Mandelbrot 1963 e 观察 到 总 体 图 形 的 样子 使 人 回忆 起 是 一 座 
山脉 的 轮廓 线 或 地 球 地 形 的 垂直 截面 。 通 过 几 次 推广 这 个 观察 ,就 导出 了 第 
28 章 里 所 描述 的 逐次 的 模型 。 

图 形 的 零 集 图 形 的 零 集 是 这 种 时 刻 的 集合 , 即 当 亨利 和 汤姆 的 财富 回 
到 我 们 开始 报告 他 们 所 拥有 的 时 刻 。 根据 构造 方法 ,在 零 之 间 的 时 间 间 也 是 
相互 独立 的 。 然 而 .显然 零 的 位 置 决 不 是 独立 的 ,它们 是 非常 明确 地 群 聚 的 。 

例如 , 当 像 第 一 条 曲线 那样 详尽 考察 第 二 条 曲线 时 ,几乎 每 一 个 零点 都 由 整 

一 群集 聚 的 点 所 代替 。 当 处 理 数学 上 的 布朗 运动 时 ,就 能 把 这 此 群集 再 区 

We 


图 25-2 
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当 要 求 帮 助 建立 电话 误差 的 分 布 模型 时 ,我 幸运 地 想起 了 费 勒 的 图 形 ， 
虽然 这 种 误差 是 突然 地 群 聚 的 (这 是 提出 实际 问题 的 要 害 )。 我 提出 误差 之 
间 的 间 隅 可 以 是 互相 独立 的 .详尽 的 经 验 性 研究 的 确证 实 了 这 个 猜测 ,而 且 
导致 了 在 第 8 章 和 第 31 章 讨论 的 模型 。 

< 布朗 零 集 是 由 最 简单 的 莱 维 尘埃 ,， 即 维 数 D = 1/2 的 随机 康 托 尘埃 所 
组 成 。 对 0 和 1 之 间 的 任何 六 ,也 可 以 同样 通过 其 他 随机 函数 的 零 值 而 得 
到 。 通 过 这 种 模型 ,有 可 能 确定 电话 线路 的 分 维 。 实 际 的 DD 依赖 于 基本 物 
理 过 程 的 精确 表征 。 - 


图 25-3 


图 25-2 和 图 25-3 布朗 皮 /岛屿 ; 自 同 避 布朗 运动 

HAM 我 用 此 术语 来 标记 一 条 轨迹 ,这 是 为 在 有 限时 间 At 内 又 回 到 
出 发 点 的 布朗 运动 所 覆盖 的 。 这 是 具有 零 长 度 起 始 器 的 随机 皮 亚 诺 曲 线 。 

图 25-3 布朗 皮 ”一 条 (几乎 完全 确定 ) 有 界 的 布朗 围 把 平面 分 为 两 部 
分 :一 个 是 外 部 ,从 很 远 的 点 不 与 图 相交 就 能 到 达 ; 另 一 个 便 是 内 部 ,我 建议 
称 它 为 布朗 皮 或 布朗 岛屿 。 

E 25-2 此 图 表示 非 循 环 市 朗 轨 迹 线 的 皮 。 

注解 ”我 没有 对 布朗 皮 作 任何 调查 研究 ,但 我 认为 非常 值得 注意 。 此 图 
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样 显示 出 包含 有 200,000 个 布朗 步骤 ,每 一 步 都 在 (1200)? 的 屏幕 上 画 出 。 

对 应 于 不 同 的 A: 值 构造 出 的 布朗 皮 , 除 了 大 小 以 外 ,在 统计 上 是 相同 
的 。 而 且 有 各 种 理由 (缺少 实际 的 证 明 ) 相 信 , 皮 边界 的 精细 部 分 是 渐 近 地 自 
相似 的 。 边 界 不 能 给 予 严 格 的 标 度 ,因为 一 个 圈 不 能 再 分 为 含有 同样 结构 的 
几 股 ,但 小 的 子 段 成 为 越 来 越 接近 于 标 度 。 

自 回避 布朗 运动 ”根据 第 36 章 详 述 的 原因 , 当 考 察 自 回避 随机 行走 时 ， 
我 建议 对 布朗 皮 的 边界 采用 术语 自 回避 布朗 运动 。 


+ + * 4 + + < 


自 回避 布朗 运动 的 维 数 ” 从 已 经 阅 明 的 某 些 已 知 关系 式 ( 在 第 36 章 中 
指出 ) ,推出 自 回避 随机 行走 的 维 数 为 4/3。 我 猜测 ,对 于 自 回避 的 布朗 运动 
也 是 同样 的 。 

对 这 猜测 的 经 验 上 的 试验 ,提供 了 一 种 极 好 的 机 会 ,也 可 对 第 12 章 中 长 
度 一 面积 关系 式 作 试 验 。 此 图 由 越 来 越 密集 的 正方 形 点 阵 所 覆盖 ,我 们 计算 
与 [(a) 皮 ,代表 G 面积 ,(b) CHAR, RE G 长 度 ] 相 交 的 边 为 G 的 正方 
形 的 数目 。 用 双 对 数 坐 标 作 出 G 长 度 关于 G 面积 的 图 形 ,会 发 现 它 显然 是 
直线 ,其 斜率 与 D/2= (4/3)/2=2/3 无 法 区 别 。 图 25-3 和 24-7 两 条 曲线 之 
间 的 相似 性 ,以 及 它们 的 维 数 有 强调 的 价值 。 

ik 在 图 25-3, B(1) 没 有 访问 过 的 最 大 开 区 域 用 灰色 表示 ,它们 也 能 看 
成 以 分 形 为 界 的 孔洞 。 因 此 ,图 就 是 第 14 章 意义 下 的 网 。 

< 问题 提出 来 了 ,从 树 状 次 序 的 观点 看 , 圈 是 垫 片 还 是 地 毯 呢 ,我 猜测 
是 后 者 。 这 意味 着 布朗 网 格 满足 怀 伯 思 Whybum 性 质 。 这 个 猜测 已 被 
Kakutani & Tongling Fr if Sc ( AF RH). p - 
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第 26 章 随机 中 点 位 移 曲 线 ， 


本 章 从 逻辑 线索 上 要 开始 回 到 第 25 章 的 中 部 , 即 由 随机 化 皮 
亚 诺 曲线 产生 布朗 运动 那 一 节 之 后 。 

回想 起 布朗 函数 B(1) 的 第 k 阶 奇怪 折线 在 形 如 h2"“ 的 连续 
时 刻 之 间 是 直线 。 而 第 + 1 阶 奇怪 折线 是 由 随机 移动 第 k 阶 奇 
怪 折 线 边 的 中 点 而 得 到 的 。 同 样 的 话 可 应 用 到 B(4) 之 坐标 过 程 
X COR (1) 的 奇怪 折线 XAUA Y) 

中 点 位 移 方法 对 D = 2 是 完全 成 功 的 ,我 简直 可 以 不 等 待 就 
运用 原始 的 雪花 曲线 和 N = 2 的 其 他 科 赫 曲线 ,然后 把 它 用 于 构 
造 曲面 ,这 就 是 我 们 现在 要 做 的 事 。 

相同 的 一 般 方 法 已 被 大 量 作者 (用 计算 机 拍照 和 作 图 ) 所 采 
用 ,他 们 企图 复制 和 改进 在 1977 年 版 4 分形》 一 书 中 的 图 ,并 且 另 
外 寻找 一 种 更 直接 和 少 花费 的 方法 。 这 些 作者 没有 认识 到 ,随机 
中 点 位 移 方法 产生 的 结果 在 实质 上 与 他 们 寻找 的 目标 不 相同 , 它 
有 简单 性 的 优点 ,但 也 有 许多 不 适当 的 性 质 。 


带 有 时 间 网 格 的 空间 无 约束 随机 科 赫 曲线 


回想 以 长 为 1W3 的 两 段 直线 作 发 生 器 ,我 们 能 够 构造 基 N = 
2 的 科 赫 雪花 曲线 。 在 这 种 情况 下 以 及 更 加 一 般 地 , 一旦 由 长 为 
2-V2 的 两 段 直线 作成 发 生 器 ,在 D <2 下 ,其 构造 就 简明 地 把 第 上 
阶 奇怪 折线 边 的 中 点 移动 到 左边 或 是 右边 。 其 位 移 总 是 与 边 相 垂 
直 , 而 其 长 度 的 平方 为 

2-2(k+1)/D _ 9 -Uk/D +1) | 
此 结构 的 随机 化 像 在 布朗 运动 里 皮 亚 诺 曲线 变换 那样 进行 。 位 移 
的 方向 作成 随机 和 各 向 同性 , 它 与 以 前 的 一 切 无 关 。 位 移 长 度 的 
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分 布 是 高 斯 分 布 ,而 上 面 的 公式 使 之 应 用 于 均 方 位 移 , 没 有 作 任 何 
防止 自 相 交 的 事 , 央 此 极限 分 形 曲线 充满 了 自 相 交 , 记 它 为 
Balt), ATES 有 H=1/D, 这 马上 就 要 被 证 实 。 
由 此 ,在 时 间 间 隔 2-* 上 的 位 移 AB; 与 两 个 内 插 位 移 A, BA 
ALA, By 之 间 的 关系 ,现在 取 形 式 
OA BAIT +A, BAI” — IARE IP = 0, 
MP p <2 是 任意 指定 的 。 
个 推论 ,当时 间 间 隔 [ ,的 是 二 进 制 的 , 即 假 如 性 = h2-* 
Alt" = (h +1)2- 1 RIA 
(ABg 12) = A? = lAl”, 
选择 作为 参数 ,因为 它 是 均 方 根 位 移 的 指数 。 
还 可 证 明 , 假 如 By (0) =0, 函 数 Bj (i) 在 统计 上 关于 形 如 
2… 的 约 化 比 是 自 相似 的 。 这 就 是 所 希望 的 对 D =2 已 知情 形 的 
推广 。 


非 定 常 增 量 


然而 ,我 们 一 定 不 要 过 分 高 兴 。 除 了 在 D =2 的 皮 亚 庶 - 布 朗 
情形 它 简化 到 BOASK, Bs (4) 在 统计 上 关于 非 27 形式 的 约 化 
比 不 是 自 相似 的 。 

一 个 更 为 严重 的 问题 是 ,虽然 区 间 [ 1', wr] 有 同样 的 长 度 At = 
2 ,但 为 非 二 进 制 。( 例 如 ,假如 这 是 从 r = (h -0.5)2-* 到 = 
(h+0.5)2-“ 的 间隔 )。 在 如 此 的 间隔 范围 内 , 增 量 AB; 有 不 同 
的 和 较 小 的 与 & 有 关 的 方差 。 此 方差 的 下 限 是 2-?HAt?#。 另 外 ， 
假如 已 知 Ac 而 不 知 1, 相 应 的 AB; 的 分 布 就 不 是 高 斯 函数 ,而 是 
不 同 高 斯 函数 的 随机 混合 。 

结果 。 作 为 近似 奇怪 折线 二 进 制 图 特征 的 裙 皱 永远 保持 。 由 
F D 刚刚 小 于 2, 因 此 刚刚 大 于 1/2, 裙 皱 很 轻微 。 然 而 , 当 H 
接近 于 1( 第 28 章 表明 ,地 球 地 形 的 模型 包括 H=0.8~0.9), W 
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十 分 重要 而 可 以 看 作 样 本 函数 。 避 人 免 它 们 的 唯一 方法 是 放弃 递 推 
的 中 点 位 移 格 式 , 就 像 下 节 和 第 27 章 要 做 的 。 


随机 放置 的 层 


心 要 追踪 中 点 位 移 曲线 和 曲面 的 非 定 常 性 的 原因 ,研究 曲线 
By (tb) 的 坐标 曲线 函数 。 每 个 阶段 都 贡献 一 个 折线 函数 AKX C1) 
2X) - 和 -1 ,其 零 集 (a) 是 周期 ,其 周期 为 2-*, 和 (b) 包 含 
Ak_iX(0) 的 零 集 。 由 此 ,每 次 贡献 都 能 说 成 与 所 有 下 列 的 情形 同 

所 零 集 是 周期 的 和 同步 的 (“分 层 的 ”) 这 一 事实 ,防止 了 增 量 
的 定常 性 。 相 反 ,可 以 从 这 些 特 性 遭 破坏 来 寻找 定常 性 。 

所 构造 折线 函数 AB, (41) 的 一 种 方法 如 下 :以 每 单位 时 间 等 
24 点 的 平均 数 来 选择 时 间 间 隔 C 的 泊 松 序列 。 然 后 , 令 
AB,* GCO ) 是 独立 的 和 便 等 分 布 的 随机 值 。 最 后 ,在 UO 之 间 线 
性 地 插入 。 这 些 分 布 的 无 限 项 之 和 Bn' CO E — 4 E %£ B HL ER 
数 ,这 是 在 水 文学 家 0. 迪 特 森 的 博士 论文 中 最 早 提 出 的 (1969)， 
见 Mejia Rodriguey-Iturbe & Dawdy 1972 和 Mandelbrot 1972 wo 

< 通过 回顾 ,我们 看 到 这 种 推广 不 再 需要 每 单位 时 间 里 零点 
的 平均 数 是 2。 它 可 以 是 形式 站 ,而 /是 任意 大 于 1 的 实数 基 。 

< 相应 的 分 形 所 允许 的 缩减 比 ,由 离散 序列 r= bo 给 出 。 
当 b—=1 时 ,该 序列 成 为 越 来 越 密 , 逐 渐 地 实际 上 成 为 与 连续 一 样 
了 。 这 样 , 对 于 寻求 定常 性 和 很 宽 的 标 度 比 选择 来 说 , By CL) sk 
成 为 越 来 越 可 接受 了 。 但 是 ,在 此 过 程 中 , By! (1) 失 去 了 它 的 特 
RYE. TE Mandelbrot 1972 w 的 证 论 中 ,上 暗示 了 By! (4) 收敛 于 在 下 
一 章 将 要 讨论 的 随机 函数 By(t). 
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图 26-1 如 艺术 家 的 计算 机 “故障 ”( 艺 术 作 品 1) 

可 以 相信 此 图 是 由 于 部 分 计算 机 程序 出 了 错 。“ 故 障 ” 被 迅速 查 明 和 清 
除 。( 但 只 有 在 它 的 输出 已 记录 下 来 之 后 ) 而 最 后 的 输出 如 图 33-1 至 图 
33-4, 

在 关键 处 由 一 个 细微 故障 引起 的 被 曲解 的 变化 , 远 远 超过 了 我 们 的 
想象 。 

显然 ,非常 严格 的 指令 已 设计 在 正确 的 图 里 ,此 指令 被 隐藏 起 来 ,而 其 他 
指令 没有 显示 。 | 

事实 上 ,该 图 至 少 初 看 应 该 作为 高 级 艺术 品 而 这 不 是 偶然 所 至 。 对 此 ， 
我 的 想法 概括 在 Mandelbrot 1981 中 。 在 不 久 的 将 来 ,我 将 完全 发 表 。 m 
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第 九 篇 ”分数 的 布朗 分 形 
第 27 章 “河流 排水 ; 标 度 网 和 噪声 


进展 到 分 数 的 布朗 分 形 ,标志 着 本 书 的 一 个 重要 转折 点 。 直 
到 现在 ,我们 一 直 保持 着 时 间 和 (/ 或 ) 空 间 网 格 的 分 形 的 不 变性 的 
限制 , 即 容许 平移 和 此 分 形 在 自身 上 映射 的 相似 性 的 不 变性 。 

这 样 的 限制 是 与 在 第 22 章 阐述 的 随机 化 分 形 的 第 二 个 理由 
相 矛 盾 的 。 此 外 ,在 大 多 数 感 兴趣 的 情形 里 ,它们 没有 任何 实际 的 
物理 意义 。 与 此 相反 ,第 27 章 至 第 35 章 就 进展 到 其 平移 和 标 度 
不 变性 两 者 都 无 限制 的 分 形 。 

这 一 章 研 究 广 义 的 布朗 运动 , 记 作 By(t). TE Mandelbrot & 
Van Ness 1968 中 称 它 为 分 数 的 布朗 运动 ( 简 记 为 fBm)。 其 动机 在 
于 每 年 河流 的 排水 ,但 是 也 要 涉及 标 度 网 和 标 度 (1《 广 ) 噪 声 , 而 
第 28 章 至 第 30 章 研 究 相 关 的 曲面 。 


属于 高 斯 过 程 的 重要 性 


从 第 27 章 至 第 30 章 , 它 们 所 共有 的 第 一 特性 是 都 仅仅 包含 
高 斯 过 程 。 对 统计 学 家 说 来 ,属于 高 斯 过 程 是 非常 特殊 的 ,但 我 早 
就 放弃 了 这 种 看 法 ( 见 第 42 章 为 此 作 的 注解 )。 不 过 ,高 斯 过 程 仍 
然 是 一 种 基准 , 它 要 求 我 们 在 跨越 它们 之 前 应 当 极 小 心地 进行 
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人 递归 定义 


第 27 章 至 第 30 章 还 有 -- 个 除 本 书 外 到 处 都 没有 提出 过 的 共 
有 特性 。 

所 有 其 他 各 章 的 结构 ,不 论 随机 与 否 ,在 较 早 的 构造 里 所 得 到 
的 图 样 ,都 是 在 不 够 精细 的 形态 上 加 上 越 来 越 多 的 细节 ,递归 进行 
的 。 最 后 的 分 形 性 质 是 从 生成 法 则 中 导出 的 ， 

现在 则 相反 ,我 们 从 宣布 希望 得 到 的 某 种 性 质 开始 ,而 且 仅仅 
在 此 之 后 才 寻 找 能 实现 该 希望 的 生成 法 则 。 十 分 遗憾 , 当 所 希望 
的 性 质 容易 说 明和 看 来 简单 时 ,执行 的 规则 不 是 递归 的 。 事 实 上 ， 
还 不 如 说 是 不 合意 的 。 

如 果 是 这 样 的 话 ,我 们 为 什么 还 要 坚持 这 些 性 质 呢 ? 回答 是 
这 样 的 ,它们 包括 了 自 相 似 性 和 无 裙 皱 性 ,也 就 是 定常 性 , 它 在 科 
学 中 ,也 在 分 形 理论 中 占有 非常 重要 的 地 位 。 

“公理 "方法 的 相对 代价 在 本 章 中 特别 明显 ,此 时 它 的 输出 与 
由 递归 得 到 的 分 形 相 适应 。 例 如 ,研究 具体 情形 的 人 , 若 要 求 维 数 
DD 介 于 1 与 2 之 间 的 平面 分 形 曲 线 ,也 许 会 在 第 26 章 的 中 点 位 移 
方法 和 本 章 描述 的 方法 之 间 举 棋 不 定 。 前 者 不 是 无 袜 皱 的 ,这 是 
一 个 后 者 克服 了 的 缺点 。 使 递归 构造 有 如 此 魅力 的 系列 离散 步 
又, 在 大 多 数 情况 下 反映 在 无 意义 和 不 合意 的 层次 上 。 


在 第 一 章 中 提出 的 论点 , 即 大 自然 中 的 许多 非 光滑 图 形 长 期 
以 来 吸引 着 人 们 的 注意 力 ,这 在 许多 情况 下 是 难以 精确 阐述 的 。 
然而 4 圣 经》 提供 了 两 个 惊人 的 例外 : 

i 大 洋 的 源泉 都 破坏 了 ,而 天 堂 的 窗户 打开 了 ;地 上 的 四 十 
个 日 日 夜 夜 ,雨水 绵 连 不 断 。《 创 世 记 》,6;11 ~ 12。 

eA 那里 引 来 了 整个 埃及 土地 丰收 的 七 年 ,而 在 它们 之 后 将 
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Ba RAMI. (Attic), 41:29 ~ 30. 

不 难看 出 , 诺 亚 的 故事 作为 一 个 寅 言说 明了 中 东 的 两 水 不 均 
fit; ,而 作为 语言 的 约 瑟 的 故事 说 明了 湿 年 和 旱 年 的 趋向 集聚 为 周 
期 性 的 湿 和 旱 。 在 《 论 科 学 中 机 遇 的 新 形式 》 讲 义 中 (没有 公开 ,其 
部 分 梗概 见 Mandelbrot & Wallis 1968 和 Mandelbrot 1973 f) 。 我 用 术 

语 诺 亚 效 应 和 约 瑟 效应 来 对 这 些 故事 取 名 。 

由 可 控制 的 资料 证 实 ,《 圣 经 》 的 “七 和 七 ， "是 诗人 对 实际 生活 
的 过 分 简化 ,而 (不 是 如 此 显然 ) 在 实际 的 尼罗河 记录 中 出 现任 何 
周期 性 都 是 一 种 错觉 。 另 一 方面 ,下 列 事实 是 大 家 公认 的 , 即 尼 罗 
河和 其 他 河流 逐年 的 排水 和 洪水 警戒 线 是 异常 可 靠 的 。 

这 种 可 靠 性 对 许多 学 者 的 强烈 吸引 力 ,就 像 水 坝 的 设计 那样 
生命 依 关 。 然 而 ,长 时 间 以 来 , 它 停 留 在 测量 范围 之 外 ,也 就 是 分 
析 的 范围 内 ,就 像 每 个 领域 取 其 第 一 步 就 进入 统计 学 ,水 力学 首先 
假定 每 条 河流 的 逐次 排水 是 独立 的 ,等 同 于 高 斯 变量 的 分 布 , 即 高 
斯 白 噪声 。 传 统 上 的 第 二 步 假定 马尔 柯 夫 相 关 性 ,然而 ,这 两 种 模 
型 总 体 上 是 不 现实 的 。Mandelbrot 1965 h 实现 了 一 种 突破 , 它 是 基 
于 Hurst 1951,1955 经 验 的 结果 ( 款 斯 特 的 故事 见 第 40 章 )。 


赫 斯 特 现象 ,五 指数 


以 X" (1) 记 一 条 河流 从 第 0 年 开始 到 第 七 年 结束 之 间 累 计 
的 排水 量 。 用 减 去 在 0 年 和 d 年 之 间 的 样本 平均 排水 量 来 调节 ， 
以 及 定义 R(d) 作 为 调节 后 的 X" (1) 当 4 在 0 到 d 范围 内 的 最 大 
和 最 小 值 之 差 。 此 后 , R(d) 就 是 水 库 所 蓄 的 容量 , 它 得 以 保证 所 
述 问 题 在 整个 d 年 中 能 理想 地 工作 。 一 个 水 库 理想 地 工作 就 是 
指 : 它 结束 时 和 开始 时 充 得 一 样 满 ,从 不 变 空 也 从 不 溢出 ,以 及 产 
生 均匀 的 流出 量 。 这 种 想法 显然 是 不 能 实现 的 ,但 是 R(d) 是 水 
库 设计 方法 的 基础 ,由 于 里 普尔 的 工作 , 它 已 被 用 于 阿 斯 旺 高 坝 。 
赫 斯 特 认识 到 人 们 能 用 R(d) 作 为 研究 实际 河流 排水 记录 行为 的 
一 种 工具 。 为 了 方便 起 见 , 他 以 标 度 因子 S(d) 除 R(A) ,并 且 考 
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EL R(d)/S(d)xt d 的 依赖 性 。 

在 年 排水 量 服从 高 斯 白 噪声 的 假定 下 ,因子 S 是 没有 重要 意 
义 的 。 一 个 已 知 的 定理 表明 ,累计 排水 量 X" (i) 近似 于 线 一 线 布 
朗 函 数 B(1)。 因 此 , RCA) IEEE. X* (d) 835975 HR , A X" (d) 
Vd。 由 此 就 得 出 R/SccV d (Feller 1951)。 假 如 年 排水 量 是 不 独 
并 的 ,而 且 是 马尔 可 夫 型 的 , 则 同样 的 结果 也 成 立 。4J 用 有 限 差分 
或 者 假如 其 相关 性 取 为 在 概率 论 或 统计 学 基础 书 中 所 描述 的 任 
何 形式 ,结论 也 同样 成 立 。 

然而 ,此 论据 使 赫 斯 特 得 出 大 大 不 同和 完全 不 期 望 的 结论 , 即 
R/S œ d" , EH 几乎 总 是 大 于 1/2。 尼 罗 河 的 年 排水 量 ( 它 离 独立 
性 最 远 ) 表 明 已 = 0.9。 对 于 圣 劳伦斯 河 .科罗拉多 河和 卢 瓦 尔 河 ， 
H 10.9 fü 1/2 之 间 。 莱 茵 河 是 -条 例外 的 河流 , 它 既 没有 约 瑟 
传奇 ,也 没有 赫 斯 特 现象 ,而 对 于 它 , H = 172 在 经 验 误差 以 内 ,各 
种 数据 均 收 集 于 Mandelbrot & Wallis 1969 b。 


赫 斯 特 噪 声 , 作为 一 种 标 度 噪声 


当 一 种 脉动 或 噪声 X(i) 满 足 R/S cc d", esi dex Rh. X(1) 

托马斯 对 解释 苗 斯 特 现象 提出 了 挑战 ,我 猜想 这 是 标 度 的 一 
种 征兆 。 为 了 以 直观 的 形式 定义 标 度 噪声 ,回想 起 任何 自然 界 的 
脉动 都 能 进行 ,而 且 能 够 听 到 一 一 这 是 术语 噪声 所 暗示 的 。 把 它 
录 下 来 ,并 且 通 过 一 个 扬声器 (例如 在 40Hz 到 14,000Hz 之 间 是 高 
保 真 的 ) 来 听 , 然 后 将 同一 磁带 以 比 常 速 更 慢 或 更 快 的 速度 来 放 。 
一 般 说 来 ,我 们 想象 所 听 到 的 内 容 特性 极 大 地 改变 了 。 例 如 ,小 提 
3E PEE , 听 起 来 就 不 再 像 小 提琴 了 ,而 一 头 鳅 的 叫 声 , 如 果 磁 带 
放 得 足够 快 , 就 从 听 不 见 变 成 听 得 见 。 然 而 ,有 一 类 特别 的 声音 ， 
它 的 性 质 十 分 不 同 ,在 改变 磁带 速度 之 后 ,只 要 调节 音量 ,可 从 扬 
声 器 的 输出 中 得 到 和 以 前 “同样 的 声音 ”。 我 建议 把 这 类 声音 或 品 
声称 为 标 度 的 。 
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Aras was wA... Re 


高 斯 白 噪 声 在 这 些 变换 下 保持 相同 的 模糊 的 哼 声 , 因 此 它 是 
标 度 的 ,但 是 其 他 的 标 度 噪声 可 用 作 构 造 模型 。 


分 数 的 6 方差 


第 21 章 把 随机 函数 的 6 方差 定义 为 在 时 间 增 量 At 时 函数 增 
量 的 方差 (第 25 章 )。 为 了 站 明 赫 斯 特 的 R(d)/S(d)c d" (FP 
H 是 任意 所 希望 的 ), Mandelbrot 1965 h 考察 出 其 充分 条 件 是 积累 
UE X" 是 高 斯 的 , 它 具 有 零 ó 期 望 ,而 oJ 3 TIALUPS ixue 
条 件 唯一 确定 一 个 标 度 的 高 斯 随机 过 程 。 而 且 其 指数 2# 是 分 
数 ,此 单一 的 过 程 就 称 为 (缩减 的 ) 分 数 的 布朗 线 一 线 函数 。 如 要 
详细 了 解 ,可 参见 Mandelbrot & Van Ness 1968, Mandelbrot & Wallis 
1968, 1969 abc; 

从 线 一 线 变 到 线 一 面 的 Bi(1), 作 为 一 种 所 希望 的 替代 定义 
是 这 样 的 :在 以 时 间 为 参数 维 数 为 D = 1/H 的 曲线 之 中 , Byle) 
的 轨迹 只 有 一 条 ,其 增 量 是 高 斯 的 ,关于 任何 平移 是 定常 的 ,因此 
关于 任何 比率 r >0 都 是 “无 裙 皱 的 "和 标 度 的 。 

{i H-12,8 D = 2 产生 普通 的 布朗 运动 , 称 之 为 无 持久 性 
(独立 增 量 ) 的 过 程 。 剩 下 的 Bm 分 成 两 个 明显 不 同 的 子 族 。 什 
1/2« H <1 对 应 于 持久 的 fBm, 它 的 轨迹 是 维 数 D-1/H fE 1802 
之 间 的 曲线 ,而 值 0< H < 1/2 对 应 于 非 持久 的 fBm。 


分 数 积分 微分 


已 经 点 明 的 所 希望 的 ó 方差 尚 需 实施 。 假 如 我 们 从 布朗 运 
动 开 始 ,就 必需 注 人 持久 性 。 标 准 的 方法 是 积分 ,但 是 它 注 人 了 比 
需要 的 更 多 的 持久 性 。 很 幸运 ,存在 一 种 方法 , 它 只 获取 标准 积分 
效果 的 一 部 分 。 当 0< H «1/2 时 ,同样 可 应 用 于 微分 。 这 种 思想 
隐藏 在 数学 家 们 许多 "经典 而 模糊 的 "角落 之 中 。 这 又 回 到 了 莱 布 
尼 茨 (第 41 章 ), 而 由 黎 曼 , 刘 维尔 和 外 尔 所 完成 。 
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作为 背景 ,回想 一 下 微 积 分 。m 是 正 整数 ,把 函数 12 Em 
次 微分 ,变换 为 lr E m 次 积分 , 则 变换 为 <1⁄2+ (在 每 种 
情形 里 都 还 要 乘 -一 个 常数 )。 黎 曼 - 刘 维尔 -外 尔 算 法 把 这 种 变换 
推广 到 其 中 m 不 是 整数 的 情形 ,而 把 1/D - 1/2 阶 的 分 数 积分 微 
分 应 用 于 布朗 运动 就 产生 fBm。 这 样 ,通常 的 布朗 公式 ,即位 移 x 
V 时 间 ,就 代 之 为 位 移 x (时 间 )!2 ,其 中 1/D 41/2, Ril Aw 
达到 了 ! 

有 关 的 公式 由 Mandelbrot & Van Ness 1968 给 出 ,而 在 
Mandelbrot & Wallis 1969 c 以 及 Mandelbrot 1972 f 中 描述 了 (真正 
的 ) 近 似 式 。 

< 这 里 也 还 有 另外 的 复杂 性 和 潜在 的 危险 。 黎 曼 - 刘 维尔 - 
外 尔 算法 包含 一 个 卷 积 ,因此 企图 通过 快速 傅立叶 技术 (fft) 来 执 
行 。 这 种 方法 产生 一 个 周期 函数 ,也 就 是 调节 到 没有 任何 总 趋向 
的 函数 。 在 研究 标准 的 时 间 级 数 时 ,排除 趋向 几乎 毫 无 困难 ,因为 
依赖 性 局 限于 少数 几 项 。 但 在 Bm 的 情形 ,就 与 此 相反 ,排除 趋向 
要 认真 对 付 ,要 到 以 1H - 1/21 增 加 的 程度 ,而 且 可 以 成 为 非常 重 
要 的 。 这 种 效应 将 在 下 一 章 内 (作为 正文 内 容 的 扩充 ) 通 过 比较 各 
种 山脉 图 形 的 方法 来 作 说 明 。 图 28-1 至 图 28-4 是 用 fFt 得 到 的 ， 
它 表明 没有 任何 总 体 倾向 ,因此 模拟 了 山顶 ;而 图 28-8 是 未 走 捷 
径 得 到 的 , 它 显示 了 明显 的 总 体 倾 向 。 

< 如 已 知 ft 的 盈利 经 济 学 ,无 论 怎样 使 用 它们 常常 都 是 最 
好 的 ,但 是 我 们 必须 取 比 所 希望 的 样本 尺寸 更 长 的 周期 ,而 且 当 
H—1 时 ,容许 再 增加 些 耗 费 。B> 


H»V2: 长 (= 无 限 ) 项 持久 性 和 非 周期 循环 


E H> 1/2 的 情形 里 , 函数 Bn(i) 的 主要 性 质 是 其 增 量 的 持 

久 性 取 非 常 特殊 的 形式 : 它 永 远 延 伸 。 因 此 ,在 fBm 和 赫 斯 特 现象 

之 间 的 联系 表明 ,在 河流 排水 量 记 录 中 遇 到 的 持久 性 不 局 限于 很 

短 的 时 间 间 隔 (就 像 在 法 老 部 长 们 办 公 室 里 的 期 限 ) ,而 趋向 于 超 
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过 儿 个 世纪 ( 某 些 是 湿 期 ,而 另 一 些 是 早期 ) 其 至 几 千 年 ,持久 性 的 
强度 由 参数 HE, 

持久 性 非常 明显 地 表现 在 By(1) 的 增 量 图 形 上 和 这 些 增 量 模 
拟 的 年 河流 排水 量 的 图 形 上 。 几 乎 每 个 样本 看 来 近似 地 像 秋 加 在 
如 下 背景 上 的 “随机 噪声 ”, 即 不 论 样 本 的 周期 怎样 ,已 经 完成 了 好 
几 个 循环 ,然而 ,这 些 循环 并 不 是 周期 的 , 即 不 能 作为 样本 长 度 外 
插 。 此 外 ,常常 见 到 一 种 基本 的 倾向 , 即 不 需要 连续 外 插 。 

由 于 经 济 学 中 常常 观察 到 类 似 行为 ,而 加 强 了 对 上 述 例子 考 
察 的 兴趣 。 经 济 学 家 喜欢 把 任何 数据 集 分 解 为 一 种 倾向 ,一些 循 
环 和 噪声 。 这 种 分 解 意味 着 帮助 了 解 基本 的 机 理 ,而 fBm 的 例子 
前 明了 倾向 和 循环 可 能 是 由 于 无 意义 的 噪声 引起 的 。 

< 插值 ” 当 普 通 布朗 函数 BUER Z 11 ,1t,,…( 不 一 定 是 等 
aia add B (i) de xx $E J 29] 2 lB) BJ) Rt d (B 48 

o Ra, EL 5, 6, a] EAE 6 MKT By TE AG. EY 
" 在 所 有 Hx 1/2 的 情形 中 , 则 完全 相反 , By(i) 的 插值 是 非 线 
性 的 , 它 依赖 于 一 切 如 和 一 切 Bg(i)。 当 tm tj DRT , By (tn) 
的 影响 就 慢 慢 地 减 小 。 因 此 , B, 的 插值 可 作为 整体 来 描述 。 在 第 
26 章 考 察 的 随机 中 点 位 移 曲线 ,其 行为 非常 不 同 ,因为 在 某 些 时 
间 间 隔 上 其 插值 是 线性 的 ,这 是 两 种 过 程 之 间 最 重要 的 差别 。B> 


函数 和 零 集 的 D 


增 量 的 持久 性 和 以 下 事实 是 同 义 语 , 这 个 事实 是 By(1) 的 图 
形 在 所 有 尺度 上 都 比 普 通 布朗 图 形 B(:) 要 规则 一 些 , 这 可 表示 为 
HEME 2-H, MENSRERE 1-H 


H»1/2: 分 数 布朗 轨迹 


当 我 们 转向 二 维 向量 值 By(1) 时 ,要 寻求 那 种 在 所 有 尺度 上 
其 方向 都 倾向 于 持久 的 运动 ,持久 性 包含 了 一 种 相当 强烈 的 倾向 
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(但 不 是 -- 种 义务 ) ,要 避免 自 相 交 。 因 为 我 们 在 本 书 中 也 要 求 保 
持 自 相似 性 ,我 们 假定 坐标 函数 X, CL) RE Yu CO REPE yE h BH 
线 一 线 时 间 了 艺 数 ,在 统计 上 与 同一 参数 无关。 用 这 种 方法 ,我 
们 得 到 了 一 条 分 数 布朗 线 一 面 轨迹 (图 27-1)。 

其 分 维 是 D = 1/H; 它 至 少 是 1/1 = 1, 就 像 是 一 条 曲线 ,而 最 
多 是 1/(1/2) =2。 这 后 一 种 结果 表明 , Br(:) 的 轨迹 填 满 平面 的 
“稠密 性 "要 比 普 通 布朗 轨迹 少 些 。 为 证 实 这 种 论点 ,下 面 分 别 考 
察 有 界 和 无 界 的 轨迹 。 

H 对 有 界 轨迹 的 作用 是 一 阶 的 ,对 > 1/2 RR H = 1⁄2 Bl 
样 ,-… 条 有 界 的 布朗 轨迹 是 一 张 穿 有 无 限 个 孔隙 的 分 形 网 。 有 强 
烈 启发 性 的 研究 表明 ,该 孔隙 的 面积 满足 Pr(U>w)xu-?E= 
ul, 

还 有 ,我 从 经 验 调查 研究 了 当 变 化 D 时 有 界 轨迹 的 边界 , 寻 
找 对 在 布朗 运动 里 观察 到 的 值 4/3 有 何 偏离 (这 是 图 25-2 所 指出 
的 )。 结 果 没 有 找到 明显 的 偏离 ! 

男 一 方面 ,无 界 轨迹 在 定性 上 受到 H 的 影响 。 当 一 条 轨迹 在 
时 刻 0 从 0 点 出 发 时 , 它 回 到 围绕 O 点 的 小 单元 的 期 望 数 对 布朗 
原型 是 无 限 的 ,但 当 H > 1⁄2 FFE 8 ERR. < B URS REL 


N LOI (E BE 25 章 中 导出 ) 当 H = L2 BERGE EH» 172 


BS S e ARSE PERLE — b k LAY, RB 
有 腔 隙 ,但 要 稠密 地 覆盖 几乎 不 能 达到 。 又 加 点 阵 的 数目 当 万 接 
WF 1 时 是 小 的 ,而 对 H = 1/2 则 要 增 至 无 穷 。 


H «V2: 非 持久 的 分 数 布朗 运动 


34 0< H <1⁄2 时 ,分 数 布朗 运动 产生 非 持 久 函 数 和 轨迹 。 所 
谓 非 持久 的 ,就 是 趋向 于 经 常 返回 到 出 发 点 ,因此 它 比 布朗 对 应 物 
V WEN. 
公式 D=1/H X E> 1/H 时 才 有 效 。 当 < 1/H( 特 别 是 
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对 平面 情形 E =2) ,分 维 就 达到 最 大 可 能 的 值 , D = EE。 我 们 还 记 
得 布朗 轨迹 的 最 高 可 能 维 数 是 D =2, 但 此 最 大 值 仅 当 EZ2 时 被 
实现 。 当 压缩 为 EE=1 的 直线 时 ,布朗 轨迹 必须 适应 于 D = 1,24 
H = 1/3, fBm 轨迹 勉强 填 满 该 通常 的 三 维 空间 。 

回 到 平面 E =2。 维 数 分 析 证 明 , H < 1/2 的 无 界 轨迹 几 近 必 
然 无 限 次 地 访问 任意 指定 的 点 。 因 此 ,与 B(1) 的 情形 (B(i) 不 能 
度量 出 D = 2 所 期 望 的 那些 性 质 , 并 且 笛 密 地 而 不 是 完全 地 填 满 
平面 ) 相 反 , 只 要 1/ 玉 超过 2, 就 达到 完全 填 满 的 目的 。 为 了 证 明 
Br(i) 几 近 必 然 无 限 次 回 到 它 的 出 发 点 ,回想 第 25 章 返 回 时 刻 的 
维 数 是 1 - 2H, A4 H «1/2 时 是 正 的 。 这 个 论点 可 延伸 到 除 0 
以 外 的 点 。 这 样 ,无 界 分 数 布朗 轨迹 (H<1/2) 与 边 为 1 的 方块 的 
交 是 单位 面积 。 

有 界 轨迹 是 一 张 带 有 和 孔隙 的 网 ,但 有 正面 积 。( 隐 藏 于 第 15 
WE) 


河流 排水 的 分 数 布朗 模型 ， 动 机 ” 


再 有 ,引入 By 的 原始 动机 隐藏 于 这 些 几何 学 家 的 个 人 经 验 
之 中 , 即 数学 和 图 形 学 的 技巧 很 可 能 适用 于 这 类 经 验 。 我 打算 指 
明 , 虽 缺 乏 热切 动机 但 吻合 和 工作 得 很 好 的 模型 ,总 比 虽 有 很 好 的 
动机 但 缺乏 吻合 的 模型 要 好 得 多 。 但 是 ,科学 家 们 却 两 者 都 要 。 
十 分 遗憾 , 按 我 的 观点 看 ,现在 的 “阐述 "是 设计 出 来 的 , 它 比 解释 
事实 还 缺乏 说 服 力 。 

为 了 了 解 河流 的 逐年 排水 量 为 什么 是 互相 依赖 的 ,我 们 首先 
考虑 从 一 个 季度 输送 到 下 一 个 季度 天 然 蓄 水 池 中 的 水 量 。 然 而 ， 
天 然 著 水 池 产 生 记录 的 短期 光滑 性 ,而 最 好 能 引进 短期 持久 性 。 
从 长 期 观点 看 ,累计 排水 量 的 图 形 在 “效果 上 ”( 如 第 3 章 所 定义 
的 ) 是 连续 的 ,其 维 数 等 于 3/2。 

再 进一步 ,许多 作者 比 我 更 多 地 准备 求助 于 过 程 的 总 层次 ,每 
个 过 程 有 它 自 己 不 同 的 尺度 。 在 最 简单 的 情形 里 ,贡献 是 可 加 的 。 

311 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


58 — 4 BCE BRR AY ND Ee GC UIT TE 4k 08. 
三 个 分 量 是 气候 的 变化 ,如 此 等 等 。 

不 幸 的 是 ,无 限度 的 持久 性 要 求 无 限 个 分 量 ,而 模型 就 要 以 无 
限 多 的 参量 告终 。 剩 下 的 就 是 必须 说 明 为 什么 各 种 贡献 之 和 是 标 
度 的 。 

现在 来 讨论 把 一 个 函数 (相关 的 ) 写 成 无 限 项 指数 之 和 ,我 花 
费 了 许多 时 间 才 指出 ,要 表明 此 和 式 是 双 曲 的 并 不 比 说 明 为 什么 
原始 曲线 是 双 曲 的 更 容易 ,同时 说 明 祈 祷 可 能 的 原因 只 有 魔术 ( 非 
科学 的 ) 的 价值 ,只 要 它 保持 空 的 。 因 此 ,很 高 兴 发 现 与 我 并 肩 工 
TERI 88 MB E - 麦克斯韦 ; 见 第 41 章 的 标 度 变换 :恒久 而 古老 的 万 灵 
药 。 

当然 ,实际 的 水 力学 工程 师 能 对 每 个 过 程 都 强加 有 限 个 外 界 
限 ,它们 具有 最 长 工程 规划 范围 的 数量 级 。 


其 他 的 标 度 噪声 1/f 噪声 


形式 定义 ”一 个 噪声 X(1) 称 为 标 度 的 ,假如 XX 本 身 或 者 它 
的 积分 或 微分 (如 果 需 要 可 以 是 多 重 的 ) 是 自 仿 射 的 ， 也 就 是 ,假如 
X(t) 在 统计 上 全 等 于 在 时 间 上 压缩 , 缕 之 在 强度 上 相应 变化 所 作 
的 变换 。 这 样 ,必须 存在 一 个 指数 a > 0, 使 得 对 每 个 h>0, X(t) 
在 统计 上 恒 等 于 h-“X( 及 )。 更 加 一 般 地 ,特别 当 ; 为 离散 的 情 
JE FR X(t) 为 渐 近 标 度 ,假如 存在 一 个 慢 变 量 函 数 L(h), 使 得 
hL '(h)X (h) hoo tii I8] — 4 38 ER (e 

这 个 定义 要 求 校 核 X CL) RV h "X (I) 8E — PRE RE IX 
样 , 标 度 水 远 不 能 由 经 验 科学 来 证 明 , 在 大 多 数 例子 里 , 标 度 性 质 
是 从 单个 试验 中 推断 出 来 的 , 它 仅 仅 涉及 了 同一 事物 的 一 个 方面 ， 
例如 间 孙 长 度 (第 8 章 ) 的 分 布 或 者 赫 斯 特 的 R/S。 

4 最 广泛 使 用 的 标 度 试验 基于 谱 。 一 个 噪声 是 谱 标 度 的 , 假 
如 它 度量 的 谱 密度 在 频率 f 处 具有 形式 1/f5, 其 中 8 是 正 指数 。 
当 8 充分 接近 于 1 使 之 满足 1/f 5 能 简 记 为 1/f 时 ,就 作为 “1/f 品 
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B» 
” ”许多 标 度 噪 声 在 其 本 身 的 领域 中 有 着 明显 的 含义 ,而 它们 的 
普遍 性 质 是 一 种 值得 注意 的 事实 。 = 


图 27-1 27-2 


图 27-1 和 图 27-2. 分 数 布 朗 轨 迹 ( 维 数 D ~1.1111, D~ 1.4285) 

图 27-1 构造 了 在 统计 上 自 相似 的 分 形 曲线 ( 九 = 1/0.9000=1.1111) 的 例 
子 。 它 的 坐标 函数 是 独立 的 分 数 布朗 函数 ,其 指数 H=0.900,CRATA 
瑟 效 应 对 尼罗河 的 作用 。 事 实 上 ,HH 接近 于 1 但 还 不 足以 防止 自 相交 ,而 是 
强迫 曲线 的 “倾向 "在 任何 所 参与 的 方向 上 要 持久 ,因此 极 大 地 阻止 它们 相 
交 。 把 复杂 曲线 想象 为 大 .中 ,小 卷 团 的 簿 加 ,这 可 说 成 在 高 度 持久 性 和 维 数 
接近 于 1 的 情形 ,小 卷 图 勉强 可 见 。 

图 27-2 使 用 了 同样 的 计算 机 程序 ,但 D 二 1/0.7000 二 1.4285。 伪 随机 源 
是 不 改变 的 ,因此 全 部 形状 可 识别 。 但 是 DD 值 增加 后 就 增加 了 小 卷 图 的 相 
对 重要 性 ,而 减少 了 中 卷 围 的 重要 程度 。 前 图 中 看 不 清 的 细部 就 显得 非常 明 
显 了 。 - 
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第 28 章 地 形 和 海岸 线 


这 - 章 的 开头 展示 了 完全 属于 人 工 的 图 画 , 即 仿造 的 地 图 以 
及 山脉 和 岛屿 的 照片 ,打算 表明 像 阿尔 插 斯 那样 的 山脉 在 实用 上 
可 以 用 一 级 近似 ( 即 适当 选取 由 布朗 机 遇 支 配 的 分 形 曲面 ) 来 模 
拟 。 最 后 ,我 们 会 遇 到 一 个 可 以 觉察 到 的 大 自然 图 象 的 模型 :海岸 
线 , 本 书 用 它 开 头 ,但 一 直 回 避 至 今 。 

山脉 的 表面 是 标 度 形状 ,这 个 概念 是 我 们 的 出 发 点 。 这 是 新 
思想 吗 ? 当然 不 是 ! 虽然 在 科学 上 从 未 阐明 和 探索 过 ,但 在 文学 
上 却 是 普遍 的 。 作 为 例子 ,增加 一 段 第 2 章 开头 的 摘录 , 读 一 段 
E. 温 伯 的 《攀登 阿尔 卑 斯 山 (1860 ~ 1869) ) , 38 88 页 上 写 道 :“ 这 是 
值得 注意 的 ,……… 兰 石 …… 的 碎片 …… 常 常 出 现 悬 崖 (由 此 断裂 出 
碎片 ) 的 特征 形状 ,为 什么 山脉 的 总 体 就 不 能 有 或 多 或 少 的 均匀 性 
呢 ? 产生 小 形状 的 原因 和 形成 大 形状 的 原因 是 相同 的 :同样 的 影 
响 正在 起 作用 一 一 同样 的 霜 和 雨水 给 出 的 总 体 的 形状 和 它 的 部 分 
形状 相同 。” 

我 们 不 需要 采用 温 伯 在 文学 上 诗 中 的 看 法 来 同意 他 那 值得 探 
索 的 结论 。 在 这 一 章 , 易 于 处 理 的 数学 环境 内 ,我 所 做 的 是 我 能 想 
到 的 :布朗 曲面 和 分 数 布朗 曲面 。 

其 至 用 我 的 第 一 个 分 数 布朗 山 的 模拟 (图 7-20 至 图 7-24) X: 
“眼见 为 实 "。 随 着 图 形 学 的 质量 开始 改进 ,地 形 的 质量 也 改进 了 。 
但 是 最 后 ,模型 和 我 们 的 经 验 之 间 的 差别 非常 明显 ,因此 必须 引进 
新 的 模型 ,这 将 在 下 一 章 里 看 到 。 


在 平坦 地 球 上 的 布朗 地 形 (Mandelbrot 1975 w) 


我 们 用 垂直 截面 的 方法 来 研究 地 形 。 就 像 在 第 4 章 和 图 25-1 
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”or 


所 指出 的 那样 ,本 书 的 源泉 之 一 是 由 Mandelbrot 1963 e 报道 的 一 种 
感受 , 即 标 度 的 随机 行走 是 一 个 山脉 横断 面 的 粗略 的 一 阶 近似 。 
因此 我 寻找 一 种 随机 曲面 , 它 的 垂直 截面 是 布朗 线 一 线 函 数 。 统 
计 模 型 的 建筑 师 的 工具 箱 里 没有 这 类 曲面 ,只 好 把 稍 带 模糊 的 代 
用 品 也 提 上 来 使 用 了 。 

它 就 是 点 的 布朗 面 一 线 函 数 ,就 像 在 Levy 1948 中 定义 的 
B(P)。 为 了 在 短期 面 晤 中 就 熟悉 它 ,并 且 具 体 地 应 用 它 , 没 有 别 
的 替代 办 法 ,只 有 小 心地 考察 图 28-1 和 图 28-2 上 的 实际 模拟 。 
该 布朗 虚构 景色 具有 分 形 维 数 D =5/2, 而 它 的 确 比 大 多 数 地 球 的 
地 形 更 粗糙 。 

因此 这 是 一 个 需要 返工 的 粗糙 模型 。 而 不 是 一 次 漂亮 的 向 前 
跳远 ! 

警告 : 不 要 与 布衣 片 混 淆 ”布朗 运动 的 变种 可 无 止境 她 增 
加 ,而 专门 术语 却 很 少 。 这 里 用 到 的 布朗 面 一 线 函 数 不 要 与 布朗 
片 相 混淆 。 后 者 是 完全 不 同 的 过 程 , 它 沿 坐标 轴 消失 而 且 明 显 地 
是 各 向 同性 的 。 见 Adler 1981 ,特别 是 其 中 第 185 页 和 第 186 页 上 
的 图 示 说 明 。 


布朗 地 形 的 海岸 线 


让 我 们 停 一 下 ,以便 校 核 海洋 海岸 线 研究 的 进程 , 那 时 把 海岸 
线 定义 为 零 集 : 位 于 洋 面 上 的 点 ,包括 位 于 近海 岛 同 上 的 点 。 图 
28-10 上 的 布朗 海岸 线 是 我 首次 遇 到 的 具有 下 列 特性 的 曲线 :(a) 
没有 自 相 交 ,(b) 特别 没有 自 接触 ,(c) 其 分 维 显然 大 于 1,(d) 是 
各 向 同性 的 。 一 个 最 近 的 变种 见 图 28-6 和 图 28-7。 

更 精确 地 说 ,其 维 数 是 3/2。 此 值 较 图 5-5 上 理 查 森 的 最 大 值 
还 要 大 ,布朗 海岸 线 的 适用 性 是 有 局 限 的 。 这 使 我 们 想起 北 加 拿 
大 ,印度尼西亚 ,也 许 还 有 西 苏格兰 和 爱 琴海 ,以 及 可 能 适用 的 许 
多 其 他 例子 ,但 肯定 不 是 全 体 。 因 为 由 理 查 森 的 数据 资料 ,期望 任 
何 -个 也 普 适 地 应 用 总 是 愚 吉 的 。 
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p> sk 


产生 一 个 布朗 地 形 (Mandelbrot 1975 c) 


很 遗憾 , 维 数 D =5/2 的 简单 布朗 地 形 和 维 数 D = 3⁄2 的 海岸 
线 是 不 够 的 ,因为 它们 容易 计算 出 来 。 的 确 ,布朗 函数 是 “ 泊 松 "地 
形 的 最 佳 近似 ,后 者 是 由 独立 的 矩形 断层 琶 加 起 来 而 造成 的 地 形 ， 
水 平 的 高 原 沿 一 条 随机 选择 的 直线 断裂 。 然 后 构成 陡 壁 两 边 上 的 
水 平 线 之 差 也 随机 选择 :例如 以 等 概率 取 e 1, 或 按 高 斯 分 布 。 然 
后 全 部 重新 开始 ,并 在 第 阶段 里 除 以 Yk (这样 就 使 得 每 个 各 别 的 
汗 辟 与 其 他 陡 壁 的 累计 之 和 相 比 ,在 大 小 上 是 可 以 忽略 的 )。 

把 上 述 步骤 无 限 继 续 下 去 的 结果 ,就 刚好 概括 出 通常 的 随时 
间 的 泊 松 过 程 。 不 需要 再 作 数 学 上 或 物理 上 的 详 述 ,我 们 就 能 看 
到 ,这 种 论述 至 少 抓 住 了 构造 发 展 的 一 种 形式 。 

由 于 这 种 机 理 的 简单 性 ,得 到 安奈 的 是 ,相信 在 某 些 很 早 和 很 
特殊 的 各 种 事件 的 “标准 "状态 里 ,地 球 到 处 都 有 D = 5/2 的 布朗 
地 形 。 但 为 了 讲述 下 一 节 ,本 论题 必须 到 此 终止 。 


布朗 地 形 的 全 局 效应 


莱 维 发 现 ,布朗 空间 一 线 函数 具有 一 种 初 见 时 使 和 吃惊 的 性 
质 以 及 具有 一 种 非常 直接 、 实 用 的 含义 。 随 便 说 ,该 性 质 断 言 , 布 
朗 地 形 的 不 同 部 分 决 不 是 统计 上 独立 的 。 因 此 ,为 了 在 布朗 面 一 
线 函数 里 嵌入 布朗 线 一 线 函 数 ,必定 要 放弃 一 种 形式 ( 它 至 今 仍 是 
布朗 机 遇 的 独特 长 处 ) :部 分 独立 性 。 

考察 分 别 位 于 该 地 形 子午 线 截面 东 面 和 西 面 的 两 点 。 沿 着 子 
午 线 ,地 形 是 布朗 线 一 线 函 数 ,因此 在 不 同 点 上 的 “斜率 "是 独立 
的 。 此 外 ,可 以 期 望 子 午 截面 以 下 述 方式 充当 屏幕 的 作用 ,在 东 面 
点 的 地 形 情况 不 会 影响 到 在 西 面 点 的 地 形 分 布 。< 假 如 发 生 这 种 
情形 ,地形 应 是 马尔 科 夫 的 。 事实 上 , 西 面 的 点 影响 到 东 面 的 
点 ,意味 着 生长 过 程 必然 包含 了 很 强 的 总 体 依赖 性 。 
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这 种 依赖 性 表示 布朗 曲面 比 布朗 线 一 线 函 数 更 难 构造 。 第 
25 章 的 随机 中 点 位 移 过 程 (在 第 26 章 和 第 27 章 中 已 经 阐明 它 不 
能 扩大 到 分 数 布朗 线 一 线 函数 ) 也 不 能 扩大 到 普通 布朗 一 线 函 数 。 
就 是 说 ,不 能 如 此 进行 下 去 :首先 把 此 函数 约束 于 粗 的 网 格 上 , 然 
后 在 每 个 格子 内 ( 它 与 其 他 格子 是 独立 的 ) 填 满 它 的 值 。 也 不 可 能 
一 层 一 层 地 构造 :首先 对 x =0, 然 后 对 x = e TATE x < 0 的 值 ,再 
对 x 22e 而 不 管 x <e 的 值 ,等 等 。 

更 为 一 般 地 ,每 种 有 希望 很 容易 一 步 一 步 地 把 布朗 线 一 线 函 
数 推广 到 “多 维 时 间 ” 的 算法 ,就 不 可 避免 地 要 产生 出 一 个 函数 , 它 
在 分 类 法 上 不 同 于 所 希望 的 。 

就 像 本 章 最 后 一 节 要 提 到 的 ,在 模拟 中 我 参与 修改 了 难 办 的 
理论 定义 的 措辞 ,所 用 的 方法 是 已 知 误差 项 的 逐次 近似 。 但 我 不 
能 担保 ,由 于 读本 书 较 早 版 本 而 受 激励 的 人 是 否 也 已 加 入 到 我 们 
现在 的 游戏 中 来 。 


球面 上 的 布朗 地 形 


下 面 设 地 球 地 形 的 基准 面 是 球面 。 很 幸运 ,相应 的 布朗 球 一 
线 函 数 Bo(PP) 也 已 经 由 我 的 良友 所 提供 : 见 Lavy 1959。 这 是 容易 
描述 的 ,是 有 趣 的 ,甚至 是 很 有 意义 的 ,但 我 们 将 看 到 这 也 不 是 很 
现实 的 ,因为 太 多 地 预言 海岸 线 具有 维 数 D = 3/2, 这 是 一 个 严重 
缺陷 。 

Bu(P) 最 简单 的 定义 是 使 用 噪声 理论 的 术语 ,我 们 不 能 停 下 来 
作 这 种 定义 ,但 许多 读者 都 是 熟悉 的 。 在 球面 上 铺 一 层 高 斯 白 噪 声 
的 毯子 ,而 Bo(P) 是 沿 着 以 P 为 中 心 的 半球 面 上 白 噪声 的 积分 。 

在 小 于 6 的 角度 以 内 , Bo(P) 看 来 非常 像 布朗 面 一 线 函 数 ， 
然而 从 整体 看 却 不 是 的 。 

例如 , Bo(1) 具 有 明显 的 性 质 , 即 当 P 和 P' 是 球面 上 的 相对 点 
时 ,其 和 式 BAP) + Bo(P') 与 P 和 P' 无 关 。 的 确 ,此 和 式 简单 说 
就 是 白 噪声 ( 它 用 于 构造 Bo(P)) 在 整个 球面 上 取 的 积分 。 
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这 样 ,在 P RAO AK E BOSE TE A P' 处 的 每 一 个 大 
洞 ,这 种 分 布 有 一 个 与 基准 面 的 中 心 不 相 同 的 重心 ,但 它 几 乎 不 能 
成 为 稳定 的 平衡 位 置 。 可 是 不 必 担 心 : 它 是 从 静 力 不 稳定 性 中 拯 
救出 来 的 (因此 它 早 就 从 模型 中 开除 出 去 ) ,这 要 感谢 地 壳 均衡 理 
论 。 该 理论 认为 地 球 上 近似 固体 的 外 壳 在 海洋 的 最 深 处 非常 薄 ， 
而 在 最 高 的 山脉 之 下 又 非常 厚 ,通过 与 地 球 同心 并 画 在 离 海 洋 的 
最 深 点 往 下 一 点 的 地 方 的 一 个 球面 几乎 把 外 壳 二 等 分 。 如 同意 如 
下 的 观点 , 即 一 座 山脉 的 看 得 见 的 顶峰 必定 总 是 与 其 见 不 到 的 根 
(在 参考 球面 下 ) 相 连接 的 , 则 对 Bo(P) + Bo( P') 是 常量 就 不 会 惊 
奇 不 已 ,但 它 不 定 推 出 严重 的 静 力 不 平衡 。 


布朗 非洲 长 刀 和 美洲 豹 


上 面 的 布朗 地 形 的 变种 与 证 据 吻合 得 怎样 ?以 当今 的 大 陆 和 
海洋 为 基础 ,D 是 错误 的 ,因此 吻合 性 很 差 。 

男 一 方面 ,平坦 的 大 地 构造 学 (大 陆 撕 裂 和 漂移 的 理论 ) 提 出 在 
原始 的 地 球 上 进行 适当 的 试验 ,认为 它 出 现 于 两 亿 年 以 前 。 但 这 种 
根据 较为 脆弱 ,在 这 种 情形 里 看 来 试验 要 失败 。 魏 格 纳 告诉 我 们 
(而 且 他 的 理由 已 被 接受 ,例如 , 见 Wilson 1972), 有 一 次 大 陆 连 接 在 

图 28-9 的 地 形 好 像 非洲 大 刀 - 样 , 它 是 一 堆 陆 地 ,到 处 被 帘 
阔 的 海湾 弄 得 凹凸 不 平 。 但 是 初 看 上 去 好 像 陷 人 错误 之 中 。 它 倾 
向 于 过 分 强调 非常 大 尺度 的 细节 ,这 是 由 球面 几何 学 与 下 列 事实 
的 组 合 而 引起 的 , 即 在 球面 上 布朗 的 相关 性 法 则 涉及 一 个 角度 小 
于 60 的 很 强 的 正 相关 性 ,以 及 介 于 相对 点 之 间 的 很 强 的 负 相 关 
性 。 在 将 注意 力 更 为 集中 于 比较 局 部 的 特性 的 第 二 次 观察 时 ,就 
使 吻合 性 损坏 了 ; 当 角度 小 于 30( 璧 如 说 ) 时 ,球面 上 的 布朗 海岸 
线 变 得 与 平面 上 的 布朗 海岸 线 不 能 区 别 了 。 后 者 的 所 有 缺点 都 浮 
回 到 曲面 上 。 

一 个 分 形 片 , 它 的 高 度 函 数 与 上 面 的 非洲 长 刀 相 同 ,但 是 具有 
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半 个 半径 数量 级 的 尺度 ,看 上 去 好 像 是 外 行星 的 一 个 不 规则 的 月 
JE. 与 图 2-1, 图 2-2 及 图 2-3 HR, CRA TITE LRR 
货船 相伴 ,因此 它 的 D 只 是 不 规则 性 的 度量 ,而 不 是 支离破碎 性 
的 度量 。 


平坦 地 球 上 的 分 数 布朗 地 形 (Mandelbrot 1975 w) 


上 面 两 个 关于 地 形 的 布朗 模型 都 有 个 麻烦 , 即 D = 3⁄2 对 于 
海岸 线 来 说 是 太 高 了 。 因 此 ,为 寻求 -- 种 能 更 广泛 地 适用 的 模型 ， 
却 尝 到 了 一 种 没有 料 到 的 味道 。 早 在 第 5 章 和 第 6 章 就 确定 D» 
1 ,我们 就 开始 寻找 各 种 方法 强迫 D 提高 到 超过 1。 现 在 又 必须 把 
D 压缩 到 3/2 以 下 。 为 了 得 到 不 太 粗 糙 的 海岸 ,我 们 必须 有 不 大 
粗糙 的 地 形 和 不 太 粗 糙 的 垂直 截面 。 

很 幸运 ,前 一 章 为 我 们 作 了 很 好 的 准备 ,为 了 取得 垂直 截面 的 
模型 ,我 把 布朗 线 一 线 函 数 以 它 的 分 数 的 变种 来 代替 ,具有 这 种 截 
面 的 随机 面 一 线 函 数 By(P) 的 确 存 在 。 其 曲面 的 D 是 3- H 
(Adler 1981), 而 是 水 平 线 和 垂直 截面 的 D 是 2- H. 

因此 ,对 经 验 数据 可 能 要 求 的 任何 维 数 的 模型 建立 和 模拟 都 
不 再 存在 任何 困难 了 。 

确定 D ” 理 查 森 的 数据 (第 5 章 ) 使 得 我 们 期 望海 岸 线 维 数 
“典型 的 "在 1.2 左右 ,而 地 形 的 维 数 在 2.2 左右 。 因 此 我 们 能 够 
以 很 有 效 的 H 20.8 作为 满足 图 28-3 和 图 28-4 的 值 。 然 而 ,对 地 
球 的 特殊 区 域 需 要 考虑 其 他 的 值 。D —2.05 左右 的 值 说 明 由 非常 
慢 变 的 分 量 所 支配 的 地 形 , 当 该 分 量 是 大 斜率 ,其 地 形 就 是 一 张 倾 
斜 而 四 凸 不 平 的 桌子 ,其 海岸 线 与 直线 的 差别 就 是 极 不 规则 性 。 
在 顶峰 附近 ,其 地 形 是 一 个 站 三 不 平 的 锥 体 , 而 海岸 线 是 一 条 极 不 
规则 的 卵 形 线 。 

D 接近 于 3 的 地 形 也 潜在 地 是 有 用 的 ,但 很 难以 有 用 的 形状 
来 说 明 。 观 察 一 下 图 28-16 就 足够 了 , D 接近 于 3 的 海岸 线 使 人 
联想 到 一 块 淹没 的 冲积 平原 。 因 此 一 切 万 值 都 将 在 统计 模型 建 
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筑 师 的 工具 箱 里 找到 它 的 位 置 。 


宇宙 学 原理 


第 22 章 的 宇宙 学 原理 能 够 用 地 形 的 术语 来 重新 描述 。 强 宇 
宙 学 原理 联合 了 定常 性 和 各 向 同性 的 概率 论 概 念 。 因 此 在 平坦 大 
地 上 的 地 形 Z(x,y) 可 说 成 是 强 宇宙 学 的 ,假如 产生 地 形 的 法 则 
在 每 个 参考 系 (其 原点 (xo,yo,z0) 满 足 zo=0 而 z 轴 是 垂直 的 ) 中 
都 相同 。 特 别 地 , 当 变化 xo 和 ye 以 及 旋转 水 平 轴 时 ,上 述 法 则 必 
须 保 持 不 变 。 我 的 在 平坦 大 地 上 的 布朗 地 形 和 它 的 分 数 形式 ,两 
者 都 不 满足 此 原理 。 

但 是 它们 满足 一 个 “有 条 件 的 "形式 ,其 中 原点 被 限定 于 满足 
Z0 二 B( xo, yo) ,这样 它 就 位 于 地 球 的 表面 。 

用 定常 过 程 来 拟 合 地 形 的 企图 已 经 实现 了 。 即 以 规则 的 点 阵 
覆盖 z = 0 平面 ,把 不 同 点 阵 单元 内 的 高 度 取 为 独立 的 随机 变量 。 
这 种 模型 不 能 说 明 本 章 中 考察 过 的 任何 标 度 定律 。 

在 球面 地 球 上 的 布朗 地 形 满足 强 形式 的 宇宙 学 原理 ,这 就 实 
际 上 处 理 了 地 球 的 大 部 分 , 强 形 式 是 更 为 有 用 的 ,何况 ,条 件 形式 
成 立 ,在 处 理 局 部 效应 时 它 更 加 完善 。 


水 平面 


对 位 于 离 地 球 表面 有 限 距 离 的 观察 者 来 说 ,水 平面 是 由 沿 着 
周围 各 个 方向 最 大 表 观 高 度 未 遮 去 的 点 所 构成 的 。 

当地 形 是 在 圆 球状 地 球 上 的 一 个 扰动 ,水 平面 显然 就 在 离 观 
察 者 的 有 限 距离 处 。 

当地 形 是 在 平坦 的 水 平平 面 上 布朗 的 或 分 数 布朗 的 扰动 ,水 
平面 的 存在 就 不 明显 了 :每 座 山 可 能 在 一 座 更 高 的 山 背 后 隔 一 段 
距离 ,等 等 ,直至 无 穷 。 实 际 上 ,位 于 距 观 察 者 距离 R 的 一 座 山 具 
有 R" 级 的 相对 高 度 , 所 以 它 的 表 观 高 度 的 切线 在 水 平面 以 上 的 度 
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数 上 大 约 是 RH-l WL Ro 时 趋 于 0。 因 此 再 次 定义 水 平面 。 

为 了 获得 进一步 的 了 解 ,把 从 观察 者 到 水 平面 的 距离 除 以 它 
的 平均 值 。 在 平坦 的 地 球 上 ,这 个 函数 与 观察 者 的 高 度 是 统计 独 
立 的 ,而 在 球形 的 地 球 上 , 则 相反 , 当 观察 者 离 得 更 高 时 ,水 平面 趋 
于 一 个 圆 。 还 有 ,平坦 地 球 水 平面 位 于 通过 观察 者 的 一 个 平面 之 
上 ,后 者 与 观察 者 高 度 相 独立 。 但 是 ， 假如 观察 者 是 足够 高 的 , 球 
形 地 球 的 水 平面 却 落 在 那样 平面 之 下 。， 总 之 ,从 观察 到 的 水 平面 
的 性 质 ,证 实 了 地 球 是 球形 的 ,相反 的 结论 应 该 毁灭 了 。 


地 球 地 形 的 分 数 布朗 模型 ， 推 动力 ” 


照例 ,人 们 会 惊奇 ,为 什么 以 简易 为 优点 选择 的 模型 确证 了 如 
此 有 吸引 力 的 应 用 性 。 我 曾 建 议 ,但 还 不 能 断定 它们 是 可 信服 的 
(第 42 章 )。 

« 首先 ,能 像 对 B(P) 那 样 来 构造 By(P), 即 把 矩形 断层 又 
加 起 来 (Mandelbrot 1975 f) ,然而 ;断层 的 剖面 必须 不 再 是 很 陡 的 县 
上 岩 : 当 接近 断层 时 其 斜率 必须 增加 。 很 可 翡 ,这 种 合适 的 剖面 是 设 
计 出 来 的 ,所 以 这 不 是 一 种 好 方法 。 

< 似乎 选择 由 一 个 布朗 模型 开始 更 好 ,然后 试 着 减少 维 数 。 
就 像 在 第 27 章 对 河流 所 做 的 那样 。 排 除 局 部 光滑 性 ,把 一 个 面积 
无 限 的 曲面 变换 为 面积 有 限 的 曲面 。 另 一 方面 , 它 保留 大 部 分 特 
性 不 受 影响 。 因 此 ,局 部 光滑 性 把 在 一 切 尺度 上 具有 同样 确切 维 
数 的 对 象 替换 为 这 样 的 对 象 , 其 总 体 效果 的 维 数 是 5/2, 而 局 部 效 
果 的 维 数 是 2。 

< 更 加 一 般 地 ,具有 不 同 基本 尺度 的 有 个 各 不 相同 的 光滑 物 
Uk+ 1 个 以 过 渡 区 相连 的 不 同 维 数 的 区 域 为 结尾 。 然 而 其 整体 
可 以 成 为 与 一 个 中 间 维 数 的 分 形 难 以 区 分 清楚 。 换 句 话 说 ,把 具 . 
有 完全 确定 尺度 的 现象 登 加 ,可 以 模拟 标 度 。 

< 另 一 方面 ,-- 个 标 度 现象 常常 自发 地 用 分 层次 (每 一 种 层 
次 都 有 一 个 尺度 ) 的 思想 来 分 析 。 例 如 ,第 9 章 的 星系 集团 就 不 需 
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是 真实 的 ,这 将 在 第 32 章 至 第 35 章 中 证 明 。 因 此 ,我们 不 必 赶 紧 
跟随 笛 卡 儿 的 推荐 并 把 每 一 个 困难 再 划分 为 几 部 分 。 当 我 们 的 思 
想 自发 地 把 地 貌 学 的 位 形 分 析 为 具有 极为 各 不 相同 的 特性 的 全 加 
时 ,这 些 特性 不 需要 是 真实 的 。 

< 很 幸运 ,地 球 的 地 形 具有 内 在 的 有 限 的 外 界限 ,因为 它 的 
基准 面 是 球形 的 。 因 此 ,不 妨 假定 各 种 各 样 的 计划 经 历 了 整个 地 
质 学 的 历史 ,包括 空间 的 尺度 停止 在 大 陆 的 数量 级 。 实 际 上 ,假定 
及 从 一 地 变 到 另 一 地 时 允许 该 计划 相对 剧烈 地 变化 。 因 


体 裂 的 石头 ,机 场 跑道 和 摩擦 学 


正如 在 很 久 以 前 , 即 在 第 1 章 里 提 到 的 ,我 是 从 拉丁 文 fractus 
创造 了 分 形 (fractal) ,前 者 描述 了 碎 裂 石头 的 外 貌 :不 规则 和 支 离 
破碎 。 语 源 学 不 能 强 把 一 个 实际 的 石 块 表面 说 成 是 分 形 ,但 是 它 
必定 不 是 一 个 标准 的 曲面 ,而 它 应 该 是 个 分 形 ,假如 它 是 标 度 的 。 

对 标 度 的 论证 是 这 样 的 ,石头 是 由 砂粒 粘 在 一 起 构成 的 有 层 
次 组 织 的 区 域 ,其 中 大 区 域 粘 住 的 强度 要 比 其 小 区 域 小 。 当 打 一 
块 石头 时 ,所 产生 的 能 量 最 容易 通过 分 离 大 区 域 而 消耗 在 它 本 身 。 
但 是 没有 理由 认为 在 几何 学 上 容许 这 种 分 离 , 因 此 这 种 断裂 很 可 
能 是 把 属于 各 种 层次 的 中 间 区 域 墙 的 部 分 结合 起 来 。 

具有 磨损 和 摩擦 式样 的 科学 就 是 摩擦 学 , 它 来 源 于 希腊 文 
Tapo = 擦 , 磨 。 在 Sayles & Thomas 1978( 修 正 了 一 些 有 毛病 的 分 析 
之 后 , 见 Berry & Hannay 1978) 中 的 证 据 支 持 了 以 下 这 种 信念 ,分 数 
的 布朗 曲面 提供 了 机 场 跑道 和 许多 自然 的 粗糙 曲面 的 一 阶 近似 表 
KR, DHE 经 验 值 ( 从 Sayles & Thomas 图 1 P7 - 2D 曲线 图 形 中 推 
出 ) 范 围 从 2 到 3。 


油 和 其 他 自然 资源 的 空间 分 布 


现在 关于 地 形 是 标 度 的 “原理 "已 经 用 各 种 方法 试验 过 ,让 我 
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们 来 考察 一 个 推论 。 就 像 第 38 章 所 表明 的 ,我们 可 以 期 望 与 地 形 
相 联 系 的 每 个 量 都 服从 双 曲 概率 分 布 (“ 齐 夫 定律 ",“ 帕 雷 托 定 
Ht); 确实 常常 是 这 种 情形 。 事 实 上 , 早 在 提出 海岸 线 是 标 度 的 
海岸 线 研究 (第 5 章 ) 之 前 , Manderbrot 1962 n 就 发 现 了 油 和 其 他 自 
然 资 源 的 分 布 关系 是 双 曲 的 。 该 发 现 不 同意 当时 占 优势 的 观点 ， 
即 问题 中 的 量 是 对 数 正 态 分 布 的 。 这 种 差别 是 极其 有 意义 的 ,此 
储备 在 双 曲 律 下 的 储备 比 对 数 正 态 律 下 的 要 高 得 多 。 我 的 结论 在 
1962 年 没有 得 到 更 多 的 响应 ,但 我 将 再 次 探索 。 
将 在 第 39 章 进入 关于 无 腔 隙 分 形 后 再 次 讨论 矿石 。 


捷径 : 周期 曲面 和 中 点 位 移 曲面 


因为 我 的 布朗 或 分 数 的 布朗 地 形 以 包含 的 算法 为 根据 ,需要 
近似 式 或 者 捷径 。 这 样 ,图 28-8, 图 28-10 和 图 28-11 包含 了 对 高 
斯 过 程 的 泊 松 近似 式 , 而 图 28-1 到 图 28-7 以 及 彩色 图 -2 AEK- 
7 均 以 由 快速 傅立叶 方法 算得 的 周期 函数 蔡 代 x, y AE Jd SA ER 
数 ,然后 修剪 到 保持 一 个 不 受 周 期 性 影响 的 中 央 部 分 。 

另外 ,我 用 中 点 位 移 (就 像 第 26 章 那样 ) 来 产生 分 形 曲 面 , 记 
YE Bi (x,y)。 这 种 曲面 最 容易 实现 ,只 要 以 等 边 三 角形 zf 为 初始 
器 。Bj(x,y) 的 值 是 由 z 的 顶点 描述 的 ,其 第 一 步 分 别 在 z 的 三 
条 边 的 中 点 插 人 该 函数 ,用 像 对 坐标 函数 Bi (i) 同 样 的 过 程 。 下 
一 步 在 9 个 二 级 中 点 作 插 值 。 如 此 等 等 。 

其 输出 肯定 要 比 任何 非 分 形 曲面 或 大 多 数 非 随机 分 形 曲 面 更 
加 实际 。 但 它 是 定常 的 吗 ? AB = Bh (x,y) - Bi(x+Ax,， 
y+Ay) 应 该 仅仅 依赖 于 点 (x,y) 和 (x + Ax, yt Ay) ZAHER, 
事实 上 ,现在 的 AB, 显然 依赖 于 x,y,Ax 和 Ay。 因 此 ,Bi 不 是 
定常 的 ,即使 H =1/2。 

我 已 经 考察 和 比较 了 12 条 捷径 ,它们 是 定常 的 ,我 希望 有 一 
天 出 版 这 些 比较 结果 。 l 
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图 28-1 至 图 28-4 普通 的 和 分 数 的 布朗 湖 景色 
( 维 数 按 3.421 是 D~2.1 Z D-5/2) 
图 28-3 是 分 数 布朗 地 形 的 一 个 例子 , 它 的 维 数 十 分 接近 于 2, 这 就 是 我 
的 地 球 景色 模型 。 其 他 的 图 形 是 由 此 模型 外 插 更 高 维 数 的 地 形 ,最 后 是 图 
28-1, 这 是 一 个 通常 的 面 一 线 布朗 地 形 。 后 者 具有 与 图 25-1 一 样 的 确定 特 
征 , 即 每 个 垂直 截面 是 通常 的 布朗 线 一 线 函数 。 布 朗 地 形 是 一 个 粗略 的 地 球 
模型 ,因为 布朗 地 形 的 各 个 细部 显然 是 太 不 规则 了 。 布 朗 地 形 的 曲面 维 孝 
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D=5/2 和 海岸 线 维 数 D = 3/2 太 大 了 ,这 个 事实 使 得 只 能 表示 粗略 的 相符 。 

对 于 每 一 幅 景色 ,其 方位 被 计算 为 构成 正方 形 网 格 的 经 度 和 纬度 。 编 好 
程序 ,用 计算 机 来 模拟 光源 位 于 左上 方 6 处 的 光线 ,而 此 时 观察 者 位 于 基础 
面 以 上 2$ 处 。 详 情 可 见 彩色 图 的 说 明 。 - 
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曲面 p=7/3 海岸线 D=4/3 


图 28-6 
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曲面 o= 5/2 海岸线: 


图 28-7 


图 28-5 至 图 28-7 布朗 海岸 线 和 岛屿 “ 带 ” 

这 些 图 形 的 初 襄 是 要 强调 一 个 重要 的 ,最 新 发 现 的 效果 。 当 地 形 的 维 数 
D 达到 和 超过 2.5 时 ,存在 一 种 强大 而 不 断 增加 的 趋势 ,使 海洋 划 裂 为 带 弧 
形 的 分 离 的 几 个 “ 海 "。 这 些 海 是 互通 的 ,但 每 一 个 都 具有 锋利 的 特征 。 另 一 
方面 ,岛屿 似乎 变 成 了 “带子 ”"。 同 样 的 效果 在 这 些 景色 :图 28-1 至 图 28-4 
和 图 28-11 所 呈现 的 山脉 中 见 到 (但 没有 这 么 明显 )。 

在 示例 中 缺乏 各 向 同性 , 它 与 产生 机 制 是 各 向 同性 的 这 个 事实 ,是 完全 
相 容 的 。 

这 些 图 形 等 同 于 (除了 种 子 ) 图 2-1 和 图 2-2, 图 2-3( 将 在 第 30 章 的 末 作 
解释 ) 上 薄片 的 平面 截面 。 这 里 和 图 2-1 和 图 2-2, 图 2-3 一 样 ,我 们 使 用 了 
一 个 修饰 过 的 形式 , 它 是 期 望 过 程 中 周期 变种 的 一 个 周期 的 变形 。 这 就 减少 
了 整个 形状 对 万 的 依赖 性 。 真 实 的 布朗 海岸 线 的 整个 形状 与 这 些 图 形 所 显 
示 的 相差 更 大 。 

有 关 这 里 带 的 效应 ,将 在 第 3⁄4 章 和 第 35 章 中 讨论 。 = 
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图 28-8 


图 28-8 分 数 布朗 景色 中 的 轮廓 线 

这 里 的 两 张 图 对 分 数 布朗 函数 组 合 了 两 或 三 条 轮廓 线 ( 粗 线 是 海岸 线 )。 
这 两 张 图 包含 不 同 的 维 数 ,但 是 包含 同样 的 程序 和 源 :上 图 使 用 万 ~ 1.3333， 
而 下 图 用 D= 1.1667。 经 检查 ,从 地 理学 的 观点 看 ,这 两 个 维 数 都 是 可 靠 的 ， 
但 一 个 在 高 的 一 边 而 另 一 个 在 低 的 一 边 。 

这 些 曲 线 似乎 比 具 有 相同 DD 的 图 28-6、 图 28-7 中 的 曲线 具有 少 得 多 的 
WE. HRA RED 28-6 和 图 28-7 中 每 个 截面 显示 出 非常 强 的 极 大 值 ; 
那里 几乎 不 存在 系统 的 斜率 。 相反 ,在 这 里 我 们 看 到 一 座 巨大 山脉 的 侧 , 具 
有 很 强 的 总 体 斜 率 。 本 图 的 “普通 "外 表 接 近 于 图 28-6, 图 28-7 上 某 些 特别 
WR os FR CS: 

在 比较 了 这 些 不 同 的 轮廓 线 之 后 ,我 们 更 加 意识 到 ,即使 在 D 固定 以 
后 , 仍 给 不 规则 性 和 支离破碎 性 之 间 的 相互 作用 留 有 很 大 余地 。 - 
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图 28-9 和 彩 图 -4 布朗 长 刀 ( 海 岸 线 维 数 D = 3/2) 

在 彩 图 -4 上 的 “ 远 行星 "代表 了 从 空间 远 处 见 到 的 虚构 的 分 形 非洲 长 
刀 。 它 的 地 形 是 通过 在 计算 机 上 ( 据 我 所 知 这 是 第 一 次 ) 实 现 一 个 P. RAM 
机 曲面 来 产生 的 ,这 个 随机 曲面 即 : 从 球面 上 的 点 (经 纬度 ) 到 标量 (高 度 ) 的 
布朗 函数 。 海 平面 是 这 样 调节 的 ,使 得 总 面积 的 四 分 之 三 在 水 下 ,海岸线 是 
由 插值 得 到 的 。 

该 图 表明 与 哈 黑 地 图 一 一 魏 格 纳 的 大 陆 漂移 理论 的 研究 者 们 所 支持 的 
一 个 投影 图 一 一 有 着 相同 的 非洲 长 刀 。 

这 个 非洲 长 刀 模 型 与 真实 的 "相似 程度 如 何 呢 ? 特定 的 局 部 细节 不 能 
期 望 它 完 全 正确 ,只 能 在 局 部 和 全 局 两 方面 都 呈 波 动 的 程度 。 这 种 类 似 性 是 
不 完美 的 ,正如 所 料想 的 。 的 确 ,这 个 非洲 长 刀 海 岸 线 模型 满足 D = 3/2, 而 
在 地 质 学 书 中 想象 出 的 绘图 来 自 真 的 非洲 长 刀 , 其 D 与 当今 大 陆 上 观察 到 
的 DD 是 相同 的 , 即 Da1.2。 假 如 新 的 证 据 证 实 与 D=3/2 是 相 容 的 ,我 们 就 
能 用 相当 基本 的 大 地 构造 假设 学 来 解释 非洲 长 刀 的 几何 结构 。 

非 欧 氏 空间 的 分 形 在 黎 曼 非 欧 几何 学 里 ,球面 起 着 平面 的 作用 。 因 此 
非 欧 几何 学 走 了 一 半路 程 :它们 在 非 欧 氏 基 础 上 研究 了 欧 几 里 得 形状 。 本 文 
的 大 部 分 也 走 了 一 半路 程 ,因为 它 在 欧 几 里 得 基础 上 研究 了 非 欧 几 里 得 形 
状 。 现 在 的 非洲 长 刀 综 合 了 这 两 个 出 发 点 : 它 是 非 欧 氏 基础 上 欧 几 里 得 形状 
的 一 个 例子 。 =-= 
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我 的 观点 , 即 适当 选择 的 分 
数 布朗 函数 是 地 球 地 形 的 合理 
模型 ,最 初 发 现 于 这 四 张 海 岸 线 
模型 。 与 图 28-9 一 样 ,它们 是 从 
我 1975 年 的 法 文 版 中 遗留 下 来 
的 ,只 是 黑色 区 域 已 被 更 加 仔细 
地 填 满 , 因 此 它 比 原 图 更 细致 。 

当 D 接近 于 1 时 ,图 28-10 
的 最 上 面 那 张 图 的 海岸 线 太 笔 
直 了 ,因而 是 不 实际 的 。 

男 一 方面 ,相应 于 DD=1. 
3000 的 海岸 线 , 即 从 上 至 下 的 第 
二 张 图 ,使 我 们 马上 想到 了 真实 
的 地 图 。 我 们 看 到 了 非洲 (左边 
的 大 岛 )、 南 美洲 (左边 大 岛 ,就 
像 镜 象 中 看 到 的 ) 和 格陵兰 岛 
(右边 大 岛 , 把 图 的 顶部 从 12 点 
钟 转 到 9 点 钟 以 后 ) 的 清楚 明白 
的 草拟 。 最 后 ,如 果 把 图 的 顶部 
转 到 3 点 钟 , 两 个 岛 一 起 模拟 了 
有 点 "营养 不 足 " 的 新 西 兰 ,以 及 
一 对 Bounty 岛 。 

3 DH #| 3/2, 即 从 上 至 
下 的 第 三 张 图 ,这 个 地 图 猜谜 游 
戏 就 更 难 玩 了 。 

当 D 再 次 增加 至 接近 于 2， 
图 28-10 的 最 下 面 那 张 图 ,地 理 
游戏 就 变 得 更 加 困难 ,或 至 少 是 
更 加 专门 了 (明尼苏达 ? 芬兰 ?)。 
最 终 成 为 不 可 能 的 。 

其 他 的 源 产 生 相 同 的 结果 。 
然而 ,基于 更 精细 绘图 上 的 相同 
测试 满足 D~1.2000, - 
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收入 这 张 图 可 能 包含 了 过 多 感 
情 上 的 因素 ,因为 不 能 说 其 他 图 比 它 
表示 得 差 。 但 是 这 些 具 有 不 同 海平 面 
的 岛屿 图 是 Mandelbrot 1975 w 和 我 
1975 年 的 文章 的 特征 ,我 喜欢 它们 。 
它们 是 带 有 变 维 数 D 和 变 海 平面 的 
分 数 布朗 岛屿 的 一 个 更 完整 序列 的 
一 部 分 ,它们 是 第 一 次 能 被 这 样 画 出 
来 。(1976 年 ,我 们 制作 了 从 海面 上 显 
露出 来 的 这 种 特别 岛屿 的 照片 ;到 
1981 年 ,这 照片 看 上 去 原始 得 可 笑 ,但 
是 它 获得 了 收藏 价值 。) 

在 我 真 的 看 到 底 图 的 景色 一 一 
其 小 岛屿 就 像 种 子 一 样 撤 在 狭长 的 
半岛 尖顶 上 一 一 的 旅行 中 ,我 常常 
陷入 惊讶 之 中 。 

从 不 太 精 密 的 阴极 射线 管 中 拍 
下 了 原始 的 图 解 照 片 ,因此 资料 已 
被 重新 处 理 过 了 。 这 里 (与 图 28-1 
~4, 以 及 彩 图 -4 到 彩 图 -9) ,不 需要 
特别 的 边缘 光滑 模拟 。 很 幸运 ,以 
前 的 作 图 过 程 建立 了 这 样 的 印象 ， 
BY 3⁄8 1 3 k F PAL HK 

与 最 近 的 景色 相 比 , 读 者 将 观 
察 到 该 图 含有 异常 高 的 维 数 。 其 原 
因 是 较 早 的 作 图 技术 不 能 表示 小 的 
细节 ,因此 早期 景色 的 维 数 似乎 小 
于 已 被 送 入 产生 程序 中 的 D。 为 了 
弥补 ,我 们 增加 D, 使 它 超出 大 量 证 


图 28-11 分 数 布朗 岛屿 ( 维 数 D =2.3000) 
的 第 一 个 著名 例子 


据 所 建议 的 范围 。 然 而 , 当 绘 图 改进 了 ,偏差 就 变 得 明显 了 ,因此 适得其反 。 
今天 ,这 里 采用 即 理 查 森 的 数据 所 提出 的 D, 产 生 了 完美 的 、 令 人 满意 的 景 


色 。 
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$298 岛屿、 湖泊 和 盆地 的 面积 


作为 前 一 章 的 深入 ,我 们 进一步 探索 地 形 的 布朗 模型 。 有 关 
岛屿 面积 的 结论 是 可 以 接受 的 ,但 是 有 关 湖 泊 和 盆地 的 结论 却 是 
不 能 接受 的 。 为 了 纠正 这 种 不 一 致 性 ,改进 模型 提 到 日 程 上 了 。 


投影 的 岛屿 面积 


就 像 第 13 章 所 指出 的 ,海洋 岛屿 投影 面积 4 的 可 变性 是 地 
图 的 一 个 明显 特征 , 它 常 常 比 海岸 线 的 形状 更 显著 。 我 们 报道 了 
Kortah 1938 中 把 A 的 分 布 作为 双 曲 的 : Pr(4 >a) = Fea B (X 
我 们 用 Pr 代替 了 原来 的 fr)。 最 后 我 们 表明 , 当 海 岸 线 是 自 相似 
时 ,该 经 验 公式 是 成 立 的 。 而 现在 ,我 们 处 于 比 假定 地 形 是 自 相似 
更 加 充足 的 状态 。 

毫 无 疑义 ,能 够 把 关系 式 2B = D 从 第 13 章 考 察 的 非 随 机 科 
赫 海 岸 线 推广 到 分 数 布朗 零 集 。 而 且 , 从 现在 看 来 这 种 论证 仍然 
部 分 地 有 启发 性 。 相 应 于 具有 H = 0. 800 的 分 数 布朗 地 形 的 分 
布 ,实际 上 非常 接近 于 全 地 球 的 经 验 数据 。 

每 个 单独 取得 的 分 数 布朗 岛屿 的 维 数 D. 还 是 不 知道 的 。 


投影 的 湖泊 面积 


有 人 主张 ,湖泊 的 面积 也 服从 双 曲 分 布 。 因 此 ,我 们 可 以 企图 
不 考虑 未 包含 任何 新 内 容 的 湖泊 。 然 而 , 另 一 种 想法 认为 ,湖泊 和 
海洋 岛屿 的 定义 决 不 是 对 称 的 。 
本 章 的 专门 分 析 ,澄清 了 有 关 湖 泊 的 两 个 代名词 “ 死 谷 "和 " 盆 
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地 ”的 许多 概念 。 它 使 我 们 面 对 这 样 的 事实 ,河流 和 堤岸 树 在 自然 
界 中 是 不 对 称 的 ,不 在 我 的 任何 一 个 布朗 模型 中 ,这 就 导致 后 面 提 
出 的 改进 。 

但 是 ,湖泊 面积 的 分 布 仍然 是 神秘 的 。 也 许 它 的 双 曲 分 布 仅 
是 由 于 在 各 种 形式 的 折磨 下 双 曲 分 布 的 “和 鲁 棒 "性 引起 的 
(Mandelbrot, 1963 c, 以 及 第 38 章 )。 例 如 一 个 双 曲 的 随机 被 乘 数 
与 一 个 大 的 任意 乘 数 的 乘积 本 身 就 是 双 曲 的 ,其 被 乘 数 可 以 由 那 
里 地 形 和 每 一 事物 都 是 双 曲 的 原始 状态 所 引起 。 而 乘 数 可 以 是 由 
于 千 百 个 几何 学 和 大 地 构造 学 影响 到 湖泊 形状 的 因素 引起 的 。 然 
而 ,这 种 “解释 "实际 上 不 比 挥 挥手 更 多 。 


死 谷 的 概念 


这 概念 与 海洋 岛屿 相对 称 , 它 是 由 大 陆 所 围 住 的 一 块 面积 ,其 
高 度 低 于 海平 面 ,我 们 把 这 样 的 面积 用 一 个 不 解 自明 的 复合 术语 
“ 死 谷 ”来 标记 它 。 某 些 死 谷 里 还 有 水 一 一 通常 是 比 海平 面 低 , 例 
如 ,这 种 面积 集中 在 死海 ( 满 到 - 390 K) 黑海 ( - 28 米 ) 和 索 尔 顿 
湖 ( -72 米 )。 其 他 的 死 谷 是 干 的 , 像 死 谷 ( 底 深 - 86 米 ) 或 盖 塔 拉 
洼地 ( - 133 米 )。 还 有 一 些 模棱两可 的 情形 一 一 低地 。 

EME TL FE HEMEL A BH BLE RAE 
用 。 但 是 考察 地 图 会 暗示 死 谷 的 数量 要 比 岛屿 少 一些 。 有 关 模 型 
eG 
对 称 性 正 是 所 希望 的 。 岛 屿 和 死 谷 的 分 布 具有 相同 的 指数 意味 
着 ,第 10 个 最 大 岛屿 或 湖泊 的 面积 与 第 20 个 最 大 岛屿 或 湖泊 的 
面积 的 比率 几乎 相同 。 但 是 柯 尔 恰 克 定律 还 包含 一 个 “前 因子 ” 
F CARES 10 个 最 大 岛屿 或 湖泊 面积 的 绝对 值 。 对 各 种 图 形 
的 比较 检查 显然 表明 ,在 由 海洋 包围 大 陆 的 情形 (或 者 相反 ) 对 
岛屿 的 前 因子 比 对 死 谷 的 要 大 (或 者 相反 )。 而 在 布朗 球 一 线 模型 
内 部 , 较 少 的 面积 (非洲 长 刀 ) 比 大 的 (美洲 豹 ) 切 成 更 多 的 小 
片 。 
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然而 ,前面 的 论述 对 湖泊 没有 告诉 我 们 什么 : 若 不 是 为 了 罕见 
和 不 相干 的 例外 (例如 接近 于 近海 的 面积 被 盐水 渗 漏 所 充满 ) 死 谷 
和 湖泊 是 不 同 的 概念 ,湖底 的 高 度 不 必 满 足 z < 0, 而 且 湖面 的 高 
度 不 需要 z = 0。 更 高 的 复杂 性 在 于 : 大 多 数 湖泊 刚好 满 到 上 边 
缘 ,这 是 一 个 鞍点 ,然而 此 法 则 也 有 例外 (例如 ,大 盐湖 和 那些 覆盖 
了 上 节 列 出 的 死 谷 之 底 的 湖泊 )。 


盆地 的 概念 


现在 我 们 考察 第 二 个 湖泊 的 替代 物 , 它 以 中 性 的 几何 学 术语 

为 了 对 此 概念 下 定义 ,设想 -- 种 不 渗透 的 情景 ,在 其 每 个 止 陷 
都 精确 地 充满 至 边缘 。 一 滴水 为 了 从 凹陷 处 出 来 ,必须 向 上 运动 ， 
然后 再 落下 来 。 然 而 增加 上 来 的 这 滴水 ,想象 得 到 能 够 沿 着 一 条 
水 不 往 上 ,而 只 是 水 平 或 者 向 下 的 路 径 逃 逸 。 每 个 止 陷 有 正面 积 ， 
因此 凹陷 的 数目 可 是 有 限 的 或 无 限 的 ,但 必 是 可 数 的 。 不 妨 假设 
不 同 的 出 口 有 不 同 的 高 度 。 在 精确 的 出 口 海拔 高 度 上 ,地 形 的 轮 
廓 线 由 一 定数 目的 自 回避 圈 加 上 一 个 带 有 自 接触 点 的 圈 组 成 。 稍 
高 的 海拔 高 度 处 ,该 自 接触 点 消失 了 ,而 在 稍 低 的 海拔 高 度 处 ,一 
个 圈 就 分 成 相互 套 住 的 2 个 图 

一 旦 充满 ,就 把 按 上 述 构造 的 凹陷 称 为 盆地 。 


o 


魔鬼 平台 


现在 假定 地 形 是 布朗 模型 ,其 0< H<1。 由 于 自 相似 性 ,个 别 
的 盆地 组 的 面积 无 疑 是 按 双 曲 型 分 布 的 , 当 D 超过 2 不 多 时 , 面 
积 的 分 布 指数 无 疑 接 近 于 1。 

更 特殊 地 ,我 猜测 随机 下 落 的 一 滴水 几乎 必然 落 和 一 个 盆地 。 
假如 这 个 猜测 是 正确 的 ,盆地 的 曲面 就 是 在 东南 亚 平 台 形 区 域 的 
任意 延伸 ,我 把 它们 称 为 魔鬼 平台 。 那 些 没有 落 和 盆地 的 点 就 形 
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成 了 盆地 的 累积 海岸 线 ,相当 于 是 树枝 状 的 网 ,一 种 随机 形式 的 谢 
尔 宾 斯 基 执 片 。 假 如 我 的 猜测 错 了 ,盆地 的 累积 海岸 线 事实 上 是 
正 的 而 不 是 零 面积 的 (第 15 章 ), 我 退 一 步 的 猜测 是 存在 一 个 盆 
地 , 它 任意 地 接近 不 在 盆地 内 的 每 个 点 。 


侵蚀 的 布朗 模型 :山脉 和 平原 的 混合 物 


现在 我 不 可 抗拒 地 被 拉 向 修正 我 的 布朗 模型 , 即 想象 为 布朗 
大 陆 的 每 个 盆地 By 充满 着 泥土 而 构成 一 个 平原 。 我 们 不 需要 以 
图 形 来 描绘 其 构成 的 函数 By ,因为 在 感 兴趣 的 情形 里 , 当 D 不 超 
过 2 很 多 时 ,充满 小 盆地 不 会 构成 可 观 的 差别 。 为 了 得 到 将 要 充 
满 盆 地 的 泥土 ,侵蚀 必定 逐渐 把 小 山 削 平 ;但 我 们 将 看 到 (假如 也 
不 超过 2 很 多 ) ,不 需要 极其 大 量 的 泥土 ,因此 假定 小 山 的 形状 只 
稍 有 改变 是 很 有 用 的 。 由 于 侵蚀 而 逐渐 把 鞍点 ( 它 使 盆地 控 空 ) 填 
平 的 问题 不 能 在 这 里 讨论 。 

从 本 书 的 观点 来 看 ,提出 修正 的 主要 优点 是 ,如 果 适 当地 选择 
海平 面 ,在 平坦 地 球 上 侵蚀 的 布朗 地 形 仍 然 是 标 度 的 。 这 样 的 侵 
蚀 对 维 数 有 什么 影响 呢 ? 有 证 据说 明 , By 的 维 数位 于 2 和 B, 的 
维 数 (3 - 已) 之 间 。 

现在 来 论述 当 D =2+e 时 ,大 陆 体积 的 数量 级 为 (大 陆 投 影 
£15 9 XI K Hr )?* " oc (大 陆 面 积 )!+42, 以 及 一 个 盆地 的 体积 相对 于 
大 陆 是 (盆地 的 相对 面积 )!+ #2。 因 为 相对 面积 是 双 曲 分 布 的 ,其 
指数 接近 于 1 ,而 且 (相对 面积 ) = 1, 由 此 导出 (相对 面积 )!+ 2 
相当 地 小 。 例 外 的 情形 是 ,最 大 的 盆地 极端 地 大 ,这 种 盆地 不 需 填 
满 泥土 ,就 像 大 盐湖 的 情形 。 


河流 和 坦 岸 


在 第 7 章 起 中 心 作用 的 一 级 近似 里 ,我 提出 河流 和 堤岸 形成 
了 各 种 填 满 平面 的 树 。 实 际 上 ,此 特征 仅仅 适用 于 地 图 ;一 旦 引进 
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高 度 ,河流 和 堤岸 树 之 间 的 点 的 对 称 性 就 破坏 了 。 的 确 , 忽 略 湖泊 
后 ,在 堤岸 树 上 的 点 总 是 局 部 最 大 点 (小 山 ) 或 者 鞍点 (通道 ) ,而 在 
河流 树 上 的 点 永 不 会 是 局 部 最 小 或 者 鞍点 。 由 于 布朗 和 分 数 布 朗 
模型 确 有 局 部 最 小 量 , 这 就 推出 它们 没有 河流 树 。 这 是 对 我 的 布 
朗 模 型 的 最 新 打击 。 

在 填 满 盆地 以 后 ,就 没有 那 种 河流 了 ,只 有 (无 限 浅 的 ) 湖 泊 的 
分 支 串 ,这 使 我 们 想起 了 那 种 带 圆 盘 状 分 支 的 仙人 掌 ,许多 堤岸 构 
成 一 棵 树 ;我 相信 这 是 < 2 的 一 条 分 支 曲 线 , 但 它 可 以 是 正面 积 
的 曲线 ,因为 维 数 D =2。 各 种 各 样 的 变化 强加 到 它们 身上 ,而 且 
在 更 加 合适 的 场合 下 被 好 好 保存 起 来 。 


盆地 的 性 质 


为 了 透视 在 前 节 展 望 中 提出 的 要 求 ,首先 考察 一 维 的 简化 , 即 
线 一 线 分 数 布朗 函数 Br(x)。 在 此 ,一 个 岛屿 不 过 是 一 个 区 间 
[x',x"], 当 x <x < x' A By(x) 50, By(x’) = By(x") 20, 
把 B 到 达 极 大 值 的 点 记 作 * = xo( 那 种 存在 n 个 最 大 值 点 xo 的 情 
形 是 零 概率 ) ,而 Ba (x) 的 定义 如 下 : 

对 于 在 [x' xo) PW x, Bg (x) = max, <<, By (x); 

NET E xo x” | PAY x By (x) = max, cuce By(x)o 

从 点 (x,z) 出 发 的 小 水 滴 找到 ( 沿 一 条 非 上 升 路 径 ) 通 向 海洋 
之 路 的 充 要 条 件 显然 是 z> Bi (x)。 那 些 满足 By(x)«z« 
Bg (x) 的 小 水 滴 永 远 保持 在 盆地 内 ,而 z = Bg (x) 是 当 所 有 盆地 
已 填 满 时 的 水 平面 。 此 函数 B* 简直 就 是 菜 维 魔鬼 阶梯 (图 31~ 
2~4) 从 x' 登 上 xo 之 后 ,有 一 个 从 xo 下 降 到 x” 的 阶梯 。 它 连续 而 
不 可 微 ,而 且 , 在 一 个 长 度 为 0 的 集合 上 变动 ,加 在 大 陆 最 高 点 附 
近 的 任何 水 滴 将 通过 与 “白水 ”( 即 浅滩 水 一 一 译 者 注 ) 区 域 交 替 的 
平坦 区 域 而 重新 回 到 海洋 。 

不 能 逃逸 的 小 水 滴 充 满 于 区 域 By(x) < z < B; (x)。 该 区 域 
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是 不 连通 的 (因为 它 不 包含 Bg = By 的 点 ) ,而 它 的 连通 部 分 是 大 
陆 的 盆地 。 一 个 盆地 的 长 度 是 在 Bg - By 的 两 个 连续 零点 之 间 
的 距离 。 因 为 它 具 有 标 度 , 它 的 分 布 是 双 曲 的 ; 当 H = 1/2 时 ， 
已 知 它 的 指数 为 1/2, 而 我 相信 其 指数 总 是 H. YE BU H 
长 度 除 以 14 — 1.4 接近 于 0 时 最 大 ,而 当归 接近 于 1 时 最 
小 。 

现在 回 到 在 平坦 地 球 上 的 布朗 大 陆 B;(x,y)o By(x, y) B 
次 由 下 列 条 件 定义 , 即 从 高 度 为 z> Bg (x y) ARE — 4 KS 
能 沿 着 一 条 在 上 述 大 陆 上 的 非 上 升 的 路 径 逃 逸 到 海洋 。 像 以 前 一 
样 ,满足 By(x,y) «z« 8B5(x,y) 的 空间 区 域 分 解 为 连通 开 区 域 ， 
它 定义 为 盆地 。 

现在 来 把 这 些 盆 地 与 隔 在 两 个 平行 墙 y=0 和 y=e 之 间 的 

- 层 非常 薄 的 大 陆 相 比较 。 应 用 前 面 的 记号 By(x) 和 Ba (x), 

Bi(xz) 的 定义 限制 水 逃逸 到 位 于 上 述 两 墙 之 间 的 路 径 By (x, 
0) 的 定义 容许 相当 宽 地 选择 逃逸 路 径 。 由 此 得 出 几乎 对 于 每 个 x 
Aí Bi (x,0) < Bi(x)。 因 此 ,对 函数 By (x0) UR Bp Cx, y) 893) 
[t -垂直 截面 比 对 B(x) 更 感 兴趣 。 他 们 如 恶魔 般 地 被 平台 化 
成 具有 (无 限 个 ) 高 峰 的 局 部 极 大 值 和 平坦 局 部 极 小 值 的 奇异 画 
数 。 假 如 我 最 强 的 猜测 是 成 立 的 ,后 者 就 几乎 覆盖 了 大 陆 的 每 个 
点 。 

因为 盆地 面积 的 总 和 至 多 等 于 大 陆 的 面积 ,盆地 能 按 递减 面 
积 排列 ,因此 是 可 数 的 。 结 论 就 是 相应 于 zo 的 随机 值 By 的 海岸 
线 几 乎 肯定 没有 二 重点 。 

因此 ,所 有 盆地 积累 的 边界 由 下 法 得 到 。 取 值 为 z, 的 一 个 可 
PER 它 几 乎 肯定 没 能 包括 那 种 海岸 线 含 有 一 个 圈 的 值 ,然后 
来 检查 海岸 线 , 即 从 所 有 zo = z, 中 擦 去 死 谷 海岸 线 。 

取 检 查 过 的 海岸 线 的 并 ,再 加 上 其 极限 点 ,就 是 所 要 的 边界 。 

对 任意 的 有 >2, 向 M 维 的 x = |x,…,x。| 布 朗 函 数 的 推广 是 
直截了当 的 。 给 定 By(x), CAM M =2 用 过 的 论证 表明 , By 和 
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By 之 间 的 差 , 随 着 M 的 增加 而 减少 。 在 极限 情形 里 , 即 M = oo Tfi 
By 是 希 尔 伯 特 空间 的 布朗 函数 ,从 莱 维 的 经 典 结果 得 出 BL By 
三 0。 此 恒等式 对 一 切 M» Ma Mu < % 都 成 立 吗 ? = 
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第 30 章 ”均匀 汕 流 的 等 温 曲面 


本 章 的 高 潮 是 对 图 2-1 和 图 2-2 .图 2-3 的 解释 。 该 内 容 主要 
是 奉献 给 带 有 反 持 久 性 指数 H < 172 的 三 变量 分 数 布 朗 函 数 的 。 
H = 1⁄3 的 情形 受到 特别 重视 ,而 H = 1/2 再 次 起 着 出 发 点 的 作 
用 。 


洪流 标量 的 等 曲面 


当 一 流体 是 满 流 时 ,其 等 温 曲 面 (其 温度 精确 地 是 45°F) 在 拓 
扑 上 是 球面 的 集合 。 然 而 ,在 直观 上 很 明显 ,此 曲面 比 球面 或 欧 氏 
儿 何 中 描述 的 任何 实体 的 边界 面 都 要 远 不 规则 。 

这 使 我 们 想起 了 在 第 二 章 里 引用 的 佩 琳 的 话 , 它 描述 了 在 加 
盐 的 肥皂 溶液 中 得 到 的 胶 状 薄片 的 形状 ,这 种 类 似 性 可 以 扩展 到 
超过 纯粹 的 几何 学 模拟 。 可 以 是 这 样 ,一 薄片 充满 了 其 肥皂 浓度 
超过 某 个 阅 值 的 区 域 ,另外 ,此 浓度 起 着 对 充分 发 展 满 流 的 惯性 指 
示 器 的 作用 。 

不 论 怎样 , 胶 状 薄片 的 模拟 表明 ,等温 曲面 近似 于 分 形 。 我 们 
希望 知道 是 否 真是 这 样 , 以 及 如 果 是 真 的 , 则 要 求 计算 其 分 维 。 为 
此 ,我 们 需要 了 解 在 流体 里 温度 变化 的 分 布 。Corrsin 1959 d( 许 多 
作者 之 一 ) 把 此 问题 简化 为 一 个 柯 尔 莫 哥 罗 夫 等 学 者 早 在 40 年 代 
就 面临 的 经 典 问题 。 这 些 早期 学 者 中 ,一 部 分 已 经 取得 巨大 成 就 ， 
而 有 一 部 分 已 经 失败 了 。 本 书 对 这 些 经 典 结 果 的 论述 是 考虑 到 一 
些 非 这 方面 的 专家 而 插 人 的 。 
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伯 格 斯 6 方差 


在 第 21 章 里 ,把 x 的 8 方差 定义 为 x 增 量 的 方差 。 伯 格 斯 假 
定 速度 在 两 个 给 定点 P 和 Po = P + AP 之 间 的 8 方差 正比 于 
1AP1。 这 个 粗糙 而 简单 的 假设 定义 了 伯 格 斯 汗 流 。 

伯 格 斯 湾流 函数 的 精确 数学 模型 是 带 有 下 列 无 限 个 步 怠 的 集 
合 形成 的 泊 松 函数 ,这 些 步 又 是 由 互相 独立 的 随机 变量 的 三 个 无 
限 序列 给 出 的 方向 ,位 置 和 强度 所 构成 的 。 这 种 描述 应 大 功 告 成 。 
除了 对 x 和 yy 增加 变量 z, 以 及 用 速度 (三 维 的 ) 代 赫 高 度 (一 维 
的 ) ,高 斯 的 伯 格 斯 函数 就 能 用 我 的 地 球 表面 的 普通 布朗 模型 (已 
在 第 28 章 中 描述 )。 


柯 尔 莫 哥 罗 夫 6 方差 


VE Jodi ROR (AR OHARA HRA, AR 
的 是 从 标准 的 量 纲 分 析 看 来 这 是 不 正确 的 。 由 柯 尔 莫 哥 罗 夫 以 及 
同时 代 的 奥 布 齿 夫 、 翁 萨 格 以 及 冯 韦 茨 赛 克 尔 提出 的 正确 的 量 纲 
论述 表明 ,对 于 ó 方差 只 存在 两 种 可 能 性 :或 者 是 普 适 的 ,也 就 是 
不 管 试验 条 件 怎 样 ,总 是 相同 的 ;或 者 是 可 怕 的 紊乱 。 要 成 为 普 适 
的 ,6 方差 就 必须 正比 于 1AP1”3。 它 的 推导 可 从 许多 著作 中 找 
到 ;而 此 结果 的 几何 性 质 在 Birkhoff 1960 中 有 重点 描述 。 

在 开始 有 点 怀疑 以 后 ,现在 已 经 确定 柯 尔 莫 哥 罗 夫 ó 方差 出 
奇 地 说 明了 在 海洋 .大 气 和 一 切 大 容器 中 的 潮流 。( 见 Granf 
Stenart & Moillet 1959) 这 个 证 据 表 明了 先 验 思想 ,对 粗糙 数据 紊乱 
性 抽象 的 重大 胜利 。 它 值得 ( 虽 有 大 量 限 制 ,在 第 10 章 加 进 了 最 
新 内 容 ) 让 专家 范围 以 外 的 人 也 知道 。 

具有 柯 尔 莫 哥 罗 夫 6 方差 的 高 斯 函数 也 成 功 了 ,在 所 涉及 到 
标量 (一 维 的 ) 温 度 的 范围 内 ,该 高 斯 函数 是 一 个 分 数 布朗 三 维 空 
间 一 线 函 数 ,其 末 = 1/3。 因 此 柯 尔 莫 哥 罗 夫 场 包含 了 反 持 久 性 ， 
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而 地 球 的 地 形 受 益 于 持久 性 。 更 为 基本 的 差别 在 于 , 当 要 求 表达 
地 球 数据 的 H 至 今 还 只 是 现象 学 的 时 候 , 柯 尔 莫 哥 罗 夫 的 H = 
1/3 已 在 空间 几何 学 中 生根 了 。 


在 均匀 满 流 里 ,等 曲面 是 分 形 (Mandelbrot 1975 f) 


虽 有 前 节 预 示 H = 1⁄3 的 胜利 , 柯 尔 莫 哥 罗 夫 方 法 有 一 条 主 
要 缺陷 :在 流体 里 速度 差 的 分 布 或 温度 差 的 分 布 , 除 了 它 不 能 是 高 
斯 假定 以 外 ,仍然 是 未 知 的 。 

这 种 否定 的 结果 是 吓人 的 ,但 没有 什么 压力 迫使 放弃 方便 的 
假定 。 至 多 , 汕 流 的 学 者 们 在 研究 高 斯 模型 时 必需 谨慎 ; 当 一 种 计 
算 产生 逻辑 上 的 不 可 能 性 时 ,他 们 就 要 放弃 这 种 模型 。 否 则 他 们 
就 向 前 推进 。 

现在 我 们 回 到 温度 。 特 别 地 , Mandelbrot 1975 f 把 高 斯 假定 与 
伯 格 斯 和 柯 尔 莫 哥 罗 夫 6 方差 结合 在 … 起 。 我 们 能 够 希望 :没有 
高 斯 假定 时 ,其 结论 仍 应 保持 正确 ,因为 只 用 到 连续 性 和 自 相似 

在 坐标 为 x，y，z, 7 的 四 维 空间 里 , 温度 T 定义 为 函数 了 = 
7(x,y,z), 分 数 布朗 函数 的 图 形 是 4- H 维 的 分 形 ,而 且 它 的 许 
多 低 维 截面 都 是 我 们 已 知 的 如 下 分 形 。 

线 的 截面 ”对 于 固定 的 xo, yo 和 70, 这 等 温 截 面 是 由 沿 空间 
轴 ( 其 中 某 一 个 了 值 是 所 考察 的 ) 上 的 点 所 组 成 。 他 们 构成 分 数 
的 布朗 零 集 ,而 分 维 是 1 - H. 

平面 的 截面 ”对 固定 的 yo 和 zo, 代 表 温 度 沿 x 轴 变 化 的 曲线 
是 分 数 布 朗 线 一 线 函 数 ,其 维 数 是 2- 六。 对 固定 的 zo 和 70, 隐 式 
方程 TY(zo,x,y) = To 定义 了 平面 上 的 等 温 线 。 这 些 等 温 线 具有 
维 数 2 - H. RT D 值 以 外 ,他 们 等 同 于 第 28 章 所 研究 的 海 

空间 的 截面 ”对 固定 的 z, 截 面 是 维 数 为 3- 的 分 形 T(x， 
y,z0) 的 图 形 。 对 H = 1/2, 它 与 第 28 章 的 图 形 中 所 定义 的 布朗 地 
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形 相同 。 对 于 H=-13, f TE E RE PHD RH BME. 
图 2-1 至 图 2-3 的 解释 


对 固定 的 70, 由 隐 式 方程 T(x,y,z) = To 所 定义 的 等 温 曲面 
是 海岸 线 在 三 维 的 推广 ,而 且 把 我 们 引 向 一 类 具有 D=3- HR 
新 分 形 。 因 此 ,D =3 - 1⁄2 是 高 斯 - 伯 格 斯 无 持久 性 注 流 ,而 D = 
3 -11/3 是 高 斯 - 柯 尔 莫 哥 罗 夫 反 持 久 性 注 流 。 

这 些 曲 面 由 图 2-2 和 图 2-3 所 说 明 , 该 图 的 由 来 终于 被 解 
Wr. 

为 了 对 照 起 见 ,图 2-1 增加 了 持久 性 函数 T(x,y,z) 的 等 温 
曲面 ,其 =0.75。 由 于 这 种 庞大 的 计算 花费 太 大 ,不 得 不 把 曲面 
适度 地 光滑 化 。 的 不 同 对 整个 形状 的 影响 没有 想象 的 那样 剧 
烈 ,这 一 事实 已 在 图 28-6 .图 28-7 中 说 明 过 了 。 
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第 十 篇 “随机 孔洞 ;织物 
第 31 章 区 间 孔 洞 ;线性 莱 维 尘埃 


这 几 章 在 结构 上 有 点 儿 互 相 牵扯 。 直 至 第 35 章 说 明 如 何 能 
对 织物 进行 控制 以 前 ,随机 孔洞 和 织物 这 两 个 论题 并 不 交会 在 一 
起 。 第 31 章 引 入 了 织物 但 未 大 量 涉及 孔洞 ;该 章 的 内 容 本 来 也 可 
以 分 散在 前 面 几 章 里 ,但 把 它们 集中 在 一 起 作 统 一 处 理 更 好 些 。 

第 31 章 至 第 33 章 不 包含 织物 ,但 用 孔洞 的 概念 来 构造 随机 
分 形 ,许多 内 容 是 新 的 。 就 像 前 面 有 关 布 朗 运动 的 那 几 章 一 样 ,新 
的 分 形 不 依赖 于 时 间 和 (/ 或 ) 空 间 坐标 网 。 

本 章 描述 约束 于 线 上 的 随机 尘埃 ,把 它们 应 用 于 最 早 在 第 8 
章 中 处 理 过 的 噪声 问题 。 并 作为 推广 到 平面 和 空间 这 两 种 不 同 问 
题 (分 别 在 第 32 章 和 第 33 章 中 描述 ) 时 的 基础 。 

第 32.33 章 和 第 35 章 的 主要 实用 目的 ,是 帮助 建立 星团 的 模 
型 。 这 是 最 早 在 第 9 章 里 叙述 过 的 挑战 性 问题 。 


条 件 定常 误差 (Berger & Mandelbrot, 1963) 


nes 我 们 曾 因 找到 了 用 康 托 尘埃 作为 某 些 附加 噪声 

主要 特性 的 一 个 合适 的 初步 模型 而 大 为 高 兴 。 但 我 们 甚至 没有 试 

图 真 的 把 数据 与 ii 。 显 然 , 这 是 因为 预期 这 种 拟 合 将 是 

很 糟糕 的 。 对 于 任何 我 可 以 想象 的 不 规则 的 自然 现象 , 康 托 尘 奖 
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作为 个 精确 的 模型 实在 太 规 则 了 。 特 别 是 因为 它们 的 自 相 似 比 
局 限于 形式 为 r* 的 值 。 此 外 , 康 托 尘 埃 的 原点 不 恰当 地 处 于 一 
个 特殊 地 位 ,造成 最 糟糕 的 后 果 : 使 这 个 点 集 不 能 通过 平移 竺 加 到 
自身 ,用 专门 的 术语 来 说 , 它 不 是 平移 不 变 的 。 

容易 通过 随机 性 来 注入 不 规则 性 。 就 平移 不 变性 而 言 ,我们 
将 对 所 和 希望 的 康 托 尘埃 的 替代 物 只 要 求 在 统计 意义 下 与 它 的 平移 
相合 。 在 概率 论 的 专门 术语 里 ,这 就 意味 着 该 集合 必须 是 定常 的 ， 
或 者 至 少 满足 -一 种 适当 减弱 的 定常 性 条 件 。 

第 23 章 提 出 了 部 分 地 实现 这 目标 的 一 种 简单 方法 ,本 章 将 再 
向 前 推进 三 步 。 第 一 步 涉及 间 吹 性 的 最 早 实 际 随 机 模型 , Berger & 
Mandelbrot 1963 从 尺度 满足 se>0 和 2 < % 的 康 托 持 埃 的 有 限 近 
似 出 发 ,随机 地 搞 乱 其 中 的 间隙 使 它们 相互 间 统 计 独 立 ,但 保持 相 
继 间 隙 间 长 度 为 e 的 区 间 不 变 。 第 8 章 已 经 说 明 ,在 …- 个 康 托 尘 
埃 中 ,长 度 超 过 的 间隙 的 相对 数量 由 近似 于 双 曲 线 的 阶梯 形 函 
数 给 出 ,随机 化 把 这 个 函数 重新 解释 为 一 个 尾部 概率 分 布 Pr(U 
> u)o I 

这 样 就 产生 了 一 个 e > 0 的 随机 康 托 尘 埃 。 不 幸 的 是 , Pr(U 
> 4) 的 阶梯 带 有 N Al 的 初 值 的 痕迹 。 这 就 是 Berger & 
Mandelbrot 1963 把 这 些 阶 梯 光 滑 化 的 原因 :把 以 s 为 单位 度量 的 
相继 间 际 , 取 作 统计 上 独立 的 整数 =1, 它 们 的 长 度 分 布 是 : Pr( U 


>u)=u- D, 


这 个 模型 的 拟 合 出 奇 地 好 :德国 的 电话 产生 D~0.3。 许 多 作 
者 对 不 同 的 通道 进行 了 深入 的 研究 ,找到 的 D 从 0.2 至 接近 于 1。 

在 Berger & Mandelbrot 的 模型 里 ,相继 间隙 的 持续 时 间 是 独立 
的 ,因此 误差 就 构成 了 概率 学 家 称 为 “更 新 的 "或 “递归 的 "过 程 
(Feller，1950) ,每 个 误差 是 个 递归 点 ,其 中 过 去 和 未 来 是 相互 统计 
独立 的 ,从 而 遵守 与 其 他 误差 相同 的 法 则 。 
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线性 莱 维 尘埃 


不 幸 的 是 ,把 截 尾 的 康 托 尘埃 的 间 院 搞 乱 (并 使 其 分 布 光滑 
化 ) 所 得 到 的 集合 仍然 在 几 方面 有 欠缺 (a) 对 附加 噪声 数据 拟 合 
的 公式 在 细节 上 还 不 完美 ;(b) e > 0 的 限制 对 物理 学 家 是 可 以 接 
受 的 ,但 从 美学 观点 看 是 很 讨厌 的 ; Cc) 这 种 构造 是 粗 劣 和 任意 
的 ;(d) 它 与 康 托 原始 构造 的 要 旨 相 差 太 远 。 

Mandelbret 1965 c 利用 出 自 保 尔 * 莱 维 的 集合 ,构造 了 -个 较 
好 的 模型 。 它 避免 了 缺点 (a) 和 (b)。 我 把 这 个 集合 称 为 莱 维 侍 
Ro AMET 六, 莱 维 尘埃 就 是 结合 了 两 种 所 需 性 质 的 唯一 点 
集 ,就 像 随机 截 尾 的 康 托 尘埃 一 样 。 若 从 这 个 集合 中 的 一 点 看 ,过 
去 与 未 来 是 独立 的 , 像 康 托 尘埃 - 样 , 它 是 “个 自 相 似 的 分 形 。 某 
维 小 埃 比 康 托 沾 埃 更 好 。 以 0 与 1 之 间 的 任何 比值 的 约 化 ,5 
其 自身 在 统计 上 等 同 。 

第 25 章 的 布朗 运动 零 集 原 来 就 是 具有 D = 1⁄2 的 莱 维 尘埃 。 

不 幸 的 是 , 莱 维 用 以 引入 这 个 点 集 的 方法 没有 消除 上 面 列 出 
的 缺点 (co) 和 (d)。 但 它 在 技巧 上 是 很 精微 的 :为 了 不 用 u 是 一 个 
> 1 的 整数 的 限制 ,我 们 必须 设 它 是 一 个 正 实数 ,满足 Pr(U >u) 
= u-? 并 延伸 到 w=0。 因 为 0-?= oo ,总 “概率 "是 无 限 的 。 用 来 
消除 这 个 似乎 荒唐 的 含义 的 这 种 方法 是 重要 和 有 意义 的 。 但 它 在 
本 书 中 并 无 其 他 用 处 。 

幸运 的 是 ,如 果 我 们 采用 Mandelbrot 1972 z 中 建议 的 更 自然 的 
“孔洞 "构造 ,这 些 困难 都 将 消失 。 


真实 的 和 虚设 的 孔洞 


在 此 我 预先 指出 ,借助 于 “真实 的 ”" 和 “虚设 的 ”孔洞 的 组 合 ; 

描述 原始 康 托 人 尘埃 是 有 用 的 。 我 们 仍 从 [0,1j] 出 发 ,去 掉 它 中 间 的 

:分 之 一 ( 开 区 间 )(1/3, 2/3)。 以 后 ,构造 的 实质 保持 相同 ,但 拭 
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述 的 形式 有 些 变化 。 可 以 看 出 ,在 第 二 阶段 中 去 掉 了 [0,1] 的 每 个 
分 之 -的 中 间 三 分 之 ,虽然 去 掉 已 经 消失 的 三 分 之 一 -的 中 间 
:分 之 -并 无 可 察觉 到 的 效果 ,但 下 面 将 要 说 明 , 采 用 这 种 虚设 的 

了 筷 润 是 合适 的 。 用 同样 方式 去 掉 [0,1j 的 每 个 九 分 之 一 的 中 间 二 

分 之 一 ,每 个 二 十 七 分 之 一 的 中 间 三 = 分 之 一 ,如 此 等 等 。 注 意 长 度 

超过 u 的 孔洞 的 数量 的 分 布 现 在 由 阶梯 销 数 给 出 , 它 的 总 体 性 态 

现在 正比 于 wu-', 而 不 是 w 2。 对 于 不 同 的 凝结 规则 ,都 有 对 u 

的 同样 依赖 性 ,只 是 阶梯 的 位 置 和 比例 因子 取决 于 构造 方法 。 


区 间 孔 润 和 导致 的 间隙 (Mandelbrot，1972 z) 


随后 , Mandelbrot , 1972 z 通过 把 分 布 阶梯 光滑 化 ,以 及 随机 而 
独立 地 选取 诸 孔 洞 的 长 度 和 位 置 ,使 康 托 构 造 随 机 化 。 最 后 ,为 了 
体现 正比 于 wu-', 要 假定 集中 长 度 为 At 的 区 间 、 且 本 身 的 长 度 超 
it u 的 孔洞 的 数量 的 期 望 值 为 (1 - D,)At/u, 并 满足 一 个 泊 松 分 
布 。 记 号 1- 也 ,的 意义 不 久 就 会 清楚 。 

由 于 相互 独立 ,孔洞 可 以 相交 ,而 且 它 们 喜欢 这 样 :一 个 孔洞 
不 与 其 他 孔洞 相交 的 概率 是 0。 换 句 话 说 ,孔洞 和 间隙 的 概念 不 
再 相 一 致 ; 术语 间隙 将 用 于 表示 由 重 天 的 孔洞 所 造成 的 区 间 。 这 
就 产生 了 一 个 问题 :还 是 所 有 的 孔洞 最 终 将 结合 成 一 个 巨大 的 间 
隙 ,还 是 将 留 下 一 些 点 始终 未 被 覆盖 ?我 们 将 先 陈述 答案 ,然后 在 
下 一 节 里 用 一 个 直观 的 诞生 过 程 的 论证 来 证 实 它 ,并 且说 明 那 些 
未 被 覆盖 住 的 点 形成 非 强迫 的 群集 。 

考虑 一 个 区 间 , 它 不 能 被 长 度 超过 so 的 孔洞 全 部 覆盖 住 , 然 
后 引进 长 度 超过 可 变 e 值 的 较 小 的 孔洞 ,而 e 从 eo 减 小 到 0。 当 
D, <0 时 , 令 e->0, 将 使 得 几乎 一 定 (其 概率 趋 于 1) 没 有 不 被 覆 
盖 的 点 。 当 0< D. <1 时 ,同样 的 情形 也 可 以 发 生 , 但 它 不 再 是 几 
乎 一 定 的 了 。 甚 至 在 极限 情形 下 ,一 个 未 被 覆盖 的 “孔洞 分 形 “的 
存在 也 具有 正 概率 。Mandelbrot 1972 z 证 明了 这 是 一 个 维 数 D = 
D ,的 莱 维 尘埃 。 
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总 之 ,D = max(D ,0)。 
莱 维 尘埃 的 诞生 过 程 和 非 强迫 群集 化 


由 第 8 章 的 构造 , 康 托 误差 以 级 联 状 进发 或 “群集 "出 现 , 群 集 
的 强度 由 指数 D 度量 。 当 间隙 被 随机 地 搞 乱 时 ,这 个 性 质 仍 然 保 
持 , 但 其 证 明 既 不 清楚 又 无 启发 性 。 

与 此 相反 ,关于 随机 孔洞 尘埃 的 同样 结果 的 证 明 , 则 既 简 单 而 
又 极 有 意义 。 

再 次 指出 ,关键 是 由 长 度 超过 阔 值 es 的 孔洞 开始 ,然后 用 某 个 
r<1( 例 如 r=1/3) 反 复 与 e 相 乘 , 从 而 使 它 的 值 趋 于 0。 我 们 从 
-个 无 孔洞 的 中 间 间 隙 区 间 开 始 ,这 个 区 间 的 边界 是 两 个 “e 间 
BR" SK EYE e/3 Me 之 间 的 孔洞 ,有 时 会 有 消除 一 切 的 破坏 
性 效果 ,但 较 柔 和 效果 的 出 现 也 有 相当 大 的 概率 :(a) 作为 边界 的 
e 间隙 ,延伸 为 较 长 的 (e/3) 间 隙 ;(b) 在 中 间 间 隙 里 出 现 较 小 的 
附加 (e/3) 间 孙 。 这 个 重新 定义 的 中 间 间 隙 必然 被 理解 为 群集 。 
用 同样 的 方式 ,以 e/9,…,3-"e 代替 e/3, 就 得 子 群 集 。 

当 no 时 ,这 些 群 集 的 演化 受到 新 的 诞生 和 死亡 过 程 的 支 
配 ,就 像 在 第 23 章 中 所 用 的 经 典 理论 那样 。 群 集 的 死亡 与 增值 ， 
独立 于 具有 同样 n 的 其 他 集团 以 及 它们 的 家 族 史 。 长 的 中 间 间 
隙 消失 的 概率 较 短 的 间隙 为 小 , 且 平 均 地 产生 较 多 的 后 代 。 当 增 
加 1-D, 时 ,在 e 间 际 之 间 的 区 间 变 得 较 短 , 而 且 在 (e/3) 间 隙 之 
间 的 某 些 区 间 性 将 完全 消失 。 因 此 ,后 代 的 期 望 值 以 两 种 方式 减 
少 , 值 D, =0 是 下 述 意 义 下 的 临界 值 :对 D. <0, 家 系 几 乎 必定 
死 光 ;而 对 D. » 0, 家 系 永远 保持 有 正 概率 。 


在 伯 杰 和 曼 德 布 罗 特 模型 中 的 平均 误差 


< 这 个 专题 性 插话 打算 说 明 ,关于 康 托 尘 埃 模型 中 相对 误差 
的 主要 结果 在 随机 化 以 后 仍然 成 立 。 事 实 上 ,这 些 论证 和 结论 是 
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相当 简化 了 的 ,特别 对 于 o = om 是 如 此 。 本 论题 通过 实例 ,说 明 条 
件 期 望 在 自 相似 过 程 中 的 应 用 。 

< 假设 在 区 间 [0, Rj 中 至 少 存在 一 个 误差 ,其 中 R 值 的 范围 
HE R >> 9 AR << wo HI RIFE MCR) >0, 把 伯 杰 和 曼 德 布 
多 特 的 模型 称 为 条 件 定常 常 的 理由 是 ,如 果 [ 1,1+ dj 全 部 包含 在 
[0,R] 之 内 , 则 其 误差 的 条 件数 ( 记 作 1M(L d - M(t) 1 MCR) > 
ODERA -SAF i 的 分 布 ,因此 只 要 讨论 1 =0 就 足够 了 。 还 
有 ,规定 期 望 是 可 加 的 ,只 是 条 件 定常 性 意味 着 

(M(d)>01M(R) 50) =(d/R)(M(R)IM(R) 50), 
至 于 自 相 似 性 ,这 意味 着 

Pri M(d) »01M(R) »0] =(d/R)!-” ， 

其 中 D^ 是 由 讨论 过 程 确定 的 某 个 常数 。 为 了 证 明 这 个 论断 ,只 
要 引入 一 个 满足 d ed' < REPITA BIERI Pr 分 解 为 

Pr{M(d)>01M(d')>0}, PriM(d') >OIM(R) >0}. 
联合 最 后 的 两 个 等 式 , 我 们 得 到 


(M(d)IM(d)>0)}=(d/R)P (M(R)IM(R)>0). 
因此 ,把 条 件 定常 性 和 自 相 似 性 相 组 合 , 就 足以 证 明 


(M(qd)1M(d) >0)d-? = 常数 。 
对 所 研究 的 具体 模型 ,确定 其 指数 是 D' = Dp。 此 外 ,只 是 自 相似 
性 就 意味 着 比例 

| 第 1 次 误差 的 时 刻 1M(R) > OHMR 
和 

{M(R)IM(R) >0}/(M(R)IM(R) >0) 
是 随机 变量 , 它 依赖 于 D 而 与 R 和 w KK. 
< 与 条 件 概率 相反 ,条 件 事 件 MCR) >0 的 绝对 概率 极 大 地 
依赖 于 w。 然 而 ,如 果 对 o < % 适 当地 进行 截断 ,我 们 就 找到 
Pr{M(R)>0} = (R/w)!-?, 
因为 最 后 一 个 表达 式 可 由 上 节 的 表达 式 通 过 用 LRE RAAR 
代替 d 导出 。 事 件 “M(R) > 0 推出 工 < wm” 可 像 事件 “M(R)>0 
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推出 MCL) > 0" 一 样 来 处 理 。 在 极限 情形 w->% ,[0, R] ZERE 
-个 非常 长 的 间隙 中 的 概率 趋 于 1, 所 以 观察 到 误差 的 概率 成 为 
无 限 小 。 但 以 前 导出 的 误差 数 的 条 件 概率 不 受 影响 。 

起 上 述 论 证 补充 了 第 22 章 中 关于 条 件 宇宙 学 原理 的 讨论 > 


KX 
ass Oa 


Á os D ONY 


CH 


x) OY 


N WA M. 


ERNES À $ 

£ D E E x x [^ A 

RAK a WA NM X ^s hy 

VE AL IA CU A 
NES ANC ODL til 


31-1 随机 街道 图 样 


本 图 就 像 第 8 章 中 所 指出 的 ,不 幸 的 是 ,直接 阅 明 康 托 尘 埃 十 分 艰难 ， 
然而 可 间接 想象 为 三 元 科 替 曲 线 与 其 基 的 交 。 用 同样 的 方法 可 以 间接 地 想 
象 莱 维 尘埃 。 在 此 图 中 , 像 街道 一 样 的 黑色 条 纹 是 随机 设置 的 ,特别 是 在 各 
个 方向 上 取向 的 机 会 等 同 ,其 宽度 遵循 双 曲 线 分 布 , 迅 速 变 率 而 不 能 画 出 。 
白色 的 余 集 ( 即 “住宅 块 ") 渐 近 地 成 为 零 面积 的 ,其 维 数 D 小 于 2, 

只 要 剩 下 的 住宅 块 的 维 数 D > 1, 则 它 与 任意 直线 的 交集 就 是 维 数 为 
-1 的 莱 维 尘埃 。 另 一 方面 ,如 果 DD < 1, 则 交集 几乎 必定 是 空 的 。 然 而 这 
个 结果 在 这 里 并 不 十 分 明显 ,因为 不 能 把 构造 进行 得 足够 深入 。 

第 33 章 将 给 出 很 好 的 说 明 , 当 从 平面 中 扣 去 的 是 随机 圆 盘 状 的 空洞 , 即 
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如 图 33-1 至 图 33-4 所 示例 的 那样 ,孔洞 分 形 与 直线 的 交 是 莱 维 尘埃 。 m 

31-2 ~ 图 31-4 
保 尔 ' 莱 维 的 魔鬼 阶梯 D=0. 9000 
( 维 数 为 1: 竖 直 段 横 坐 
标的 维 数 分 别 为 D = 9/ 
10,D =3/10 以 及 也 = 
0. 6309) 

图 注 这 些 图 是 图 
85 上 康 托 函数 或 魔鬼 
阶梯 的 随机 化 模拟 物 。 
图 31-4 中 羔 维 阶梯 的 维 
数 与 原始 康 托 集 的 相 
同 ,而 图 31-2 和 图 31-3 
的 维 数 不 是 小 得 多 就 是 I 
大 得 多 。 图 31-2 

为 了 描述 莱 维 阶 
梯 , 把 横 坐 标 作为 纵 坐 
标的 函数 ,在 第 一 阶段 ， 
一 旦 纵 坐 标 增 加 了 量 值 
Ay( 这 里 Ay = 0.002) , 横 
坐标 值 将 按 分 布 Pr (Ax 
> u) = u PM ux s 
长 。 在 第 二 阶段 RE 
标 按 比例 放大 或 缩小 ， 
使 阶梯 终止 于 坐标 点 (1， 
D. D=0.3 的 小 阶梯 看 
来 减少 到 很 少 的 几 级 ， 
这 是 由 于 阶梯 竖 直 段 横 
坐标 的 群集 化 占 了 压倒 B 31-3 
优势 。 = 
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$328 ”从属 运算 ;空间 莱 维 
EFR; AFER 


本 章 和 下 一 章 的 中 心 议题 是 星团 ,这 是 已 经 在 第 9.22 章 和 第 
23 章 涉及 过 的 题目 。 基 本 方法 是 把 上 一 章 的 尘埃 推广 到 平面 和 
空间 。 本 章 主要 涉及 空间 莱 维 尘埃 。 遵 照 博 赫 纳 ,我 们 以 “从 属 运 
算 方法 通过 “处 理 "布朗 运动 引 和 人 这些 分 形 。 在 菜 维 尘埃 的 范畴 
内 ,我 们 还 要 遇 到 莱 维 飞行 , 即 一 种 非 标准 的 随机 行走 。 本 章 从 随 
机 行走 集团 的 非 正式 预告 开始 ,然后 阐明 从 属 运算 的 意义 ,并 由 扒 
广 到 非 随机 的 情况 来 加 以 证 实 。 预 告 中 所 作 的 断言 ,将 在 最 后 
节 中 论证 。 


预告 : 随机 行走 群集 


我 的 早期 星团 模型 的 目的 ,是 展示 具有 下 列 特性 的 质量 分 布 ， 
(a) 集中 分 布 在 一 个 球 上 的 质量 MCR) M(R)< RP, A D< 
2;(b) 该 分 布 在 统计 形式 上 满足 条 件 宇 宙 学 原理 。 

瑞 利 飞行 中 继 站 从 构造 既 没 有 分 形 维 数 也 没有 拓扑 维 数 的 
星团 开始 。 从 空间 -… 点 了 (0) 出 发 ,一 支 瑞 利 飞行 火箭 机 会 等 同 地 
随机 了 路 向 各 个 方向 ,每 次 飞 路 的 时 间 都 是 At =1, 而 到 达 下 一 个 中 
继 站 TORERE EIO) - (0) 了 ) =1 的 随机 高 斯 分 布 。 
然后 火箭 路 向 (2) ,从 而 

U,-I(1)-II(0) 和 VU,= 1(2)- (1) 
是 独立 且 等 同 分 布 的 向 量 。 如 此 等 等 。 

为 了 看 出 火箭 作 无 休止 的 飞跃, 我 们 增加 它 前 面 的 中 继 站 
II - 1),I( -2),---, 但 时 间 方 向 的 改变 并 不 影响 随机 行走 , 因 
此 从 五 (0) 开 始 画 两 条 独立 轨 线 就 足够 了 。 
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火箭 的 轨迹 (包括 它 飞跃 时 留 下 的 “凝结 尾 流 ") 是 一 个 随机 集 
合 ,所 以 对 所 讨论 的 中 继 站 集合 未 考虑 它们 到 达 的 次 序 。 当 从 任 
-点 采 (4) 出 发 考虑 时 ,两 个 集合 有 完全 相同 的 分 布 。 按 第 22 章 
中 引进 的 术语 ,这 两 个 集合 都 满足 适当 统计 形式 的 条 件 宇宙 学 
原理 。 

载荷 ”对 瑞 利 飞行 的 每 个 中 继 站 随机 地 分 配 等 同 分 布 和 统计 
独立 的 质量 ,并 把 条 件 定常 性 推广 到 质量 。 

HK D =2 ”众所周知 ,火箭 在 次 飞跃 中 所 通过 的 距离 与 /k 
成 正比 。 结 果 在 半径 为 R, 圆 心 是 了 (i) 的 球 内 ,中 继 站 的 数目 是 
M(R)o R?。 此 公式 中 的 指数 与 中 继 站 URADE D =2 
的 想法 相 一 致 ,特别 是 总 体 密度 为 0。 

布衣 运动 ”在 连续 时 间 内 插入 瑞 利 飞行 将 得 到 布朗 轨迹 , 它 
是 D =2 的 连续 曲线 (第 25 章 )。 这 样 , 瑞 利 飞行 模型 实质 上 是 分 
形 曲 线 (Dr =1 和 D =2), 且 满足 条 件 不 是 很 强 的 宇宙 学 原理 。 这 
个 讨论 是 令 人 满意 的 ,但 Dr fü D 的 值 是 不 可 取 的 。 

广义 密度 ”如 果 我 们 在 布朗 轨迹 的 两 点 (to) (1) el] 
RAME lto- tl, EE M(R) 就 是 花费 在 半径 为 R 的 球 内 的 时 
间 与 均匀 广义 密度 6 的 乘积 。 

宇宙 的 膨胀 ”在 标准 的 讨论 中 ,初始 分 布 具 有 均匀 密度 6。 
当 宇 宙 均 匀 地 膨胀 时 ,8 减 小 ,但 分 布 仍 是 均匀 的 。 另 一 方面 , 通 
常 总 认为 每 种 别 的 分 布 当 膨胀 时 将 发 生 改变 。 均 匀 地 加 载 的 布朗 
轨迹 从 构造 上 说 明了 这 个 结论 是 不 正确 的 :6 也 随 膨 胀 而 改变 ,但 
它 仍 保持 确定 的 和 均匀 的 。 

因此 ,不 管 我 们 的 宇宙 是 否 膨 胀 ,都 可 以 利用 瑞 利 中 继 站 。 这 
个 性 质 当 通 过 利用 莱 维 飞行 来 减少 D 时 仍 保持 。 对 此 ,我 们 现在 
加 以 说 明 。 

菜 维 飞行 中 继 站 ; 非 整 数 维 数 <2 我 的 星系 分 布 的 随机 行走 
模型 利用 尘埃 实现 了 任何 想 要 的 分 形 维 数 D «2, 而 尘埃 这 个 集合 
的 准确 拓扑 维 数 为 Dr =0。 为 了 达到 这 一 目标 ,我 应 用 了 数学 期 
望 (U2(4)) 为 无 限 的 随机 行走 。 因 为 U 是 双 曲 随机 变量 ,在 w=1 
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处 具有 内 界限 ,因此 对 于 w<1, 有 Pr(U>w)=1, 而 对 w>1， 
Pr(U>u)x u-?, 其 中 0<D<2。 

-个 重要 的 结果 是 当 R>. 时 (M(R))x R?。 这 是 我 们 已 经 
提出 实现 的 关系 式 , 它 允许 实现 可 能 在 实践 或 理论 中 提出 的 任何 
维 数 。 

< 关于 莱 维 稳定 性 ” 当 1 一 w 时 , 留 在 时 间 间 隔 ¿ (适当 地 定 
尺度 ) 的 质量 收敛 于 一 个 与 1 无关 的 随机 变量 ,这 是 由 保 尔 . 莱 维 
第 一 个 研究 的 ,最 好 称 为 “ 莱 维 稳定 的 "(第 39 章 )。 因 此 ,对 我 的 
模型 中 隐 含 的 过 程 ,将 应 用 术语 “ 莱 维 飞行 ”。 

< HH T (UP) = o ,标准 的 中 心 极限 定理 不 再 有 效 , 而 要 用 一 
个 特殊 的 中 心 极限 定理 来 代替 ,这 种 替换 有 值得 注意 的 后 果 。 标 
准 定理 是 “ 普 适 的 ”, 即 极限 仅 依赖 于 量 (U) 和 (2), 而 非 标 准 的 定 
理 不 是 普 适 的 , M(R) 的 分 布 通 过 D 明显 地 依赖 于 飞 路 的 分 布 。B> 

本 章 的 余下 部 分 要 构造 一 个 尘埃 , 它 对 莱 维 飞行 所 起 的 作用 
与 布朗 运动 对 瑞 利 飞行 所 起 的 作用 相同 。 直 接 的 内 插 是 完 长 而 烦 
琐 的 ,因为 需要 给 出 把 分 布 PA(U>4w) = wu-? 应 用 到 发 散 的 w=0 
处 的 意义 。 与 此 相反 ,有 一 种 既 简单 又 精确 的 间接 方法 , 即 应 用 从 
属 运算 的 过 程 ,对 这 种 过 程 有 独立 的 兴趣 ,并 启示 了 大 量 明显 的 
推广 。 


柯 西 飞行 和 D =1 


我 们 通过 一 个 例子 来 引进 从 属 运 算 。 为 了 从 维 数 D =2 的 布 
朗 轨迹 开始 生成 维 数 D = 1, 我 们 必须 试图 把 D 减少 1。 对 欧 几 里 
得 经 典 形状 ,容易 实现 这 种 减少 。 对 于 平面 的 情形 ,可取 一 段 直线 
作 截面 。 对 三 维 空间 ,可 取 一 个 平面 作 截面 。 而 对 四 维 空间 ,可 取 
一 个 三 维 空间 作 截 面 。 我 们 在 第 23 章 就 已 看 到 ,对 随机 分 形 凝 乳 
有 同样 的 规则 ,在 第 25 章 ,布朗 线 一 线 函 数 的 维 数 为 3/2, 而 它 的 
零 集 和 不 垂直 于 上 轴 的 所 有 截面 的 维 数 为 1/2。 

作 形 式 上 相似 的 推广 。 这 种 把 D 减少 1 的 方法 导致 我 们 猜 
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测 , 适 当选 择 的 布朗 轨迹 的 截面 典型 地 具有 维 数 2- 1 = 1。 这 个 
猜测 的 确 得 到 了 证 实 (Feller 1971, p.348)。 而 且 , 应 该 把 它 推广 到 
普通 二 维 空间 中 轨迹 的 平面 截面 和 四 维 空间 (其 坐标 是 x,y,z 和 
“想象 ”) 中 轨迹 的 三 维 截 面 。 

从 线 至 四 维 空间 的 … 条 布朗 轨迹 出 发 来 研究 “想象 ”~=0 的 
点 ,这 些 “ 非 想象 "点 的 位 置 可 看 作 由 基本 布朗 运动 访问 的 次 序 产 
生 的 ,而 这 些 访问 之 间 的 距离 是 独立 和 各 向 同性 的 。 其 结果 是 , 非 
想象 点 的 位 置 可 看 作 随 机 飞行 的 中 继 站 ,这 种 飞行 的 步调 所 遵循 
的 法 则 与 布朗 运动 十 分 不 同 ,这 种 行走 就 称 为 柯 西 运动 或 柯 西 飞 
行 。 给 定 两 个 时 刻 0 和 ,就 可 以 找到 从 了 (0) 到 五 (4) 向 量 的 概 
率 密 度 止 比 于 下 式 

C* DE ECE) - HOY) Pa 2] 9, 

S.J. Taylor 1966, 1967 中 证 实 了 形式 上 的 类 推 猜想 D = 1, 柯 西 

飞行 在 图 32-5 到 图 32-11 的 一 些 图 中 说 明 。 


从 属 运 算 的 思想 


再 来 考虑 一 下 前 面 的 构造 。 线 到 欧 氏 空间 的 布朗 运动 , 当 它 
的 线 一 线 坐 标 函数 为 0 时 ,就 到 达 非 想象 点 。 但 每 个 坐标 都 是 一 
维 布朗 运动 。 不 仅 ( 第 25 章 ) 这 个 函数 的 零 集 形 成 一 个 维 数 D = 


志 的 集合 的 事实 ,而 且 零 之 间 的 区 间 相互 独立 的 事实 ,都 意味 痢 夫 


集 就 是 线性 莱 维 侍 埃 。 总 之 , 柯 西 运 动 是 一 个 线性 菜 维 尘埃 在 布 
朗 运动 上 的 上 映射。 请 回忆 十 里 抽 一 是 古 罗 马 人 的 一 种 很 有 效 的 方 
法 ,他 们 杀 死 过 十 的 人 来 惩罚 敌对 集团 。 我 们 看 到 , 柯 西 运动 是 由 
“十 里 抽 一 ”的 分 形 形 式 得 到 的 ,这 是 Bochner 1955 首先 提出 的 ,并 
称 为 从 属 运算 (Feller 1971 ,包括 分 散 的 对 此 概念 的 非 初 等 评论 )。 
为 了 今后 参照 ,注意 到 有 
Dips = Dampa X D g mist eo 
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从 属 运算 可 以 推广 到 非 随机 分 形 


为 了 详细 说 明 分 形 从 属 运 算 的 性 质 , 我 们 把 它 应 用 于 科 赫 和 
皮炎 诺 分 形 曲 线 。( 说 来 奇怪 ,现在 的 讨论 似乎 是 在 非 随机 情形 对 
从 属 运 算 的 首次 提 及 。) 

这 个 思想 是 这 样 的 :保持 起 始 器 不 变 ,但 把 发 生 器 用 它 的 子 集 
代替 ,这样 就 能 修改 这 些 曲 线 。 这 就 把 被 从 属 的 极限 分 形 集 用 从 
属 子 集 来 代 蔡 。 我 们 首先 来 举 一 个 例子 ,然后 引入 重要 的 维 数 相 
乘 的 法 则 。 

0<2 的 例子 ” 取 三 元 科 赫 曲线 的 四 节 发 生 器 ,如 图 6-1, + 
掉 第 .二 和 第 -: 节 ,将 导致 经 典 的 三 元 康 托 尘埃 发 生 器 ,如 图 8-1. 
因此 , 康 托 尘埃 从 属于 雪花 的 三 分 之 --。 如 果 我 们 从 科 赫 发 生 器 
的 四 节 (N = 4) 中 去 掉 第 一 和 第 三 节 , 就 形成 -个 不 同 的 从 属 小 
埃 , 它 不 是 限制 在 一 条 直线 上 的 。 在 两 种 情形 ,从 属 运 算 都 把 维 数 
从 log 4/log 3 改 为 log 2/log 3。 如 果 仅 去 掉 发 生 器 的 一 节 , 则 虽然 
从 属 沾 埃 的 维 数 是 log 3/log 3 = 1, 但 它 不 是 直线 的 一 个 子 集 。 

D=2 的 例子 取 图 7-3 皮 亚 诺 - 蔡 查 罗 曲 线 的 四 节 的 第 二 阶 
段 ,去 掉 第 二 和 第 三 节 , 则 新 的 发 生 器 是 [0,1] 自 身 ! 因此 ,直线 区 
间 是 皮 亚 诺 - 蔡 查 罗 曲 线 的 一 个 (最 平凡 的 ) 从 属 。 去 掉 不 同 的 二 
节 , 可 产生 D = 1 的 分 形 尘 埃 。 去 掉 一 节 , 就 剩 下 一 个 维 数 为 
log 3/log 2 的 集合 。 


维 数 的 乘法 


从 第 6 章 和 第 7 SUB H , FL AR fll DHA Tae EL Bj ys 

数 上 位 于 [0,1] 区 间 的 “运动 "轨迹 。 通 过 一 个 例子 来 说 明 怎 样 定 

义 时 间 。 一 个 雪花 发 生 器 的 四 节 被 覆盖 时 刻 的 四 进 制 展开 式 分 别 

从 0,1,2,3 开始 。 例 如 ,第 三 个 四 分 之 一 的 第 二 个 四 分 之 一 被 覆 

盖 时 刻 的 四 进 制 展开 式 从 0.21 开始 。 把 科 替 曲线 和 皮 亚 诺 曲 线 
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看 作 运 动 , 则 它们 本 身 就 是 [0,1] 区 间 的 “分 形 映射 ”。 在 这 个 范畴 
内 ,发 生 器 各 节 第 一 次 涉及 的 十 里 抽 一 效应 是 去 掉包 括 数字 1 或 
2( 或 0 和 3) 的 4 值 。 因 此 ,极限 AR FLO, RMR TREE 
埃 。 

因此 ,我们 可 以 把 科 替 或 皮 亚 诺 曲 线 的 从 属 子 集 描述 为 时 间 
子 集 的 分 形 映射 。 显 然 ， 这 个 子 集 就 是 康 托 尘埃 , 称 为 从 属 

物 ,其 维 数 是 log N/log N' = log 2/log 4= 1/2。 较 为 一 般 地 ， 我 们 找 
到 自明 的 关系 式 

Dya = Dat X Dymo 

这 推广 了 表示 柯 西 运动 特征 的 关系 式 。 我 们 知道 , 当 研究 截 
面相 交 时 出 现 维 数 相 加 。 现 在 我 们 发 现 了 一 种 有 趣 的 “ 微 积分 
学 ", 它 像 给 出 了 维 数 的 和 的 意义 那样 ,给 出 了 维 数 的 积 的 意义 。 

当然 ,与 交集 的 余 维 数 相 加 法 则 相 类 似 ,这 个 法 则 也 有 例外 。 


作为 从 属 物 的 线性 莱 维 尘埃 


第 31 章 的 线性 莱 维 尘埃 是 博 灰 纳 使 用 的 第 一 个 从 属 。 纯 数 
学 家 们 继续 广泛 地 把 它 作 为 从 属 物 ,而 相关 的 莱 维 阶梯 就 称 为 稳 
定 的 从 属 物 函数 。 为 了 得 到 自 相 似 的 从 属 集 , 采 用 一 个 自 相 似 的 
被 从 属 物 ,例如 布朗 运动 或 分 数 的 布朗 运动 。 
注意 到 虽然 布朗 运动 的 内 在 维 数 为 2, 但 限制 在 直线 上 的 布 
朗 运动 的 维 数 为 1。 因 此 ,上 -一 节 的 规律 应 换 成 
Dya = minl E, 2x Dymo 
较 一 般 地 ,一 个 分 数 布朗 运动 的 内 在 维 数 是 YZH i 
Dyg = minl E, Dymu/Hic 
因此 ,从 属 集 能 充满 的 最 大 空间 相应 于 E = C1/ HO HERR. 
作为 被 从 属 物 的 布朗 运动 ”最 重要 的 被 从 属 物 是 布朗 轨迹 。 
取 值 时 刻 限制 于 线性 莱 维 尘埃 ( 它 的 维 数 D/2 在 0 与 1 之 间 ) 的 
布朗 映射 是 一 个 空间 尘埃 , 它 具 有 数值 在 0 与 2 之 间 的 任意 维 数 ， 
最 好 称 它 为 空间 莱 维 尘埃 。 
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AA uE SA Ji WJ 6: WJ [8] BAL BA 877 D] RE DR I B VI yr 
量 , 则 从 属 过 程 也 有 统计 独立 增 量 。 若 保证 从 属 物 的 间隙 长 度 满 
AL Pr(W»w)-2w 0⁄2 VAR EER S w 的 间隙 中 布朗 运动 移 
B) f HIC F u = Vw 量 级 的 数值 , 则 空间 尘埃 的 间 耻 看 来 应 满足 
Pr(U»u)zPr(W»u)z-u D, HUER- Ry SUR GS 


fing HI 


AX Pr(U» u) = u ?表明 ,从 属 尘 埃 体现 了 本 意 开始 时 预 
告 的 过 程 。 

维 数 ” 设 尘埃 本 身 的 维 数 是 D ,如果 每 个 线性 间 阶 端点 的 映 
射 被 区 间 所 连接 ,我 们 就 得 到 莱 维 轨迹 : 它 的 维 数 是 max |1， 
中 一 一 就 像 在 第 16 章 中 对 树 的 研究 那样 。 

相关 性 ” 菜 维 轨迹 在 它 产生 的 星系 中 导致 一 个 线性 次 序 , 这 
统 含 着 每 个 星系 只 与 它 的 最 近邻 居 相 互 作用 ,而 且 每 对 邻居 的 相 
互 作用 独立 于 其 他 对 邻居 。 在 这 种 意义 下 ,一 个 莱 维 飞行 相当 于 
把 不 可 解 的 NN 体 问题 未 经 证 实 就 用 许多 二 体 问题 的 某 种 组 合 来 
代替 。 结 果 似 乎 完全 不 切实 际 , 然 而 并 非 如 此 。Mandelbrot 1975 u 
(Peebles 1980, pp.243 ~ 249 有 详细 的 描述 ) 证 明了 菜 维 飞行 导致 
天 体 星球 上 两 点 和 三 点 的 相关 性 ,这 与 P.J.E.Peebles & Groth 1975 
通过 曲线 拟 合 得 到 的 结果 相同 , 见 Peebles 1980。 . m 


32-1 作为 艺术 作品 2 号 的 计算 机 昆虫 

本 图 可 以 部 分 地 归结 为 计算 机 程序 出 错 。 该 “故障 "立即 被 查 明和 消除 
(当然 只 在 输出 被 记录 以 后 1) 最 终 输 出 的 就 是 图 VA 

由 于 关键 处 的 一 个 小 故障 引起 的 变化 ,导致 了 我 们 完全 想不到 的 东西 。 

显然 ,在 图 7-17 里 设计 了 非常 严格 的 序 , 而 这 里 这 种 序 被 消 隐 了 ,而 且 
没有 显示 任何 其 他 序 。 

这 个 图 至 少 乍 看 起 来 可 以 当 作 高 级 艺术 品 。 这 个 事实 不 是 偶然 的 。 
Mandelbrot 1981 1 概述 了 我 对 此 的 想法 ,并 在 不 久 的 将 来 将 详细 发 表 。 = 
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图 32-1 


图 32-2 和 图 32-3 及 图 32-3 
Mandelbrot 早期 模型 群集 ( 维 数 为 D = 1.2600) , 莱 维 飞行 和 它 的 中 继 站 

粗略 地 说 , 莱 维 飞行 是 由 中 继 站 分 隔 开 的 一 个 飞跃 序列 。 本 章 只 对 中 继 
站 有 直接 兴趣 ,但 飞跃 是 这 种 构造 的 必要 部 分 。 l 

因此 ,这 些 图 中 顶 上 的 ( 白 底 黑 线 ) 图 包括 实际 飞行 时 形成 的 “凝结 尾 
流 ”, 也 是 运动 轨迹 的 一 部 分 。 在 三 维 空间 中 的 轨迹 由 它 在 两 个 相互 垂直 平 
面 (可 以 想象 为 打开 一 半 的 书 ) 上 的 投影 来 表示 。 

转 到 底下 的 ( 黑 底 白 点 ) 图 ,我 们 抹 去 了 代表 飞跃 的 区 间 , 这 样 就 得 到 了 
一 张 照相 底片 ,每 个 中 继 站 是 一 颗 星 、 一 个 星系 ,或 者 是 更 一 般 的 物质 团 。 

更 确切 地 说 , 顶 上 白 底 黑 线 图 的 直线 区 间 具 有 下 列 特征 :它们 在 空间 的 
方向 是 随机 的 和 各 向 同性 的 ( 即 平行 于 从 空间 原点 到 在 球面 上 随机 选取 的 一 
点 连 线 的 向 量 )。 不 同 的 区 间 在 统计 上 是 独立 的 ,其 长 度 服从 概率 分 布 Pr(U 
>u)=u PRÉS u«1H P(U»u)-1. fü D = 1. 2600 接近 于 对 真实 星 
系 所 找到 的 万 =1.23。 I 

绝 大 多 数 区 间 小 到 看 不 见 。 事 实 上 ,我 们 在 平面 上 布置 均匀 网 格 ,并 对 
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包含 有 一 个 或 多 个 中 继 站 的 胞 作出 标记 。 换 名 话说 ,每 个 点 代表 了 整个 微 群 
集 。 


os 


图 32-2 


此 外 ,不 管 D 如 何 , 微 群集 本 身 是 成 群 的 。 它 们 显示 出 如 此 清晰 的 级 
联 层次 ,从 而 难以 相信 ,这 个 模型 并 未 涉及 明显 的 级 联 , 而 只 是 嵌入 了 自 相 
似 性 。 

所 有 这 些 图 都 表示 了 向 前 和 向 后 两 种 不 同 飞跃 的 开始 ,并 且 这 些 飞行 只 
是 同一 过 程 的 两 个 统计 独立 的 样品 ,这 就 给 出 了 详细 说 明 。 显 然 ,如果 把 原 
点 移 到 某 个 别 的 中 继 站 ,这 两 个 一 半 仍 将 是 独立 的 。 因 此 每 一 个 中 继 站 都 有 
完全 相同 的 理由 自称 为 世界 中 心 。 这 个 特点 是 我 在 本 书 中 提出 的 条 件 字 密 
学 原理 的 本 质 。 | 
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图 32-3 
现在 的 方法 并 未 声称 考虑 了 星系 的 实际 产生 方式 ,而 是 回 到 我 的 论题 


上 ，, 即 条 件 字 宙 学 原理 与 表面 上 的 多 层次 群集 化 相 容 ,甚至 不 引入 用 于 “ 测 
量 " 的 任何 东西 ,就 可 以 提出 各 种 各 样 的 位 形 。 - 


图 32-4 ” 非 随机 性 从 属 :D = 1 的 群集 分 形 尘 埃 
从 属于 p =1.5 的 科 赫 曲线 
我 们 可 以 根据 科 赫 构造 来 修改 递 推 方法 。 有 规律 地 中 断 直线 而 使 之 成 
为 一 个 尘埃 , 它 与 直线 有 相同 的 维 数 D= 1, 但 在 拓扑 和 表 观 上 却 完全 不 同 。 
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设想 有 一 条 橡皮 带 , 开 始 时 沿 着 [0,1] 放 置 ,按照 图 6-11 IP PUR PEE E 
发 生 器 来 产生 一 条 维 数 为 3/2 的 分 形 曲线 ,然后 永久 性 地 钉 住 这 些 角 顶 ,并 
把 橡皮 带 的 8 个 直线 区 间 全 部 都 在 其 中 点 切 开 成 为 16 段 ,每 段 的 长 度 弹 回 
到 原 长 度 的 1/16, 再 钉 住 这 些 段 的 自由 端 ,重复 上 面 的 过 程 ,最 终结 果 是 一 
个 自 相似 级 联 性 群集 形 尘 埃 。r=1/16 和 N=16, 因 此 D=1。 

这 种 结构 相当 干 允 许 我 们 对 发 生 器 的 一 节 作 标记 ,使 它 在 科 赫 构造 的 下 
一 阶段 被 去 掉 。 这 个 过 程 在 正文 中 称 为 从 晶 运 算 。 我 们 仅 保留 的 一 点 ,是 科 
赫 运 动 在 属于 分 形 维 数 log 16/log 64 = 4/6 的 子 集 时 的 位 置 。 事 实 上 , (4/6) 
x (3/2) 21 是 正文 中 讨论 的 维 数 乘法 规则 的 特例 。 


图 32-4 


注意 本 图 中 所 有 的 点 ,都 按照 科 赫 曲线 ( 它 的 发 生 器 是 个 子 集 ) 内 部 排 
序 。 此 外 ,容易 导出 在 相继 钉 死 点 之 间 回 跳 距离 的 频率 分 布 。 粗 略 地 说 , 距 
离 (之) 的 数目 正比 于 wu-?(D=1), 图 322 和 图 32-3 以 不 同方 式 应 用 了 同 
样 的 频率 分 布 。 - 


图 32-5 至 图 32-11 通过 从 属 运算 使 D 

减少 制作 的 莱 维 群集 越 来 越 相互 分 离 
一 个 平面 莱 维 尘埃 的 群集 化 程度 ,取决 于 它 的 维 数 D。 这 里 通过 对 D = 
2 的 平面 布朗 轨迹 作 处 理 , 来 说 明 这 种 效应 。 应 用 了 相继 的 线性 莱 维 从 属 运 
算 , 其 中 每 一 个 都 由 其 前 一 个 决定 。 自 始 至 终 有 Duas -2:5-0.89. Hit, 


362 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


- 
D=]. 26 


D 
il 
A 
R | 


图 32-9 图 32-10 
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从 属 尘 埃 的 维 数 是 1.78( = 2 x 0.89), 
1.59,1.41,1.26,1.12,1 和 0.89。 在 大 多 
数 尘 埃 下 面 的 阶梯 ,显示 出 用 多 少 次 “十 
里 抽 一 "从 D = 1.78 的 尘埃 产生 这 个 侍 
埃 。 被 从 属 物 的 一 个 “幽灵 ", 即 连续 的 
布朗 轨迹 , 当 D 接近 2 时 显然 能 感觉 到 ; 
而 当 DD 减少 时 ,就 越 来 越 微弱 了 ( 见 第 35 
章 )。 群 集 化 的 增加 ,并 非 由 于 全 部 点 集 
中 在 其 中 几 个 的 附近 ,而 是 由 于 大 多 数 
点 的 消失 ,导致 表 观 级 联 层 次 数目 的 增 
加 。 = 图 32-11 

32-12 至 图 32-16 ”放大 D = 1.2600 的 莱 维 尘埃 


D=0. 89 


_ ——— ——— 


图 32-14 图 32-15 
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图 32-12 表示 莱 维 运动 的 
12,500,000 个 位 置 的 一 个 群集 ,好 像 是 
在 很 远 的 宇宙 飞船 上 从 方 窗口 中 看 到 
的 。 从 图 32-12 到 图 32-16 接续 的 图 
中 ,从 字 宙 飞船 到 群集 中 心 的 距离 和 
视野 尺寸 要 除 以 b=3。 由 窗口 看 到 了 
结构 的 详细 变化 ,但 在 主要 方面 保持 
不 变 。 这 是 所 期 望 的 ,因为 这 个 点 集 
是 自 相 似 的 。 - 


32-16 
32-17 至 图 32-21 WE D = 1.3000 的 莱 维 尘埃 
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莱 维 飞行 位 置 在 平面 所 形成 的 群集 
形状 具有 极 大 的 样本 依赖 性 。 就 是 说 ， 
如 果 我 们 在 保持 维 数 相同 的 条 件 下 一 再 
对 群集 模拟 ,就 会 得 到 许多 种 不 同 的 形 

对 于 小 的 孤立 空间 莱 维 群集 , 若 从 
各 种 不 同 的 方向 进行 观察 , 邵 对 现在 的 5 
张 “连环 画 " 依 次 一 张 张 看 下 去 ,也 将 有 
同样 的 结论 。 = 
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$338 圆 盘 形 和 球形 孔洞 ; 
月 球 火 山口 和 星系 


在 第 31 章 中 ,我 们 通过 区 间 形 随机 孔洞 ,把 线性 莱 维 尘埃 作 
为 孔洞 分 形 引入 。 在 第 32 章 中 ,又 迅速 转 为 通过 从 属 运算 过 程 ， 
把 该 尘埃 推广 到 平面 和 空间 。 而 在 本 章 和 下 一 章 , 则 要 直接 推广 
随机 孔洞 。 

在 本 章 中 ,平面 和 空间 的 孔洞 是 圆 盘 和 球 ,因此 这 种 推广 直接 
与 月 亮 火 山口 和 陨 星 的 形状 有 关 。 但 是 空间 孔洞 最 重要 的 应 用 是 
特殊 的 ,而 且 不 太 明显 。 当 D 接近 于 1 时 ,一 个 孔洞 分 形 就 是 一 
个 尘埃 ,因此 ,星团 代替 菜 维 飞行 中 继 站 模型 里 的 一 个 候选 物 。 它 
与 随机 行走 模型 相 比 ,其 主要 的 不 同 是 ,现在 的 星系 不 是 沿 着 一 条 
轨迹 排列 的 。 因 此 增加 了 直觉 的 逼真 感 ,导致 损失 了 计算 的 方便 
性 ,并 最 终 得 到 了 吻合 性 :预测 协 方差 性 更 接近 于 经 验 数据 。 在 第 
35 章 中 还 将 进一步 改善 非 球形 孔洞 的 吻合 性 。 


平面 和 空间 的 孔洞 


作为 随机 和 交友 孔洞 的 基础 ,借助 于 虚设 孔洞 重新 叙述 在 第 
13 章 和 第 14 章 中 网 格 上 的 平面 凝固 。 其 第 一 个 级 联 阶段 是 把 D? 
个 正方 形 以 外 的 , 记 作 NETRA ARAL. REH, Cp 
HE b- N 个 正方 形 孔 洞 ,而 下 一 步 则 去 掉 b2(b2- N) 个 2 阶 正 
方形 孔洞 。 其 中 包括 NO - N) 个 真实 的 新 孔洞 和 ( 刀 - NP 7 
“ 虚 孔 洞 " :它们 再 次 删 去 了 在 第 一 阶段 已 经 删 去 的 某 些 东西 ,如 此 
等 等 。 
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为 了 计算 真实 的 和 虚设 的 孔洞, 我 们 发 现 面 积 超过 S 的 孔洞 
数 正比 于 1LS。 在 三 维 空间 ,相对 于 凝结 有 相应 的 结果 , 即 体积 超 
过 了 的 孔洞 数 正 比 于 17ZY。 

类 似 地 ,在 本 章 和 第 35 章 的 大 部 分 内 容 涉及 到 这 样 的 情形 。 
其 集中 在 -PARKA dr 和 dy, 或 dx,dy 和 dz 的 单元 体内 的 独立 
孔洞 数 ,是 :个 泊 松 随机 变量 , 它 的 期 望 是 

(NrCIB > a)) = (C/2a)dxdy, 
(Nr KB» V)) = (C/3V)dxdydz, 
fk J Eh ,相应 的 期 望 是 
( C/ Ey) dx: dxgc 

由 于 得 到 的 孔洞 集 的 分 形 性 质 就 像 在 第 31 章 中 所 处 理 的 线 
性 情形 一 样 简单 , 当 C < 工时 这 些 性 质 可 从 线性 情况 的 性 质 推出 ， 
而 本 书 的 前 一 版 就 猜测 对 -- 切 C 都 成 立 , 这 在 下 . Hélou 1978 中 得 
到 了 证 实 。 

当 C>E 时 ,孔洞 集 几 近 必定 是 空 的 。 当 C<E 时 ,是 一 个 维 
BOA D=E-C 的 分 形 。 

关于 和 孔 润 分 形 的 拓扑 , 一般 原则 表明 , 当 D < 1 时 ,孔洞 集 是 
Dr=0 的 尘埃 。 另 一 方面 , 当 D» 1 时 ,一 - 般 原理 不 够 了 ,其 拓扑 
要 由 孔 润 的 形状 来 决定 。 这 里 产生 了 逾 渗 问 题 ,在 其 他 分 形 情形 
中 也 有 。 


月 球 火山 口 和 圆 盘 孔 洞 


我 们 从 未 被 覆盖 的 月 球 火山 口 的 几何 性 质 开 始 。 这 是 一 个 简 
单 的 二 维 预 习 , 是 有 趣 的 。 希 腊 文 pargo 意味 着 一 个 碗 或 饮水 
容器 。 几 乎 所 有 的 地 球 火山 口 都 起 源 于 火山 的 作用 ,但 是 一 般 都 
认为 在 地 球 和 月 亮 ,火星 .木星 的 卫星 Callisto 以 及 其 他 的 行星 和 
它们 的 卫星 上 所 观察 到 的 火山 口 绝 大 多 数 是 陨 星 碰撞 而 产生 的 。 

陨 星 越 大 ,由 于 碰撞 而 产生 的 火山 口 就 越 大 越 深 。 此 外 ,由 于 
PORN GRE b fü m 5 RA c ili EI RV SHAK ORY 
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缘 。 至 于 其 大 小 ,存在 确实 的 经 验证 据 。 就 是 在 陨 星 碰撞 的 瞬时 ， 
火山 口 的 面积 服从 双 曲 分 布 ,面积 超过 S km 而 且 其 中 心 位 于 
Ikm 的 方块 以 内 的 火山 口 数目 可 写作 C/5, 其 中 C 是 常数 。 这 
个 证 据 在 Marcus 1964, Arthur 1954 和 Hartmann 1977 中 有 讨论 。 

为 了 简化 论证 (不 改变 主要 结果 ) ,我 们 把 月 球 表面 近似 为 平 
面 ,而 把 月 球 火 山口 近似 为 圆 盘 形 孔 洞 。 假 定 月 球 从 统计 上 不 变 
的 环境 中 陆续 不 断 地 掘 出 陨 星 , 则 它 表 面 上 的 每 一 点 反复 不 断 地 
被 覆盖 直到 无 穷 次 被 覆盖 。 然 而 也 可 能 每 次 都 把 火山 口 擦 干净 
( 壁 如 说 ,由 于 火山 熔岩 ) 在 这 种 情况 里 在 给 定时 刻 未 被 覆盖 的 孔 
洞 点 集 可 能 是 非 平凡 的 。 或 者 ,太阳 系 也 可 能 是 以 这 样 一 种 形式 
发 展 的 , 即 我 们 的 月 亮 仅仅 在 有 限 的 时 间 周 期 里 被 施 击 。 参 量 C 
可 以 度量 ,或 者 是 自从 火山 口上 一 次 磨损 以 来 的 时 间 ,或 者 是 刻 击 
的 总 时 间 。 

为 了 估计 对 孔洞 分 形 的 影响 ,让 我 们 保持 源 不 变 ,而 使 C 变 
化 。 当 C 从 0 增加 到 2, 月 亮 表 面 日 益 饱 和 ,而 且 前 节 所 陈述 的 结 
果 表 明 , 对 C>2,D 要 减少 直到 0。 图 33-1 至 图 33-4 阐述 了 孔洞 
分 形 对 D 的 依赖 性 。 

Appenzeller and Emmenthaler 当 C 非常 小 时 ,瑞士 乳酪 爱好 者 
们 可 与 我 一 起 来 想象 ,我 们 处 理 的 形状 类 似 于 一 片 乳酪, 其 上 几乎 
全 刺 有 非常 小 的 针 孔 。 这 是 Appenzeller 构造 的 粗略 推论 。 当 C 
增加 时 ,我 们 逐步 转 到 具有 大 重 释 孔 的 Emmenthaler 的 粗略 推论 。 

(因此 ,英国 的 播 篮 曲 中 说 ,月 亮 是 绿色 奶 酷 做 的 , 它 除 了 颜色 
以 外 是 正确 的 。) 

临界 D' 的 拓扑 上面 两 种 乳 栈 推论 必需 称 为 “粗略 "的 ,因为 
孔洞 分 形 “ 乳 酷 片 " 没 有 面积 。 我 作 如 下 的 猜想 :只 要 C 足够 小 ， 
孔洞 分 形 是 一 个 o~ 从 ,每 个 接触 从 是 与 纤维 相连 的 网 , 且 具 有 拓 
扑 维 数 Dr = 1; 当 D 到 达 某 个 临界 维 数 Da 时 , Dr 的 值 降 为 0, 而 
o- 网 破裂 成 尘埃 。 

下 一 个 临界 维 数 是 D =0。 当 C >2 时 ,月 亮 表 面 是 超 饱 和 
的 ,每 个 点 几乎 必定 被 至 少 一 个 火山 口 覆 盖 。 特 别 是 ,假如 月 亮 表 
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面 从 没 控 清 楚 而 且 继 续 挖掘 无 穷尽 的 陨 星 。 
非 标 度 的 火山 口 与 地 球 的 月 亮 不 同 , 某 些 行星 的 特征 由 火 
山口 密度 Ws" (y e 1)3E omo Bx 6 cui p 5 ER B] Si, fex 


是 系 和 是 系 际 的 空洞 ,广义 的 球 孔 洞 之 路 


当月 亮 的 孔洞 有 --- 个 像 火山 口 那样 独立 地 被 承认 的 实体 时 ， 
具有 标 度 分 布 的 球状 孔洞 开始 作为 同样 几何 方法 对 空间 的 自然 推 
广 。 我 想 它 们 可 以 产生 第 32 章 的 星系 模型 之 一 。 于 是 ,我 假设 联 
合 了 许多 孔洞 的 星系 空洞 是 存在 的 ,而 且 可 以 延伸 到 非常 大 的 尺 
才 , 由 此 产生 的 模型 的 很 好 的 符合 性 是 十 分 惊奇 的 ,并 且 需 要 进 一 
步 的 理论 (第 35 章 ) 和 实验 。 

协 方差 。 因 为 统计 学 家 和 数学 家 相信 相关 性 和 谱 , 作 为 星系 
群集 模型 的 孔洞 分 形 的 第 一 个 试验 将 依赖 于 它们 的 相关 性 质 。 空 
间 两 点 之 间 的 协 方差 的 确 与 我 的 随机 行走 模型 中 的 相同 ,因为 后 
者 与 数据 符合 得 很 好 。 在 天 空中 ,两 个 方位 之 间 的 协 方差 同样 应 
该 相同 。 在 三 和 四 方位 之 间 预 测 的 协 方差 比 由 随机 行走 模型 所 预 
测 的 更 为 吻合 。 但 这 样 改善 是 很 专门 的 ,而 且 在 别 的 地 方 讨论 更 
好 。 基 本 上 ,一 旦 已 知 D, 各 种 模型 给 出 相同 的 相关 性 。 

现在 再 回想 一 下 ,包括 布朗 分 形 或 分 数 布朗 分 形 的 高 斯 现象 
完全 由 协 方差 性 质 所 表征 。 当 它们 是 标 度 的 ,它们 完全 由 D 所 表 
征 。 高 斯 现象 为 统计 学 家 的 思想 所 影响 时 ,我 们 就 企图 不 用 协 方 
差 。 但 是 ,分 形 尘 埃 并 不 是 高 斯 现象 ,其 D 不 能 确定 关于 它们 的 
许多 重要 事实 。 

临界 维 数 ” 比 相关 性 更 基本 的 问题 是 ,孔洞 分 形 是 否 具 有 正 
确 的 拓扑 。 为 了 作 校 核 ,最 好 就 像 前 节 一 样 ,保持 源 不 变 而 让 C 
从 0 增加 到 3。 只 要 C 很 小 ,那么 Dr =2, 且 我 们 的 分 形 就 是 由 树 
枝 状 幕 所 构成 的 。 当 D 跨越 某 个 值 Di( 称 为 上 临界 维 数 ) , KH 
DWAR D = 1 的 丝 。 而 当 D 跨越 一 个 较 小 的 值 Dal AFR 

370 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


AeA A Re I SL 


Ratt St LR 


维 数 ) 时 , 丝 又 破裂 为 Dr = 0 的 尘埃 。 因 为 星团 模型 需要 尘埃 , 验 
证 D. 超 过 观察 到 的 D ~1.23 是 十 分 重要 的 。 我 的 计算 机 模拟 
证 实 了 这 个 不 等 式 。 

A ”希望 世界 不 比 所 需要 的 更 复杂 ,故我 相信 ,D > DoF 
在 第 13 章 描述 意义 下 ,孔洞 分 形 到 达 逾 渗 的 充 要 条 件 。 


撞击 地 球 的 陨 星 的 质量 分 布 已 被 仔细 地 研究 过 。 例 如 
Hawkins 1964。 由 石头 组 成 的 中 等 大 小 的 陨 星 ,在 空间 Ikm? 内 包 
含 了 超过 体积 Vkm 的 陨 星 大 约 为 P( V) = 107 57V, 

这 个 论点 通常 用 下 列 非常 混合 的 单位 作 不 同 的 表达 。 每 年 
中 ,地 球 表面 的 每 平方 千 米 ,平均 停留 其 上 的 质量 超过 m SERO Bn 
星 为 0.186/m。 它 们 的 平均 密度 是 3.4g cm- 。 在 更 加 -- 致 的 单 
位 下 ,这 个 关系 可 以 简 缩 为 :体积 超过 Vkm 的 陨 星 是 5.4x 107 7 
V。 此 外 ,地 球 每 10-" 年 [这 是 绕 太 阳 的 地 球 轨道 数量 级 (以 千 米 
为 单位 ) 的 倒数 ] 运 动 大 约 1 千 米 。 因 此 ,用 一 致 的 单位 并 保持 其 
数量 级 , 则 5.4 成 为 10。 我 们 得 到 , 当地 球 在 空间 移动 1 千 米 时 ， 
地 球 表面 上 每 平方 千 米 停留 有 体积 超过 Vkm 的 陨 星 1077 V, 
假定 当地 球 扫 过 空间 时 与 地 球 撞击 的 陨 星 是 空间 陨 星 分 布 的 典型 
样本 ,我 们 就 得 到 了 已 经 断言 的 结果 。 

此 10-57 V 定律 在 形式 上 与 月 球 火 山口 的 CLS 定律 等 同 ,但 
存在 一 个 不 同 :火山 口 能 够 重 又 ,而 陨 星 却 不 能 。 

然而 ,如 果 来 看 看 下 面 的 情形 是 有 趣 的 :假如 PCV) = 10757 
y 而 保持 了 = 0, 并 且 假 如 陨 星 是 可 以 重 秋 的 一 一 乱 想 ! 那么 将 发 
生 什 么 情况 ?不 需要 El Helou 1978 中 的 结果 ,由 直线 在 空间 随机 
地 投射 ,与 陨 星 的 截面 是 些 直线 孔洞 ;而 且 能 够 证 明 , 这 些 中 心 在 
| 千 米 以 内 ,长 度 超过 u 千 米 间隔 的 数目 是 C'10-/u(C' 是 一 个 
数量 级 为 1 的 数值 因子 ,在 这 里 是 不 重要 的 )。 因 此 第 32 章 的 结 
果 表 明 ,孔洞 点 集 的 直线 截面 的 维 数 是 1 - 10-。 当 从 直线 截面 

371 


aonana 


http: / / www. tulongwaihui. com 


返回 到 全 部 填 满 的 形状 ,就 加 2, 得 到 3- D 2 1075, 

这 个 结果 是 无 意义 的 ,因为 它 隐 含 特殊 性 , 即 甚至 在 容许 重 玖 
以 后 , 陨 星 是 接近 填 满 空间 的 。 然 而 , 余 维 数 3 - D = 10-5 对 其 他 
情形 是 值得 考虑 的 。 让 我 们 假设 在 第 一 次 近似 下 10758936 Z z 
抑制 在 一 个 正 界限 7 > 0 下 ,而 且 不 存在 较 小 尺寸 的 陨 星 。 我 们 
所 概述 过 的 论点 断言 ,如 果 我 们 真 的 都 通过 极限 7-~>0, 全 部 陨 星 
以 外 的 点 集 将 收敛 于 一 个 维 数 为 万 =3- 10-5 的 孔洞 集 。 很 幸 
运 ,这 个 极限 集 可 非常 慢 地 获得 ,以 至 于 在 可 观察 的 范围 内 容许 限 
星 重 公 而 提 不 出 问题 。 不 幸 的 是 ,D 值 没 有 什么 实际 的 重要 性 。 


附录 : 无 标 度 的 火山 口 


目前 ,月 亮 的 火山 口 分 布 在 现在 的 目的 下 最 好 写 为 Pr( A 
a)= 如 -7”, 而 yY=1。 同 样 的 y 对 火星 也 是 成 立 的 。 但 对 木星 的 
卫星 ,得 到 了 不 同 的 y 值 (Soderblom 1980)。 类 似 地 ,对 小 体积 陨 
By < 1 ,由 此 产生 的 孔洞 集 是 无 标 度 的 。 

7>1 的 情形 在 第 一 个 无 标 度 的 情形 里 ,对 行星 表面 上 任意 
给 定 的 点 ,不管 W 值 如 何 ,几乎 必然 要 落 入 无 数 的 火山 口中 。 其 
表面 织物 由 小 火山 口 绝对 控制 。 木 星 的 卫星 Callisto 就 有 这 种 织 
物 ,而 且 的 确 是 以 y > 1 为 其 特征 的 。 在 本 书 的 第 一 版 讨论 时 ,还 
在 旅行 者 号 飞船 航 训 以 前 ,y > 1 只 是 一 种 理论 上 的 可 能 性 。 

Y< 1 而 火山 口 面积 是 有 界 的 情形 ”把 界限 记 为 1, 则 留 在 所 


有 火山 口 以 外 的 点 的 概率 是 正 的 因为 积分 | Pr(4 > a) da 是 


收敛 的 Bb ,但 当 W 增加 时 它 减 少 。 由 此 产生 的 麻 点 状 表 面 (甚至 
超过 标 度 的 情形 ) 就 是 从 前 讲 到 的 一 薄片 瑞士 乳酪 。y 值 越 大 ,小 
扎 的 数目 就 越 小 ,而 产生 的 乳酪 片 就 越 薄 。 然 而 ,不 管 y 值 怎样 ， 
注 片 具有 正 的 面积 ,因此 这 是 一 个 ( 非 自 相似 的 ) 二 维 点 集 。 另 一 
方面 ,我 之 不 怀疑 它 的 拓扑 维 数 是 1, 这 就 意味 着 它 是 一 个 分 形 。 
在 空间 ( 陨 星 ) ,此 和 孔洞 分 形 的 维 数 是 刀 =3, 而 Dr =2。 æ 
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图 32-1 


图 33-1 和 图 33-2. 稍 小 的 有 限 孔 洞 (白色 的 ) 以 及 
随机 “瑞士 乳酪 薄片 ”( 维 数 分 别 是 D = 1.9990 和 D = 1.9000) 
此 孔 润 是 白色 的 圆 盘 。 它 们 的 中 心 在 平面 上 是 随机 分 布 的 ,对 o Pt BH) 
盘 , 面 积 是 天 (2- DD)/p, 然 后 把 维 数 常数 适当 地 选 成 满足 课文 中 所 描述 的 孔 
洞 模型 。 图 33-1 表明 了 一 种 Appenzeller, 其 中 黑色 部 分 的 维 数 为 D = 
1.9900, 而 图 33-2 是 一 种 Emmen thaler, 其 黑色 部 分 的 维 数 是 D = 1.9000. am 
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图 33-3 


图 33-3 和 图 33-4. 较 大 的 有 界 孔洞 (黑色 的 ) 和 
随机 分 叉 的 白色 丝 状 物 ( 维 数 为 D=1.7500 和 D =1.5000 
此 结构 出 于 图 33-2 和 图 33-3, 但 是 孔洞 比较 大 ,所 以 几乎 任何 东西 都 不 
可 忽略 ,所 以 它们 用 黑色 代表 。D 是 剩 下 的 白色 分 形 的 维 数 。 - 
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第 34 章 织物 :间隙 和 腔 隙 ; 卷 云 和 细 孔 


织物 是 一 个 难以 理解 的 概念 。 数 学 家 和 科学 家 们 都 想 回避 
它 ,因为 他 们 对 它 捉摸 不 透 。 工 程 师 和 艺术 家 们 无 法 回避 这 个 概 
念 ,但 几乎 都 没有 掌握 得 使 自己 满意 。 然 而 ,有 许多 迹象 表明 , 织 
物 的 几 个 个 别 方面 正在 被 定量 地 掌握 。 

事实 上 ,大 量 的 分 形 几何 可 认为 就 是 对 织物 的 一 种 隐 含 研究 。 
在 本 章 和 下 一 章 里 ,两 个 特定 的 方面 将 被 明显 地 作 研 究 ,而 且 着 重 
于 星团 。 对 织物 的 陈述 可 以 分 散在 较 早 的 第 18 章 和 第 19 章 开始 
的 一 些 章 之 间 , 但 是 看 来 把 我 对 织物 的 注解 收集 在 一 起 更 好 些 (这 
是 以 中 断 讨论 孔洞 为 代价 的 !)。 

如 同 反复 说 明 过 的 ,寻找 星团 模型 的 工作 是 分 阶段 进行 的 。 
较 早 时 ,在 第 32 章 和 第 33 章 所 描述 的 是 寻找 适合 于 在 宇宙 学 条 
件 下 要 求 的 D, 而 在 后 面 第 35 章 所 描述 的 是 合适 的 织物 。 

本 章 的 几 段 引 论 给 出 了 关于 星系 的 基本 观察 结果 ,以 便 区 别 
织物 的 两 种 样子 , 称 它们 为 腔 孙 和 细 孔 , lacuna CIMA X) EBR 
的 拉丁 文 ,因此 一 个 分 形 称 为 腔 阶 ; 如 果 它 的 间隙 趋 于 很 大 , 即 包 
括 大 的 区 间 ( 圆 盘 或 球 )。 而 一 个 细 孔 的 分 形 “ 几 乎 "包括 了 容许 从 
渗 的 纤维 ;因为 perodare 在 拉丁 文中 意味 着 “ 流 遍 ”( 第 13 章 ), 则 
FL ( sub-colare ) 似 乎 是 合适 的 新 拉丁 文 , 意 为 "几乎 流 饥 "。 

本 章 的 其 余部 分 引进 了 几 个 腔 隙 的 尺度 ,而 细 孔 的 尺度 超出 
了 现在 的 初步 讨论 。 

第 35 章 将 表明 :通过 孔洞 , 腔 阶 和 细 孔 怎样 被 控制 。 

到 现在 为 止 ,度量 分 形 的 主要 法 则 是 由 拓扑 维 数 和 分 形 维 数 
给 出 的 。 第 14 章 是 个 例外 (没有 追踪 ) ,因为 分 支 的 阶 注 人 了 对 分 
派 到 同样 Dr (A9 D 值 的 分 形 之 间 的 精细 的 区 别 。 我 们 遇 到 过 许 
多 不 同 的 表达 式 ,其 形式 为 
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前 乘 因子 x (RE 
但 至 今 只 是 讨论 了 式 中 的 指数 ,研究 织物 就 要 迫使 我 们 把 注意 力 
扩展 到 前 乘 因子 。 因 为 它 永远 不 能 被 略 去 ,我 们 不 会 惊奇 , 自然 
(科学 ) 和 人 类 的 思想 都 不 是 简单 的 ! 


星系 的 “ 卷 云 形 "纤维 


1974 年 在 巴黎 , 一 个 神秘 的 经 验 的 发 现 ,引起 了 我 的 注意 。 
这 是 在 我 对 第 32 章 的 所 描述 模型 作 第 一 次 讲课 以 后 。 我 的 唯一 
目的 已 经 达到 , 即 一 个 分 形 所 要 求 的 D 值 (实际 上 ,我 还 没有 造 出 
此 术语 分 形 )。 但 是 在 讨论 时 ,一 位 不 认识 的 天 文学 家 指出 ,存在 
着 一 个 进 一 步 的 ,未 被 期 望 的 ,似乎 是 真 的 元 素 :由 我 的 模型 所 产 
生 的 样本 上 ,这 些 点 似乎 常常 沿 着 几乎 笔直 的 线 落下 ,而 更 一般 地 
似乎 分 散 于 沿 着 窄 的 “近乎 小 溪 " 或 “近乎 纤维 ”"。 这 位 不 认识 的 天 
文学 家 告诉 我 ,星系 以 均衡 的 较为 清晰 的 形式 共有 这 种 性 质 。 而 
且 观 察 到 的 星系 的 “近乎 小 溪 ” 更 加 接近 于 分 得 较 细 的 “近乎 小 
iE". 这 位 天 文学 家 强调 ,小 溪 是 非常 不 佳 的 术语 ,与 所 讨论 的 构 
造 无 关联 。 

为 了 避免 专门 术语 上 的 混淆 ,我 想起 了 这 种 被 气象 学 家 称 为 
卷 云 的 薄膜 状 羊毛 似 的 云 状 物 ， 并 把 星系 具有 卷 云 形 结构 归 入 资 
料 档案 ， 以 及 希望 能 改善 模型 使 得 卷 云 更 加 明显 。 

实际 的 参考 文献 出 来 太 迟 :Tombaugh 在 1937 年 于 英 仙 座 超星 
系 已 观察 到 “ 卷 云 ”, 而 de Vaucouleurs 于 1950 年 在 当地 和 南方 超星 
系 证 实 了 它们 。 进 一 步 的 证 实 来 自 Peterson 1974( 涉 及 Zwicky H 
3) ,Jo&veer, Einasto & Tago 1978, 以 及 Soneira 和 Peebles 1978( 涉 及 
Lick 天 文 台 ,Shame 和 Wirtanen 目录 ; 见 Peebles 1980)。 


卷 云 形 分 形 


显然 ,在 非 随机 分 形 尘埃 中 卷 云 形 结构 能 够 ,但 不 需要 发 现 。 
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在 第 9 EERE rh 2 8 X A, AR E p= E T ARI RA. 
与 此 相反 , 取 一 个 第 14 A eK PE IE $8 
就 能 很 快 产 生 卷 云 。 因 为 所 引起 的 分 形 的 维 数 在 本 质 上 能 取 任 意 
的 值 ,我 们 就 得 到 了 一 个 重要 的 观点 , 即 卷 云 形 没有 维 数 的 问题 。 
然而 ,特别 是 内 在 的 非 随机 的 卷 云 太 不 自然 了 ,以 至 不 能 引起 
注意 。 

这 就 表明 ,一 个 未 被 注意 ,但 毫 无 问题 的 卷 云 形 结构 应 表示 在 
D 足够 接近 于 2 的 随机 模型 中 ,是 值得 注意 的 。 

这 就 导致 我 们 小 心地 检查 其 他 的 随机 分 形 族 ,特别 地 ,在 第 
28 章 的 图 、 彩 图 -8 和 彩 图 -9 中 可 观察 到 一 些 即时 的 且 有 趣 的 形 
状 , 其 中 的 群岛 (许多 岛屿 似乎 是 连接 的 ) 常 常 是 环形 的 且 比 块 状 
的 要 多 。 


卷 云 在 几乎" 逾 渗 的 分 形 里 被 期 户 


图 33-3 和 图 33-4 揭示 出 , -- 个 明显 的 卷 云 结构 由 移动 随机 
的 圆 盘 状 孔洞 而 从 分 形 结构 中 呈现 出 来 ,就 像 第 33 章 中 ,其 维 数 
接近 于 (但 “稍稍 低 于 ”) 临 界 傅 渗 维 数 Di 也 就 足够 了 。 在 这 种 情 
形 里 , 卷 云 形 结构 的 原因 是 显然 的 。 当 我 们 审阅 一 系列 分 形 时 ,让 
D 减少 而 通过 Ds, 每 一 次 都 安置 到 它 的 前 一 个 里 。 我 们 知道 , 拓 
扑 维 不 连续 地 从 1 降 到 0, 而 这 个 不 连续 性 是 例外 的 :形状 的 大 多 
数 方面 是 连续 地 变化 的 。 例 如 ,以 半径 为 4 的 球 来 代替 每 个 点 所 
得 到 的 焦点 失调 的 图 画 是 连续 的 。 这 种 图 画 不 但 当 D > Du 时， 
而 且 当 Der- D 为 小 的 正 数 时 ,都 像 小 溪 似 的 。 | 

观察 到 De 也 可 以 说 是 为 第 32 章 的 分 形 而 定义 的 ,但 是 它 
的 值 是 退化 的 ,等 于 maxD = 2。 


MON SIRE SER 


在 许多 聚 有 多 数 星 系 分 布 模型 的 小 室 里 ,第 二 种 方案 要 出 台 
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了 。 为 了 避免 其 他 人 不 公正 的 (甚至 当 证 实时 ) 非 难 ,来 研究 在 第 
32 章 和 第 33 章 分 析 过 的 ,我 自己 早期 的 两 个 模型 之 一 。 当 D 与 
测试 值 (D 二 1.23) 相 当时 ,在 我 的 图 上 所 显示 的 空间 有 限 部 分 , 粗 
粗 一 看 是 合理 的 。 但 全 天 空 图 是 完全 不 正确 的 。 它 们 的 间隙 包含 
了 巨大 的 区 域 (天 空 的 十 分 之 一 ,或 更 大 ), 这 个 区 域 在 任意 规定 的 
距离 以 内 完全 没有 星系 。 与 这 种 荒凉 相反 ,实际 的 图 形 ( 即 处 理 过 
的 Lick 天 文 分 图 ,Peebles 1980) 除 了 好 的 标尺 外 ,看 来 是 十 分 均匀 
或 是 各 向 同性 的 。 我 说 天 空 具有 低 的 腔 隙 ， 而 模型 具有 高 的 腔 隙 。 

表 观 的 宇宙 学 涵 意 KALE 1970 年 ， 这 最 后 一 种 情形 诱惑 了 
我 去 错误 地 解释 天 空 的 容貌 ,这 是 因为 D $ de Veucouleurs 1970 
中 建议 的 值 D~1.2 大 得 很 多 。 至 于 谈 到 宇宙 论 家 们 ,我 们 知道 
他 们 迷惑 于 一 -个 均匀 的 宇宙 ， 并 且 期 望 D =3 的 均匀 性 超过 一 点 
外 界限 。 他 们 可 以 急忙 解释 上 面 的 错误 ,以 支持 这 样 的 概念 :具有 

D «1.23(8 — Bib, D <3) 的 分 形 仅 适 合 于 描述 宇宙 的 一 个 小 

区 域 。 

腔 陈 是 一 个 不 同 于 万 的 参数 ”我 正 要 阐明 , 当 修 改 觉察 到 的 
腔 隙 时 ,保持 分 形 的 D 不 变 常常 是 可 能 的 。 其 基本 思想 由 图 34-1 
和 图 34-2 阐明 ,那里 两 个 不 同 的 谢 尔 宾 斯 基地 毯 有 着 相同 的 D , 
而 外 表 却 非常 不 同 。 图 34-1 有 比较 大 的 间隙 ,不 论 在 直观 上 还 是 
按照 我 将 提出 的 度量 , 它 是 更 有 腔 隙 的 一 个 。 

宇宙 学 的 涵 意 习惯 上 的 推论 , 即 觉察 到 的 低 腔 隙 度 推出 一 
个 “小 的 "外 界限 w ,也 许 是 过 于 急促 了 。 魔 鬼 的 倡导 者 准备 主张 
以 小 尺度 作为 支持 D ~1.23 的 证 据 和 以 大 尺度 作为 支持 接近 各 
向 同性 的 标 度 证 据 , 对 于 w = % 而 设计 的 合适 的 分 形 模型 是 不 相 
容 的 。 要 赢得 这 个 论点 ,并 不 须 证 明 o < oo RRA, ELSE RE BJ] 
确定 w 需要 另外 的 注意 事项 和 数据 即 可 。 


di RESI ES DR 


外 界限 w d NX HEA AE AR, LEER DO DE, REE 
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第 10 章 中 提 到 的 , Richardson 1926 宣布 在 大 气 中 的 w 是 极 大 的 ， 
而 当时 大 多 数 气象 学 家 都 认为 它 是 小 的 。 因 此 前 节 的 大 部 分 解释 
X HS Wit tA 8489 

现在 对 o = om 还 存在 不 多 的 口头 上 的 强烈 支持 者 ,这 个 论点 
的 敏感 性 对 满 流 要 比 对 星系 少 , 它 将 在 后 面 的 正文 中 作 更 好 的 
讨论 。 


康 托 尘 埃 的 腔 隙 


腔 孙 的 概念 (与 准 逾 渗 的 概念 相反 ) 在 直线 上 有 意义 ,因此 前 
几 节 的 要 求 对 线性 尘埃 大 多 数 都 很 容易 满足 ,我 们 回想 起 从 第 8 
章 起 ,一 个 在 [0,1] 上 的 康 托 尘埃 e 可 以 用 许多 不 同 的 方法 到 达 0 
到 1 之 间 ( 除 去 边界 ) 任 何 给 定 的 DD, 而 这 些 结 果 不 必 相 似 。 

情况 是 这 样 , 即 使 ¿ 是 按照 一 个 规定 的 数 N( 等 于 段 数 ) 作 分 
解 。 的 确 ,D FUN 决定 了 各 有 段 的 公共 长 度 r = NP ,而 不 是 各 段 
在 [0,1] 内 的 位 置 。 因 此 ,同样 的 D 和 WN 值 (因此 r 值 ) 与 显然 不 
同 的 各 段 分 布 是 相 容 的 。 

在 一 种 极端 情形 ,我 们 可 以 把 这 些 分 段 分 别 地 集中 到 接近 0 
端 和 接近 1 端的 两 块 。 在 中 间 留 出 一 个 大 的 间隙 , 它 的 相关 长 度 
1-NM=1-NI-VY2 是 非常 接近 于 1 的。 已 经 看 到 一 个 例子 , 即 图 
34-1 左边 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 水 平 线 当 中 的 区 域 。 在 本 质 上 ,在 0 
和 1 间 的 任何 地 方 放置 一 个 单独 的 大 块 都 可 达到 同样 的 效果 。 

另 一 种 极端 情形 ,我 们 可 用 具有 相同 长 度 的 N -1 个 间隙 来 
分 隔 N 个 段 ,在 图 34-2 的 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 水 平 线 当 中 的 区 域 就 
是 一 个 例子 。 当 凝 乳 是 随机 的 ,就 像 第 23 章 中 的 那样 ,间隙 就 接 
近 于 相同 的 长 度 。 

当 N >> 1 时 ,由 第 一 种 极端 情形 构造 的 成 果 看 来 像 几 个 点 ， 
因此 “仿制 品 " 维 数 D =0; 而 第 二 种 极端 情形 构造 的 成 果 看 上 去 像 
一 个 “ 填 满 ”的 区 间 ,因此 仿制 品 维 数 是 D = 1。 当 然 ,只 要 为 那 N 
-1 个 间隔 选 一 个 合适 的 区 间 集 合 , 区 间 的 相对 长 度 增加 到 1 - 
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Nr FRA LAR OO 和 1 之 间 任 何 的 D. 

两 种 极端 情形 的 差别 随 N r 和 4 而 增加 。 从 一 个 具有 大 
的 N 但 极 小 腔 隙 分 形 的 容貌 很 难 猜 出 分 形 的 维 数 。 然 而 ,对 小 的 
N 是 很 清晰 的 。 因 此 ,用 只 考察 分 形 来 猜 D 的 游戏 具有 局 限 性 。 
它 不 是 无 用 的 游戏 (在 前 几 章 里 我 们 仔细 研究 过 它 ,是 正确 的 ), 但 
对 于 星系 它 是 使 人 迷惑 的 。 

J 这 个 论点 由 一 个 专题 来 阐明 ,这 个 专题 的 必 备 知识 “流放 
于 "第 39 章 。 对 一 个 非 腔 隙 分 形 的 查看 揭示 了 相似 性 ,我 们 将 看 
到 它 的 维 数 是 1, 而 不 是 它 的 豪 斯 多 夫 维 数 。 在 这 种 情形 里 ,两 个 
维 数 是 不 同 的 ,而 后 者 更 好 地 体现 了 分 形 维 数 。 了 加 


间隙 与 卷 云 作 比较 ,对 N >> 1 A D> 1 


当 AN>>1 和 刀 >1 时 ,对 发 生 器 的 合理 选择 能 够 产生 下 列 四 
种 后 果 之 一 : 腔 隙 会 不 是 高 就 是 低 ,而 卷 云 不 是 任意 地 接近 于 逾 渗 
就 是 没有 ,因此 ,织物 的 两 种 式样 在 原则 上 是 相互 独立 地 变化 的 。 


备 择 的 腑 隙 度量 


从 我 开始 考察 腔 隙 的 短 时 间 内 , 儿 个 不 同 的 处 理 方法 证 明了 
考察 是 有 价值 的 。 不 幸 的 是 我 们 必须 不 期 望 产 生 相互 是 单调 函数 
的 备 择 的 度量 ,它们 是 被 选 为 概括 一 条 曲线 形状 的 实数 ,因此 他 们 
含有 “平均 人 ”和 “或 然 性 变量 的 典型 值 "的 意思 。 这 个 事实 是 很 糟 
的 ,但 不 能 改变 (尽管 许多 统计 学 家 们 愿意 为 了 维护 他 们 的 主张 而 
去 干 一 切 ), 即 典型 值 是 固有 的 不 确定 性 。 


间隙 分 布 的 前 乘 因 子 


我 们 企图 用 最 大 间隙 的 相对 长 度 来 度量 一 个 康 托 尘 埃 的 腔 际 
度 。 交 蔡 地 ,在 如 图 34-1、 图 34-2 那样 的 平面 形状 , 腔 隙 趋 于 与 孔 
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洞 周 长 和 它 的 面积 平方 根 之 比 成 相反 的 变化 。 但 是 一 个 更 加 有 和 希 
望 的 度量 从 间隙 大 小 的 分 布 中 推演 出 来 。 

从 第 8 章 知 , 一 个 康 托 尘埃 的 间隙 长 度 满足 Nr(U>u)c 
FV-?。 在 此 意义 下 ,log Nr( U > u) (CBE log u 的 函数 ) 具 有 规 
则 的 梯 状 图 形 。 目 前 的 讨论 没有 改变 上 述 的 结果 ,但 是 直到 现在 
还 没有 重大 意义 的 前 乘 因子 F, REAT HEE 

我 们 必须 面 对 这 样 一 个 事实 , 即 F 的 定义 带 有 任意 性 。 例 
如 ,FF 可 以 取 作 与 阶梯 的 左 端 点 或 者 右 端点 相连 接 , 或 是 与 它们 的 
中 点 相连 接 的 相关 直线 。 很 幸运 ,这 种 细节 是 不 重要 的 。 当 腔 院 
向 上 时 ,我 们 看 到 任何 合理 合 情 地 定义 的 前 乘 因子 都 向 下 。 同样 
的 结果 对 于 与 谢 尔 宾 斯 基地 毯 和 分 形 泡沫 相关 的 体积 或 面积 标 度 
因子 也 是 成 立 的 。 在 所 有 的 情形 里 , 腔 隙 增加 是 由 于 许多 腔 隙 都 
倒 入 一 个 单个 的 较 大 的 间隙 里 ,这 就 造成 了 阶梯 的 图 形 滑 向 时 钟 
4:30 的 形状 , 比 阶梯 本 身 所 有 斜率 - D/E 更 为 陡峭 ,这 就 是 引起 
上 面 所 讲 的 严 减 小 的 原因 。 

这 样 ,我 们 看 到 ,对 于 很 广泛 然而 很 特殊 的 分 形 类 , 它 包 括 碌 
托 尘 埃 和 谢 尔 宾 斯 基地 毯 , 腔 辽 可 以 由 FF 来 度量 ,因此 也 就 可 以 
被 定义 了 。 

但 这 是 一 个 局 部 有 效 的 定义 。 当 一 块 地 毯 中 央 的 大 装饰 花 在 
它 的 中 心 被 一 块 较 小 地 毯 遗 住 时 ,这 个 定义 也 就 被 迫 终止 。 因 此 
我 们 需要 另 一 个 定义 ,最 好 对 已 由 关系 M(R) o RP 的 前 乘 因子 
( 它 更 广泛 有 效 ) 所 代替 。 


腔 隙 作为 与 质量 前 乘 因 子 有 关 的 二 阶 效 应 


当 一 一 个 分 形 不 是 递归 地 构造 (例如 是 随机 的 ) 时 就 需要 腔 隙 参 
加 进来 。 本 节 和 下 节 所 描述 的 都 是 统计 平均 的 ， 即使 对 非 随机 的 
康 托 尘 埃 也 如 此 。 
首先 ,考虑 图 34-1 和 图 34-2 的 水 平 中 央 截 面 所 得 到 的 康 托 
尘埃 。 取 其 中 一 个 尘埃 的 总 质量 为 1, 考 虑 长 度 为 2 = 2/7 的 各 
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种 子 区 间 中 的 质量 。 在 图 34-1 的 例子 ,高 贵 腔 隙 ,质量 从 0 至 1⁄2 
范围 内 广泛 变动 ,而 对 图 34-2 的 例子 , 低 卑 腔 隙 ,质量 只 在 离 其 平 
均值 很 近 的 范围 内 变化 。 不 幸 的 是 ,正规 的 质量 分 布 在 康 托 尘埃 
的 情形 里 变 复杂 了 ,最 好 ,转换 到 完全 随机 的 康 托 尘埃 o 的 较 简 
单 的 情形 。 

我 们 把 2 与 [0, 避 相交 ;把 在 该 区 间 内 的 期 望 质量 记 作 ( 歼 》 
(这 种 记 法 的 原因 马上 将 揭 开 )。 当 在 [0,1] 内 选 一 个 小 区 间 为 [1， 
t+2R], 其 中 期 望 质 量 就 应 是 2R〈WW) ,但 是 如 果 我 们 去 掉 不 感 兴 
趣 的 没有 质量 的 情形 ,期 望 质量 就 增加 到 (2R)?(W) ,这 个 值 依 赖 
于 DD, 而 不 依赖 于 其 他 (这 就 表明 我 们 的 尘埃 与 [0,1] 相 交 的 概率 
是 (2R)!-?)。 换 句 话 说 ,质量 本 身 作 为 W2R)? 出 现 ,其 中 w E 
随机 变量 : 它 有 时 大 有 时 小 ,但 不 管 腔 隙 怎样 , 它 的 平均 值 等 于 
(W>, 

现在 我 们 来 深入 研究 一 下 ,看 看 W/W) - 1 的 实际 值 与 0 差 
多 远 。 习 惯 上 偏差 的 度量 是 二 阶 表达 式 (W/W) - 1)? 的 期 望 值 ， 
记 作 《( WAW) - 1)?》。 当 腔 辽 直观 地 看 上 去 像 低下 的 ,这 二 阶 腔 
院 就 是 小 的 ,而 当 直 观看 上 去 腔 隙 是 高 级 的 ,就 认为 二 阶 腔 隙 是 大 
Wo AEWA W) - 1)?) 是 腔 隙 定义 的 候选 者 。 其 他 的 ,例如 
(WAW) -11) 也 是 很 有 诱惑 的 ,但 它们 比 均 方 更 难 估算 。 

总 之 ,除了 关系 式 “ 质 量 < R?”" 外 ,我 们 已 经 转移 到 逐个 地 注 
意 质量 对 RP 比值 的 前 乘 因 子 。 注 意 到 腔 隙 概念 与 拓扑 无 关 , 而 
涉及 与 给 定 D 的 比较 ;对 中 间 大 小 D 的 比较 , 它 的 可 能 用 处 还 未 
研究 。 


腔 阶 作为 与 质量 前 乘 因 子 有 关 的 一 阶 效应 


一 种 另外 的 处 理 腔 隙 的 方法 包含 [1,1 + 2R] 中 的 质量 分 布 ， 

当 它 的 中 点 :+ R 限制 属于 时 。 这 个 条 件 就 意味 着 [1,1t + 2R] 

5j o 相交 ,但 它 的 逆 不 一 定 是 真 的 :如 果 [1,t +2R] 与 oe, rH 

M t+ R REED 内 。 现 在 我 们 加 在 [4,1 +2R] 上 的 这 个 较 严 
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的 条 件 有 一 个 较 大 的 趋势 , 即 去 掉 质量 比 平均 值 相当 低 的 情况 , 因 
ALR TARR, RO, REW) > (WO RI Ww" 
代替 多。 而 比值 (WW* )/ WES EE B. 2 是 大 的 ,而 对 小 的 腔 隙 
wm 是 小 的 ,因此 我 们 找到 了 另 一 个 腔 隙 的 候选 定义 和 度量: 
(W*)/(W)>o 


跨 接 界限 和 腑 隙 


迄今 为 止 所 讨论 的 进入 腔 际 的 途径 都 是 内 豪 的 ,就 是 说 不 包 
含 任何 外 部 比较 点 。 然 而 我 们 知道 ,许多 物理 系统 包含 有 限 的 外 
界限 w。 这 些 系 统 也 容许 其 他 进入 腔 隙 的 途径 ,它们 比 前 述 的 两 
个 途径 稍稍 减少 些 一 般 性 ,但 有 极 大 的 方便 。 

让 我 们 真 把 w = OM DIE 2 用 一 个 分 形 集 >。 来 代替 ,这 
^ 2 在 标 度 低 于 w ERD” 而 在 标 度 大 于 o 上 是 接近 于 均匀 
的 。w 的 一 个 例子 是 跨 接 半径 ,那里 星系 分 布 从 < E =3 变化 到 
D =3。 此 跨 接 能 存在 而 直到 现在 没有 精确 的 定义 ,而 且 不 再 会 
有 。 这 个 思想 是 这 样 的 ,一 个 坐 在 2 的 一 点 上 的 观察 者 把 w 看 作 
最 小 块 的 尺寸 ,他 必须 调查 研究 以 得 到 一 个 公正 的 总 体 思想 ,对 于 
一 个 居民 来 说 , 低 卑 的 腔 隙 世界 看 来 应 该 迅速 地 成 为 均匀 的 ,而 高 
贵 的 腔 孙 世界 看 来 应 该 极 慢 地 成 为 均匀 的 。 


第 一 个 推动 是 写 出 
(M(B)) =aR?, Xt R<<w 
和 (M(R)) = BR’, 对 R»» wo 


以 及 讨论 了 跨 接 出 现 于 当 oR? = BR’ , 即 o? = z 78 Bt. 
因此 ， 
(M(R) = aw? FR, 对 R>>w。 
较 小 的 变量 选 出 的 点 使 这 两 个 式 子 有 相等 的 导数 。 因 此 
w* ^P = Da/ ER, A RS PR BD a) 增 加 而 8 A D 保持 不 变 时 ,w 和 
A “都 增加 。 两 者 都 是 定义 和 度量 腔 隙 的 新 的 候选 者 。 
385 


HOUOUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


修正 的 平移 不 变量 


一 条 直线 可 在 其 自身 滑动 的 事实 被 称 为 平移 不 变量 。 与 此 相 
反 , 第 22 章 强调 康 托 尘 埃 有 个 著名 的 不 合 要 求 的 性 质 , 即 它们 不 
是 平移 不 变量 。 例 如 一 个 原始 的 尘埃 c 和 它 平 移 1/3 后 的 甚至 不 
相交 。 男 一 方面 ,eo 和 它 平 移 2/3 后 的 有 -- 半 ¿ 是 公共 的 。 

在 最 大 腔 隙 的 情形 里 , 康 托 尘埃 的 N >> 1。 产 生 一 个 有 意义 
的 重合 的 唯一 的 可 容许 的 平移 具有 的 长 度 接近 于 1 或 接近 0。 另 
-方面 ,在 最 小 腔 隙 的 情形 里 ,可 容许 平移 的 长 度 是 (近似 地 )1/N 
的 任意 倍 。 

换 句 话说 ,为 了 适合 康 托 尘 埃 , 平 移 不 变量 必须 被 减弱 ,而 当 
腔 院 低 摆 很 小 时 ,我 们 能 逃避 较 小 减弱 的 惩罚 。 

第 22 章 的 结论 是 我 们 能 把 平移 不 变量 和 宇宙 学 原理 推广 到 
分 形 , 只 要 使 它们 随机 化 以 及 在 “有 条 件 的 "形式 下 重 算 不 变量 ,这 
种 重 算 提 供 了 引进 随机 分 形 的 主要 原因 。 


从 层 状 的 到 非 层 状 的 织物 


本 章 使 用 了 改变 谢 尔 宾 斯 基地 毯 的 细 孔 的 过 程 , 以 及 在 康 托 
尘埃 和 谢 尔 宾 斯 基地 毯 的 腔 隙 包含 了 对 非 随机 和 较 早 随机 分 形 的 
层 特性 的 一 种 回答 。 这 种 方法 是 有 用 的 ,但 人 为 化 。 特 别 地 ,对 形 
An 忒 的 标 度 比 的 限制 通过 收缩 自 相似 性 的 范围 而 获得 了 腔 阶 。 
对 于 N 的 高 值 (例如 ,N = 102, 见 图 12-4 上 的 图 片 说 明 ), 而 相应 
地 低 的 r, 层 状 就 出 现 且 显著 。 

这 种 控制 细 孔 和 腔 隙 的 方法 显然 并 不 理想 。 因 此 很 幸运 ,我 
发 觉 推广 孔洞 的 方法 能 做 得 更 好 :由 下 章 里 讨论 的 更 一 般 的 形状 
来 代替 区 间 , 圆 盘 和 球 。 
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无 膛 隙 分 形 


-个 分 形 可 以 没有 腔 院 ,就 像 在 第 39 章 开头 所 表明 的 。 mm 


图 34-1 图 34-2 


34-1 和 图 34-2 RAR 
考虑 用 发 生 器 (如 图 34-3) 构 造 的 谢 尔 宾 斯 基地 毯 。 


图 34-3 

两 个 发 生 器 都 满足 b=1/r=7 以 及 N=40, 因 此 D~1.8957, N=40 4 
事实 也 许 不 显然 ,但 考察 了 以 下 几 个 阶段 以 后 就 明白 了 ,如 同 以 上 放大 7 从 
以 后 的 图 形 所 示 。 

显然 ,在 两 种 情形 里 的 D 是 相同 的 ,这 一 点 并 不 很 明显 ,因为 被 下 面 的 
事实 庶 住 了 , 即 左边 的 地 毯 给 人 一 种 一 定 具有 大 的 间隙 的 印象 ,也 就 是 有 更 
多 的 腔 隙 ( 腔 隙 = 和 孔 , 间 隙 )。 第 34 章 提出 几 个 另外 的 方法 来 抵消 这 种 印象 。 

维 数 D=1.8957 异常 地 接近 于 伯 努 利 追 渗 ( 第 13 章 末 ) 的 维 数 。 但 是 这 
种 相似 性 是 要 使 人 误解 的 ,因为 这 两 种 情形 的 拓扑 是 非常 不 同 的 。 因 - 
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第 35 章 一 般 的 孔洞 以 及 织物 的 控制 


按照 本 书 的 方法 ,第 31 和 第 33 章 通过 以 区 间 、 圆 盘 和 球 为 基 
础 的 最 简单 的 例子 介绍 了 孔洞 分 形 。 这 些 结果 变 得 令 人 满意 ,但 
是 使 用 更 一 般 的 孔洞 会 带 来 了 更 大 的 财富 库 。 

的 确 ,El Hélou (1978) 证 实 了 --- 个 孔洞 分 形 的 维 数 完全 由 和 孔洞 
长 度 (面积 或 体积 ) 的 分 布 所 确定 。 但 在 第 34 章 引进 了 细 孔 和 腔 
BRAH, D 是 分 形 的 唯一 数值 参数 的 时 期 就 结束 了 。 在 这 一 章 里 
要 表明 这 些 特征 是 怎样 受 孔 洞 形状 的 影响 的 。 另 外 ,此 情况 研究 
所 要 求 的 与 几何 学 提供 的 异乎 寻常 地 相符 合 。 

从 细 和 孔 的 观点 ,孔洞 的 形状 影响 到 Di, 因 此 对 于 给 定 的 D, 
它 影响 到 差 D - Di 的 符号 和 数值 。 

从 腔 隙 的 观点 ,在 较 早 几 章 获得 的 最 简单 的 改善 如 下 所 述 。 
在 线性 孔洞 分 形 (第 31 章 ) 的 情形 里 , 莱 维 尘埃 是 最 多 孔 的 ,而 任 
何 较 少 的 腔 隙 度 都 可 由 取 许 多 区 间 的 并 作为 孔洞 而 简单 又 自然 地 
获得 。 在 由 第 33 章 直接 得 到 的 空间 孔洞 分 形 的 情况 中 ,最 简单 的 
是 把 除 圆 盘 或 圆 球 以 外 的 每 一 个 孔洞 都 取 东 西 。 在 从 属于 布朗 运 
动 或 分 数 布朗 运动 的 空间 孔洞 分 形 的 情形 (第 32 章 ) 中 ,最 简单 的 
是 把 一 个 比 莱 维 尘埃 少 些 腔 隙 的 分 形 尘 埃 取 作 从 属 运 算 器 。 

不 幸 的 是 , (书稿 的 ) 最 后 期 限 快要 到 了 ,这 是 所 写 的 本 篇 的 最 

一 章 , 而 涉及 孔洞 分 形 的 争论 要 作 大 量 的 修改 才能 使 之 合适 地 

写 人 本 书 ,因此 本 章 必定 是 很 简略 的 。 


孔洞 发 生 器 ;各 向 同性 


用 于 前 面 引言 的 术语 孔洞 形状 包含 有 孔洞 发 生 器 的 意义 , 当 


然 ,术语 发 生 器 已 在 前 几 章 中 用 过 了 。 我 们 回想 起 , 康 托 和 科 替 模 
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型 的 手杖 发 生 器 ,以 及 谢 尔 宾 斯 基 模 型 的 孔洞 发 生 器 既 决定 了 分 
形 的 形状 又 决定 了 它们 的 D。 与 此 相反 ,这 里 的 孔洞 发 生 器 决定 
RD 以 外 的 一 切 东西 。 

非 随机 和 孔洞 发 生 器 ”这 是 一 个 开 集 ,在 这 开 集 中 挑选 任意 一 
个 点 作为 它 的 中 心 ,而 开 集 的 长 度 ( 分 别 地 ,面积 或 体积 ) 等 于 2 
(分 别 地 ,nt 或 4x/3)。 这 些 孔洞 是 重新 标 度 的 发 生 器 ,它们 的 位 置 
和 大 小 是 随机 的 ,具有 与 第 31 和 第 33 章 里 同样 的 分 布 。 

例如 ,在 E=1 HRE, RAKEN 及 中 心 在 长 为 At 的 
区 间 的 孔洞 数目 延续 成 为 期 望 是 (Ek — D.) Ai/e 的 泊 松 随机 变 
量 。 而 在 El Hélou 1978 已 证 明 , 对 孔洞 发 生 器 的 形状 作 适 当 限 制 
的 假设 下 可 以 应 用 维 数 的 公式 D = max( D,,0)( 这 些 限 制 假设 是 
内 在 的 还 是 由 于 证 明 方法 的 问题 是 值得 研究 的 )。 

发 生 器 的 界限 ”因为 孔洞 结构 的 哲学 目标 是 从 局 部 的 相互 影 
响 创 建 出 总 体 的 结构 ,所 以 很 明显 , 它 包 括 了 孔洞 是 局 部 的 , 即 有 
界 的 假设 。 而 无 界 的 孔洞 会 带 来 有 趣 的 意外 。 一 个 更 加 广义 的 孔 
洞 模型 展现 于 图 31-1。 

间隙 的 定义 ”一 个 间隙 不 再 是 孔洞 的 并 ,而 是 孔洞 最 大 开 单 

非 随 机 各 向 同性 ”因为 发 生 器 是 各 向 同性 的 ,我 们 必 能 选 到 
原点 ,使 发 生 器 是 那样 一 些 点 的 集合 , 即 从 原点 到 该 点 的 距离 落 在 
某 些 正 的 实 直 线 的 集合 内 (通常 是 规定 区 间 的 集合 )。 这 种 各 向 同 
性 的 情况 是 最 简单 的 ,而 且 大 多 数 已 被 彻底 研究 。 

然而 ,不 包括 各 向 异性 的 情形 。 特 别 , 我 们 看 到 一 个 分 形 尘 埃 
能 够 做 成 关于 过 去 或 未 来 是 不 对 称 的 。 

随机 孔洞 发 生 器 ”这 是 一 个 长 度 (面积 或 体积 ) 等 于 1 的 ,局 
部 或 完全 的 随机 集 。 对 El Hélou 1978 理论 适用 性 的 仔细 校 核 受 到 
欢迎 。 

随机 性 的 最 低 标准 在 于 能 从 产生 随机 集 的 过 程 中 挑选 到 一 个 
单个 的 样本 ,以 及 把 全 部 孔洞 做 成 与 该 样本 相同 (直至 位 移 和 大 小 
也 相同 )。 再 一 个 有 用 的 随机 性 标准 是 增加 一 个 为 每 个 孔洞 独立 
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选择 的 随机 转动 。 甚 至 更 为 一 般 地 ,可 用 从 产生 随机 集 的 过 程 中 
取 独 立 的 样本 的 方法 得 到 孔洞 。 这 个 样本 集 不 需要 全 部 都 有 同样 
的 体积 ,因为 当 改 变 大 小 时 体积 是 不 变 的 。 然 后 这 个 改变 了 大 小 
的 样本 被 转动 。 可 以 想象 有 不 独立 的 旋转 或 样本 ,但 至 今 我 还 没 
有 用 到 。 

随机 各 向 同性 ”在 上 面 第 一 个 选择 中 ,各 向 同性 要 求 样本 是 
旋转 不 变量 。 在 第 二 个 选择 中 ,旋转 样本 必须 是 均匀 分 布 的 。 而 
在 第 三 步 中 , 仅 要 求 过 程 是 旋转 不 变量 。 

层 状 ”前面 的 定义 容许 孔洞 的 长 度 ( 面 积 、 体 积 ) 是 分 层 的 , 即 
局 限于 2 形 的 值 。 但 是 这 要 混淆 了 层 状 和 没有 层 状 的 一 般 孔 洞 
形状 的 不 同 效 果 。 


通过 一 般 和 孔洞 分 形 的 Do 来 控制 细 和 孔 


第 34 章 的 一 节 表 明 ,如 果 一 个 分 形 “ 几 乎 是 " 逾 渗 的 ,就 是 说 ， 
如 果 它 属于 已 经 定义 好 Di 的 族 , 而 且 如 果 它 的 D 低 于 Ds“ 仅 仅 
一 点 儿 ”, 则 就 期 望 有 一 个 卷 云 形 结构 。 换 句 话 说 ,如 果 模 型 包含 
有 D 和 Da 作为 参数 , 则 D 和 卷 云 形 结构 的 强度 刚好 相 一 致 。 

在 孔洞 分 形 里 ,参数 是 实数 D 和 详细 说 明 孔 洞 发 生 器 的 一 个 
函数 。 让 我 证 明 , Di 是 上 述 泛 函 参 数 的 一 个 函数 : 它 能 任意 地 接 
WE, MMR E>2, 就 可 使 Da 任意 地 接近 1。 

DEERE ES ”把 一 个 任意 细 针 ,或 有 固定 形状 及 
各 向 同性 方位 轴 的 平整 的 煎饼 作为 发 生 器 就 足够 了 (图 35-1,2)。 
为 了 证 明 在 平面 (已 =2) 里 这 个 论断 ,注意 到 ,给 定 一 个 任意 的 D 
<2, 孔 洞 中 心 , 大 小 和 方向 就 都 可 由 检查 发 生 器 的 均匀 性 来 选 定 。 
下 一 步 研究 一 个 边 长 为 二 的 方块 ,并 再 把 孔洞 分 为 3 个 区 域 : 面 
BIRF xL2/10 和 超过 oy? 的 中 间 区 域 , -个 高 区 域 和 一 个 低 区 
Wo "4 D 超过 相对 于 圆 盘 状 孔洞 的 Di 很 多 以 及 孔洞 仅仅 是 弄 平 
的 圆 盘 时 ,这 种 状况 就 像 第 33 章 中 的 一 样 :中 间 区 域 的 孔洞 大 部 
分 形成 由 一 个 高 连通 集 围绕 的 离散 的 小 孔 。 但 是 如 果 孔 洞 几 乎 弄 
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平成 直线 ,那么 它们 几乎 一 定 把 我 们 的 方块 切 为 小 的 不 连通 的 多 
边 形 。 弄 平 低 区 域 孔洞 的 附加 效果 仅仅 是 进一步 切 这 些 多 边 形 。 
增加 高 区 域 孔洞 能 消去 我 们 的 方块 ,或 者 把 它 分 割 为 片 ,或 者 单独 
保留 它 。 当 方块 被 单独 留 下 时 , 它 能 不 再 逾 渗 。 换 句 话 说 ,已 证 明 
了 午 平 孔 洞 能 迫使 Du 大 于 任何 规定 的 D <2。 

对 E>2 的 推广 很 显然 。 

* E>2 有 同样 的 效果 ,也 能 推广 到 E =1, 只 要 把 包含 在 一 - 
个 半径 适当 地 超过 1 的 球 (或 球面 ) 和 一 个 适当 地 小 的 球 (或 球面 ) 
之 间 的 区 域 取 作 孔 洞 发 生 器 。 

Di 任意 接近 1 的 情形 一 个 直觉 的 论据 提出 , 当 E>3 以 及 
孔洞 几乎 是 针 状 时 , Dj 将 任意 地 接近 于 1 的 。 


通过 一 般 和 孔洞 分 形 的 工 来 控制 腔 阶 


第 34 章 的 一 节 阐 明了 我 们 如 何 控制 孔洞 长 度 是 层 状 的 腔 隙 。 
现在 让 我 们 插入 一 句 话 (不 详 述 ) , 即 通过 和 孔洞 发 生 器 可 获得 同样 
目的 。 我 们 集中 注意 力 到 腔 隙 的 度量 ,这 在 第 34 章 的 最 末 提 到 
过 ,并 且 包 括 了 一 个 外 界限 w。 

事实 上 ,我 们 首先 再 深入 一 步 ,并 且 通 过 把 孔洞 的 线性 尺度 强 
制 位 于 e >0 # A < % 之 间 而 执行 了 双重 界限 。 

容易 看 到 ,任意 挑选 一 个 点 ,一 直 进 行 到 最 后 截留 的 孔洞 分 形 
具有 概率 (e/A)5-?。 下 一 步 在 该 点 集 上 以 密度 P “散布 质量 。 
我 们 发 现 第 34 章 的 前 乘 因 子 B= aw? "RHA? ,执行 途径 e 
0 是 合适 的 ,表达 式 仍然 对 e =0 成 立 ,因此 o = Aa (67D (MR w 
是 通过 变异 定义 确定 的 ,w = Aa 5 (D/E)*- P), 

余下 的 要 求 a 的 值 。 我 们 发 现 它 依 赖 于 孔洞 发 生 器 的 整体 
形状 。 当 发 生 器 是 一 个 区 间 ( 圆 盘 、 球 ) 时 ,a 取 到 最 大 值 ,并 能 取 
任意 低 的 值 。 阔 值 o 也 是 相应 地 低 的 。 

当 孔 洞 包含 在 半径 为 a >> 1 和 B >> 1 的 两 个 同心 球 之 间 时 ， 
结果 就 非常 简单 :wc 1/a。 
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这 样 ,安排 LM(R)) 是 可 能 的 ,因此 ,对 质量 分 布 的 协 方差 来 
说 ,任意 快 地 转 到 在 渐 近 区 域 的 行为 ,意味 着 在 大 于 o 而 分 离 出 
的 两 点 上 的 密度 实际 上 成 为 独立 的 。 

这 是 奇怪 的 ,通过 a 的 减少 而 腔 隙 减少 能 够 由 扩展 发 生 髓 来 
完成 。 我 们 宁愿 期 望 不 断 地 扩展 的 发 生 器 导致 前 渐 近 区 域 大 小 的 
增加 。 这 个 事实 再 次 指出 (M(R)) 的 性 态 , 因 而 质量 分 布 相对 协 
方差 的 性 态 , 给 出 了 集合 结构 的 偏 视图 。M(R) 的 高 次 和 矩 带 有 大 
量 的 附加 信息 ,但 我 们 不 能 在 此 多 停留 了 。 


在 从 属于 布朗 轨道 的 尘埃 里 控制 腔 际 


一 旦 我 们 控制 了 一 个 线性 尘埃 的 腔 阶 ,就 能 通过 第 32 章 所 确 
定 的 从 属 运算 的 过 程 ,把 这 结果 变换 到 空间 。 研 究 平 方 的 情形 并 
且 把 像 图 25-3 中 一 样 的 一 个 布朗 网 用 作 从 属 运算 ,我 们 能 够 获得 
一 个 尘埃 , 它 任意 地 接近 在 外 表 上 本 身 成 为 类 似 于 网 ,以 及 具有 的 
分 支 无 限 阶 分 支 。 从 已 = 2 开始 , 设 被 从 属 的 是 一 个 具有 A> 172 
的 分 数 布朗 网 , 它 的 间隙 小 于 万 = 广 时 的 间隙。 另外 , 当 从 属 运 
算 器 的 维 数 满足 D/H < 已 = 2, 以 及 从 属 运算 器 具有 低 腔 辽 ,就 能 
使 从 属 看 上 去 任意 地 接近 填 满 平面 。 当 已 = 3 A= 1/2, 被 从 属 
的 是 一 条 填 满 空间 曲线 。 当 D/H < E 以 及 从 属 者 具有 低 腔 队 时 ， 
那么 不 管 怎样 的 D, 从 属 运 算 的 尘埃 能 做 成 填 满 空间 为 低 腔 队 
度 ,就 像 我 们 所 希望 的 一 样 。 = 


图 35-1 和 图 35-2. 孔洞 发 生 器 在 孔洞 分 形 腔 隙 上 的 效果 

这 两 张 插图 应 该 给 出 了 这 样 一 种 思想 , 即 孔 洞 发 生 器 的 形状 对 腔 队 有 影 
响 。 当 两 个 孔洞 发 生 器 是 菱形 状 时 ,一 张 几乎 是 方块 , 另 一 张 是 尖 针 ,孤立 的 
小 的 黑色 姜 形 在 白色 的 背景 中 显示 出 来 。 

两 个 结构 包含 有 同样 的 参数 DD 及 对 最 小 和 最 大 菱形 有 同样 的 面积 。 我 
们 能 够 阐明 :在 这 两 种 情形 里 白色 的 剩余 部 分 有 着 同样 的 面积 (除了 统计 变 
化 率 外 )。 然 而 ,从 图 上 显然 可 看 出 ,一 张 白色 的 剩余 部 分 扩展 出 的 比 另 一 张 
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要 多 得 多 。 我 引入 的 腔 阶 度量 把 系数 值 太 低 的 腔 阶 归 因 于 剩余 部 分 扩展 得 
较 多 。 = 


35-1 图 35-2 


图 35-4 当 孔 洞 是 非 球形 时 得 到 的 分 形 尘埃 :一 个 挂 限 在 球形 
天 空 上 的 投影 
因为 一 个 非常 令 人 为 难 
的 原因 ,不 仅 没 有 打算 使 设 黑 
点 成 为 此 插图 ,而 且 这 个 图 的 
正确 说 明 我 也 没 注意 到 。 的 
确 ,D=1.23 的 分 形 图 例 , 以 
及 正在 变化 并 且 被 控制 的 腔 
队 和 细 孔 的 程度 ,已 经 由 我 们 
在 1979 年 1 月 1 日 前 后 大 量 ua 
地 产生 了 ,但 是 包括 了 大 量 输 maa 
出 的 文件 被 放 错 了 地 方 (或 丢 
失 了 ), 而 极 少 的 准备 性 资料 因 存 放 在 其 他 贴 着 文 不 对 题 的 标记 的 文件 中 才 
得 以 幸存 下 来 。 由 于 没有 时 间 恢 复 这 个 程序 ,我 只 能 说 明 什么 是 可 行 的。 
我 记 起 来 ,从 周期 模式 开始 计算 ,其 周期 是 600 个 立方 点 阵 。 换 句 话 
说 ,计算 在 600 点 阵 上 执行 , 设 点 阵 的 对 立 面 等 同 于 创建 一 个 环 面 。 LAK 
积 的 分 布 被 截断 。 和 孔洞 正在 被 移动 ,其 原点 被 移 到 一 个 不 再 移动 的 点 ,这 个 
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点 可 以 是 任意 选 定 的 或 者 是 从 高 密度 区 域 中 挑选 出 来 的 。 

没有 画 出 接近 于 原点 的 那些 点 ,而 其 他 的 点 都 归 入 由 e y 2 < 
R 2( 它 相当 于 减少 亮度 的 区 域 ) 所 定义 的 球 壳 中 。 每 个 壳 被 投影 到 天 球 上 。 

目的 是 要 处 理 有 效 的 数据 ,以 便 提炼 出 最 多 的 独立 信息 。 对 于 小 的 R, 
我 们 能 映射 整个 天 空 ,而 对 于 大 的 Ri, 当 超过 原始 周期 模式 中 一 个 周期 某 适 
当 分 数 ( 倍 ) 时 我 们 必须 不 去 处 理 。 当 映射 局 限于 天 空 的 单个 卦 限 内 (例如 x 
>0,y>0,z>0 的 区 域 ) 时 ,最 外 层 先 的 R 值 是 最 大 的 。 在 球 坐标 下 ,我 们 
可 以 定义 这 个 卦 限 对 应 于 纬度 为 正 ( 北 半球 ) 且 经 度 在 - 45° £ 4? 之 间 的 区 
Ro REA TORRY ,该 卦 限 上 映射 在 “ 哥 特 式 的 尖顶 窗 " 上 ,如 图 35-4。 
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当 R, 到 达 600, 三 个 竖 直 面 令 域 里 的 数据 成 为 静态 依赖 的 ,而 对 垂直 面 
底部 邻近 最 好 别管 。 在 这 种 情况 ,大 于 及 = 600 的 数据 ,以 及 接近 于 x=z= 
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0,y=600 和 y=z=0,x=600 的 数据 为 了 避免 由 周期 性 引起 的 统计 依赖 性 
的 任务 而 牺牲 了 。 另 一 方面 ,为 了 绘制 对 极 区 x<0,y<0,z<0, 即 南 纬 和 经 
度 0 满足 10-18P1<45 ,不 必 作 新 颖 的 计算 ,而 其 输出 可 以 看 出 与 被 看 作为 
提供 附加 信息 是 极其 不 同 的 。 

在 过 程 的 最 后 一 个 阶段 ,意味 着 要 消去 原始 立方 点 阵 的 迹 ,每 个 点 沿 着 
其 坐标 均 布 于 [0,1] 的 向 量 移动 。 不 幸 的 是 ,这 个 过 程 产生 了 具有 各 种 黑色 
度 的 实心 灰色 区 域 , 它 曲 解 了 在 下 面 的 分 形 :我 们 看 到 的 是 被 弄 平滑 的 很 大 
不 均匀 性 很 大 区 域 的 过 时 版 本 。 

现在 的 图 35-4, R, = 600, 而 R, = R,/1.5, 因此 其 大 小 位 于 宽 为 
2.5 loglo(1.5)2~0.88 的 窗 区 域内 。 

Mandelbrot 1980 b 中 之 图 7, 表 明了 另 一 个 分 形 尘 埃 (也 设 完全 标记 ) , 它 
是 经 过 /孔洞 的 不 同 选 择 而 获得 的 。 
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第 十 一 篇 ”其 他 
第 36 章 统计 点 阵 物理 学 中 的 分 形 逻 辑 


从 分 形 观 点 看 来 ,物理 学 中 的 大 部 分 问题 与 其 他 领域 提出 的 
并 没有 什么 两 样 ,因此 我 们 把 对 物理 学 的 研究 分 散在 本 书 的 各 部 
分 ,只 有 一 小 部 分 要 放 在 本 章 讨 论 。 

然而 ,有 些 读者 可 能 从 本 章 的 内 容 开 始 阅读 本 书 了 ,因为 标题 
中 包含 了 “物理 学 一 词 。 我 要 奉劝 这 些 读 者 仔细 阅读 索引 ,但 首 
先 我 要 提醒 他 们 注意 到 下 列 在 物理 学 中 广泛 研究 的 情形 并 没有 写 
人 章 的 标题 。 

第 13 章 和 第 14 章 包含 对 逾 渗 的 研究 。 

第 18 章 中 的 阿波 罗 尼 “肥皂 " 是 一 种 半 晶 状 的 液晶 。 

织物 (第 34 章 和 第 35 章 ) 在 不 远 的 将 来 必定 会 找到 许多 物理 
上 的 新 应 用 。 

最 后 , 有 一 些 参 考 文献 很 有 意义 。 术 语 “ 分 离 分 形 ” 
( diffractals) 是 在 Berry 1979 中 创造 的 , 它 表示 由 分 形 曲面 反射 的 
波 , 或 者 由 一 片 透明 材料 ( 它 具 有 像 分 形 那样 波动 的 折射 指数 ) 所 
折射 的 波 。 分 离 分 形 是 一 种 新 的 波动 状态 ,用 它 测 定 的 结构 的 精 
细 程 度 是 几何 光学 永远 办 不 到 的 。 贝 利 测算 了 它们 的 某 些 明显 
性 质 。 

Berry 1978 计算 了 分 形 鼓 (共振 器 , 它 的 边界 是 一 种 分 形 ) 模 型 
的 分 布 。 
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论 两 类 收敛 性 


现在 进入 本 章 的 内 容 。 围 绕 着 分 散在 前 面 的 标题 ,一 个 非常 
重要 的 问题 被 忽略 了 ,或 者 被 扫 到 地 毯 下 去 了 。 在 许多 物理 领域 
里 ,构造 数学 分 形 的 基本 步骤 在 原则 上 都 不 可 能 。 

作为 一 个 前 奏 ,我们 回想 起 本 书 的 大 部 分 是 致力 于 那些 含有 
递归 内 播 的 分 形 , 它 们 或 者 根据 定义 或 者 至 少 先 有 一 个 明显 的 构 
造 方法 。 每 一 个 构造 阶段 从 几何 上 的 标准 形状 开始 (例如 一 条 折 
线 状 的 “奇怪 折线 ”) ,以 后 就 对 它 作 内 插 。 该 分 形 就 是 这 些 奇 怪 折 
线 的 极限 ,在 此 意义 下 此 奇怪 折线 和 此 极限 的 距离 (定义 为 把 通常 
的 点 之 间距 离 作 适当 推广 ) 趋 于 0。 这 种 极限 被 数学 家 们 称 为 
“ 强 收敛。 

与 此 相反 ,出 现在 统计 范围 里 的 其 他 极限 称 为 “ 弱 的 "(或 “ 模 
糊 的 ")。 这 两 类 极限 之 间 的 差别 (就 像 通 常 所 提 到 的 ) 细 如 毫 毛 。 
但 是 弱 收敛 的 理论 渗透 到 各 种 情形 (包括 老 的 和 新 的 ) ,其 中 随机 
分 形 进入 了 “点 阵 物 理学 ”, 它 被 认为 是 目前 统计 物理 学 中 的 一 种 
实践 。 

这 里 的 讨论 要 依赖 于 物理 学 中 某 些 思 新 分 形 例子 和 点 阵 水 文 
学 ( 它 具 有 相同 类 型 ) 的 一 个 重要 问题 。 


随机 行走 的 分 形 极限 


作为 前 奏 ,我们 注意 到 弱 收 敛 在 布朗 运动 方面 的 作用 。 就 像 
在 第 25 章 中 简短 地 提 到 过 的 那样 ,在 点 阵 上 (例如 ,在 其 坐标 是 整 
数 的 点 上 ) 的 一 个 随机 行走 可 以 是 "下行 的 〈 当 在 上 行走 时 ) ,直至 
点 阵 的 步 长 成 为 肉眼 看 不 见 , 因 此 其 可 观测 的 效果 可 以 忽略 。 

众所周知 ,这 个 过 程 就 “生成 "布朗 运动 ,但 是 这 里 的 术语 “ 生 
成 "有 着 新 的 含义 。 在 第 6 章 中 用 于 生成 科 赫 曲线 的 奇怪 折线 序 
列 就 像 画 一 幅 图 ,通过 急剧 的 调 焦 不 断 地 增加 图 上 的 细部 。 与 此 
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相反 ,一 个 下 行 的 随机 行走 序列 在 周围 转 来 转 去 ,起 先 似乎 离 某 布 
朗 运 动 的 距离 很 小 ,以 后 又 接近 于 不 同 的 布朗 运动 ,再 后 却 接近 于 
胃 一 个 ,如 此 等 等 ,…… 始 终 稳定 不 下 来 。 对 于 数学 家 来 说 ,有 充 
分 的 理由 以 弱 的 或 模糊 的 收敛 性 来 描述 这 种 过 程 。 也 有 充分 的 理 
由 把 个 有 限 地 下 行 的 随机 行走 看 作 具 有 内 界限 等 于 点 阵 间隔 的 
分 形 曲 线 。 但 是 这 是 一 类 新 颖 的 界限 ,在 以 前 各 章 里 ,一 个 内 界限 
被 下 加 ( 当 定义 了 几何 构造 以 后 ,而 这 种 构造 在 理论 上 不 包含 内 界 
限 ), 而 且 能 够 内 插 到 无 穷 小 尺度 而 生成 分 形 。 相 反 , 不 存在 内 插 
随机 行走 的 方法 。 


“点 阵 物 理学 "中 的 分 形 


前 面 的 描述 已 经 超出 了 布朗 运动 的 范围 。 的 确 ,统计 物理 有 
足够 的 理由 ,以 模拟 约束 一 个 点 阵 来 代替 它 所 面 对 的 许多 实际 问 
题 。 因 此 ,我 们 可 以 把 大 量 的 统计 物理 学 问题 描述 为 由 “点 阵 物 
理 的 一 部 分 所 组 成 。 

就 像 在 我 的 早期 版 本 中 所 指出 的 、 许多 作者 已 确认 的 那样 点 
阵 物理 中 充满 着 分 形 或 者 准 分 形 。 前 者 是 参数 空间 中 的 形状 , 例 
如 在 图 8-5 的 说 明 中 所 讲 到 的 魔鬼 阶梯 ;而 后 者 是 实 空间 中 的 形 
状 , 它 不 是 分 形 ,因为 可 以 想象 它们 不 能 细 分 到 无 限 小 ,但 在 中 间 
范围 内 是 类 似 于 分 形 的 ,而 大 尺度 范围 内 的 性 质 就 是 分 形 的 。 在 
第 13 章 和 第 14 章 中 , 当 我 们 处 理 伯 努 利 逾 渗 时 就 遇 到 过 一 个 著 
名 例子 。 

不 用 说 ,我 完全 确信 ,这 些 形 状 的 不 断 缩小 就 弱 收敛 于 分 形 极 
限 。 第 13 章 和 第 14 章 的 论证 就 基于 此 。 物 理学 家 们 发 现 这 是 很 
有 说 服 力 的 ,尽管 就 我 所 知 只 有 布朗 运动 的 情形 , 它 适合 于 完全 的 
数学 证 明 。 这 样 ,我 倾向 于 把 这 些 具有 假定 的 分 形 极限 的 非 分 形 
形状 作为 点 阵 分 形 。 在 本 章 的 稍 后 ,将 讨论 大 量 增加 的 例子 。 

一 个 有 关 但 不 同 的 推断 是 ,真实 问题 ,点 阵 物 理学 是 不 太 大 的 
简化 包括 有 相同 (或 近 于 相同 ) 分 形 。 在 马上 要 研究 的 聚合 物 情形 
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里 ,斯 特 普尔 顿 . 爱 伦 AK TTT IECUR] ZE (Stinson & Kurtz 1980) 
支持 这 些 推 断 。 


局 部 相互 作用 /全 局 有 序 


点 阵 物 理学 有 -- 个 很 有 吸引 力 的 发 现 应 当 广 为 传播 , 即 在 某 
些 条 件 下 ,纯粹 的 局 部 相互 作用 能 迅速 增长 而 影响 到 全 局 效果 。 
举 个 基础 性 的 例子 ,在 相 邻 旋转 物 之 间 的 相互 作用 能 产生 在 手中 
有 感觉 的 磁力 。 

我 们 能 够 企 望 ,我 以 分 数 布朗 分 形 所 描述 的 现象 也 将 有 一 天 
会 如 此 来 前 述 。 


一 个 虚构 的 例子 


我 们 来 描述 一 个 例子 , 它 不 同 于 有 序 物理 机 理 中 的 基本 方法 ， 
但 它 的 优点 是 简单 以 及 把 我 们 带 回 到 熟悉 的 分 形 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 
(第 14 章 ) 作 为 说 明 弱 极限 的 例子 。 以 具有 整数 值 坐标 的 点 来 代 
替 旋 转 , 因 此 当 为 偶数 次 (相应 地 ,奇数 次 ) 时 ,它们 位 于 偶数 (相应 
地 ,奇数 ) 点 上 。 其 改变 规则 是 ,在 时 刻 上 和 位 置 a 的 旋转 S(t, 
n), S(t-1,n-1) 5 S(t-1,n+1) MAM BONS — 1,25 Wü] gk HR 
+1, 

用 这 样 的 方法 以 - 1 覆盖 的 均匀 直线 ,旋转 是 左 不 变 的 。 现 
在 我 们 来 看 一 下 在 n=0 和 4 上 =0 时 引进 “杂质 "+ 1 以 后 的 效应 。 
旋转 S(1,n) 除了 n= -1 和 mnm=+1 以 外 都 是 -1, 以 后 的 形状 如 
下 图 (第 400 页 ): 

许多 读者 能 认 出 ,在 奇数 值 二 项 式 系数 位 置 上 由 记号 “+ "所 
组 成 的 是 帕斯卡 三 角形 ,此 完全 的 帕斯卡 三 角形 的 第 条 线 是 由 
二 项 式 (a + b)! 展开 的 系数 给 出 。 

读 过 第 14 章 后 都 知道 ,如 果 我 们 把 每 个 记号 “+ "与 它 邻 近 的 
记号 ”+ “相连 接 ,我 们 就 得 到 一 幅 与 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 (Rose 1981) 
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- + —- + - - - - - +-+- 
-++++----+tł+ż++- 
+---ł+---+---+ 
++--++--++--++ 


图 36-1 
明显 相似 的 图 36-1, BESS EAR XEL, RRT EZ We Dc iN 
尔 宾 斯 基 垫 片 。 | 


自 回避 随机 行走 和 线性 聚合 物 几何 


现在 我 们 回 到 一 个 重要 的 专门 问题 。 自 回避 随机 行走 
(SARW) 向 前 而 不 考虑 它 过 去 的 位 置 (除了 禁止 多 次 通过 一 个 点 ， 
以 及 进入 一 个 区 域 后 将 发 现 不 能 再 退出 的 情况 外 ), 所 有 可 能 的 方 
向 都 是 等 概率 的 。 

在 直线 上 ,这 种 运动 是 没有 问题 的 : 它 必 然 在 另外 的 方向 继 
续 , 而 永 不 回 到 自身 。 

相反 ,在 平面 和 空间 的 情形 ,此 问题 引起 我 们 兴趣 但 非常 困 
难 , 而 且 迄 今 尚 没有 得 到 解析 研究 的 成 果 。 然 而 它 在 高 分 子 (聚合 
物 ) 研 究 中 具有 实际 重要 性 ,以致 已 成 为 谨慎 的 直观 推断 和 精细 的 
计算 机 模拟 的 对 象 。 这 个 使 我 们 极 感 兴趣 的 结果 ,由 于 东 布 
(Domb) 和 在 Barber & Ninham 1970 中 的 描述 ,叙述 如 下 : 

在 第 n >> 1 步 以 后 ,位 移 的 均 方 根 R 具有 n 次 寡 的 数量 级 ， 
记 作 1/D。 
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此 结果 极 强 地 暗示 ,在 围绕 点 阵 上 某 格 点 的 圆 或 球 ( 半 径 为 
R) 的 内 部 ,其 他 格 点 的 数目 近似 于 R?。 这 是 检验 D 是 否 为 分 维 
的 好 主意 。 

在 直线 上 , 它 的 值 (平凡 地 ) 是 D =1。 由 弗 洛 里 (Flory) WA 
论 推断 和 计算 机 模拟 ,对 =2 和 3, 符 合 于 D = (E +2)/3 (de 
Gennes 1979, 第 1.3 节 有 很 好 的 评述 , 它 把 D 记 作 1/v)。 布 朗 运 
动 的 分 维 Ds =2 超过 了 对 EE=2 和 3 时 的 DD 值 ,但 对 E=4 是 符 
合 的 。 

仅 在 极限 E— oo ,由 凯 斯 滕 (Kesten) 作 的 极限 论证 建立 起 D 
->2。 然 而 ,对 >>4 的 值 D =2 是 由 细致 的 物理 学 论证 所 提出 的 ， 
但 也 可 由 简单 的 分 形 论述 提出 如 下 : 当 E>4 时 ,布朗 运动 的 余 维 
是 2, 因 此 它 的 双重 点 的 余 维 数 是 0, 意味 着 布朗 运动 没有 重点 。 
因此 这 是 自 回避 的 ,无 需 进一步 论述 。 

D 值 的 发 生 对 于 基本 假设 的 细节 很 敏感 。 如 果 三 维 空间 中 
的 一 个 聚合 物 是 由 两 个 不 同类 型 的 原子 构成 (这 时 该 行走 就 不 限 
制 于 一 个 点 阵 ) , 维 华 (Windwer) 发 现 D =2/1.29, 他 认为 此 D 低 于 
东 布 的 值 D = 1.67 ~2/1.2, 是 有 效 的 。 在 溶解 于 反应 溶剂 的 聚合 
物 中 , 幅 入 空间 甚至 少 于 惰性 的 ,特别 , D 成 为 独立 的 相互 作用 ， 
定义 @ 一 点 为 当 D 取 布 朗 值 Ds =2 的 点 。 在 好 的 溶剂 里 D <2, 
D 值 随 溶剂 的 优质 而 减少 :特别 ,一 种 理想 的 溶剂 产生 D =2/1.57 
(如 E=2) 和 D=2/1.37( 如 EE=3)。 甚 至 最 差 的 溶剂 在 二 维 里 能 
永 不 导致 超出 D =2, 但 凝聚 物 和 相 分 离 的 进入 , 非 分 支 链 不 再 是 
一 种 满意 的 模型 。 

在 前 几 节 中 没有 新 的 工作 ,只 是 把 已 知 结果 转译 为 分 形 术 语 ， 
但 我 感到 这 些 转译 帮助 阐明 了 它们 的 提 法 。 然 而 ,还 必须 用 称 为 
D 的 维 数 来 作 重 述 。 我 们 假定 重复 缩小 的 SARW 弱 收 敛 到 某 个 
分 形 族 ,从 经 验 考 察 到 的 D 作为 它们 的 维 数 。 物 理学 家 没有 怀疑 
此 陈述 ,但 一 位 苛刻 的 数学 家 坚持 ,就 像 现在 一 样 ,这 个 论断 仍然 
是 一 种 猜想 。 下 节 草 拟 了 一 个 可 取 的 证 明 方法 。 

注意 到 逐步 缩小 的 分 形 极限 不 能 期 望 是 自 回 避 的 ,因为 SARW 
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“反射 "相隔 的 过 去 成 为 二 重点 ,它们 的 维 数 的 确 是 (4 - E)/3 > 0。 
然而 ,能 够 期 望 不 出 现 三 重点 ,而 且 它 们 的 维 数 的 确 是 max(0,2 - 
E)=0。 

对 强 收敛 于 分 形 的 序列 ,在 解析 和 计算 两 方面 的 研究 都 无 可 
非议 地 要 时 于 逐步 缩小 的 SARW。 因 此 (可 以 这 么 说 ) 以 具有 通常 
( 强 ) 收 敛 的 近似 序列 来 “遮蔽 "SARW 是 有 用 的 。 这 一 目标 可 用 第 
25 章 中 我 的 “ 弯 折 曲线 "来 达到 。 一 -个 惊人 的 结果 是 ,最 少 创造 性 
而 大 多 是 各 向 同性 的 弯 折 线 具 有 的 维 数 极其 接近 D = 4/3, 它 是 平 
面 SARW 的 特征 。 另 一 个 “ 谈 项 ”是 自 回避 布朗 运动 , 它 在 图 25-3 
-定义 为 有 限 布朗 轨迹 外 廓 之 边界 。 这 使 我 们 想起 它 也 产生 
D =4/3。 这 一 群 值 几乎 不 相符 :这 就 必须 告诉 我 们 有 关 平 面 结构 
更 深层 的 情况 。 

这 是 感 兴趣 的 , 先 搁置 这 里 , 转 而 考察 一 个 自 回 避 随 机 行走 是 
否 满 足 宇宙 学 原理 (第 22 章 ), 它 的 头 几 步 不 做 ,一 个 条 件 宇宙 学 
的 定常 状态 似乎 必然 常常 发 生 ( 但 我 不 知道 它 的 证 明 )。 


HERE 


在 点 阵 物 理学 系统 里 , 标 度 的 解析 研究 (追随 一 种 与 我 不 同 的 
惯例 ) 极 大 地 依赖 于 这 种 称 为 (不 很 准确 )“ 重 整 化 群 (RG) 技 术 ” 的 
有 效 工具 。 威 尔 逊 的 书 (Wilson 1979) 是 创始 人 写 的 综述 ,是 很 适 
用 的 。 当 本 书 的 早期 版 本 和 早期 的 RG 论文 还 是 预 印 本 形式 时 ， 
卡 伦 (Callen) 就 把 我 的 注意 力 吸引 到 它们 之 间 显 然 的 .概念 上 的 
类 似 。 

为 了 研究 这 种 类 似 , 让 我 们 仔细 研究 威尔逊 书 (Wilson 1975, 
第 774 页 ) 中 的 如 下 摘录 :(a)“ 统 计 的 连续 统 极限 的 关键 特性 是 
缺少 特征 长 度 或 能 量 或 时 间 标 度 "。(b)“[RGj 是 用 于 研究 统计 
连续 统 极限 的 工具 ,就 像 导数 是 研究 通常 的 连续 统 极限 的 基本 方 
法 ……[ 普 适 性 ,一 种 另外 的 假设 ] 类 似 于 通常 导数 的 情形 。 正 规 
地 说 ,对 于 一 个 导数 存在 许多 不 同 的 有 限 差分 近似 ”。(c)“ 离 开 
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MANS mms. 


导数 的 简单 性 和 显 式 性 还 很 远 。”(d)“ 一 个 发 散 的 积分 是 典型 
的 …… 缺 少 特征 标 度 问题 的 征兆 。”(e) [ 较 早 的 ] 重 整 化 理论 …… 
消去 了 量子 电动 力学 的 发 散 性 ……[ 它 的 ] 最 差 的 特性 …… 为 了 去 
掉 积 分 的 发 散 部 分 ,这 完全 是 纯粹 的 数学 技巧 。”(f)“ 基 于 RG 方 
法 的 基本 物理 思想 是 …… 存 在 级 联 效应 …… 级 联 图 形 的 [第 一 个 ] 
主要 特性 是 标 度 "。(g) [第 二 个 主要 特性 ] 是 放大 或 衰减 。” 

现在 作 些 注释 。 摘 录 (a) 说 明 RG 和 分 形 处 于 具体 问题 的 同 
样 级 别 的 地 位 ,而 摘录 (d) 是 它们 遇 到 了 同样 的 第 一 个 困难 。 当 应 
用 到 分 形 理论 时 ,摘录 (b) 成 为 最 准确 的 。 在 分 形 上 下 文 里 ,由 摘 
录 (c) 所 提 到 的 诉苦 是 不 恰当 的 :现在 已 存在 对 导数 的 简单 而 显 式 
HERE ,其 首选 要 素 就 是 分 维 。 摘 录 (d) 带 回 到 本 书 读者 熟悉 的 
回忆 中 :在 第 S 章 开 始 的 议论 里 ,假设 海岸 线 长 度 的 积分 是 发 散 
的 。 在 别处 ,我 们 完成 了 处 理 无 限 方差 ,无 限期 望 值 ,或 无 限 概率 
[就 像 当 我 们 处 理 分 布 PrA(U>4)=u-?(0<w>%) 时 ,不 管 (0-? 
= % )]。 摘 录 (e) 给 我 们 一 种 舒适 的 感觉 :我 们 总 是 处 理 回避 发 散 
而 不 依赖 于 纯粹 的 数学 技巧 。 摘 录 (f) 也 是 全 部 熟知 的 。 

简单 地 说 ,这 是 的 确 没 问题 的 , 即 RG 和 分 形 吸 收 了 同样 的 灵 
气 ,而 导致 同一 个 硬币 的 解析 和 几何 两 副 面孔 。 但 是 分 形 没 有 对 
应 的 (g), 所 以 这 种 比较 是 不 完全 的 。 

<IRG 的 输出 之 一 ,是 不 动 点 哈密 顿 函数 yo。 作为 一 名 物理 
学 家 ,相信 一 个 物理 系统 的 哈密 顿 函 数 4 原则 上 蕴含 着 知道 该 系 
统 结构 的 一 切 。 如 果 是 这 样 的 话 ,我 们 应 该 也 能 够 用 哈密 顿 函 数 
导出 各 种 随机 形状 相连 接 的 概率 分 布 。 有 限 地 重 整 化 的 2 应 该 
产生 逐步 缩小 形状 的 分 布 ,而 不 动 点 Ho 应 该 产生 极限 的 分 
布 一 一 特别 是 它们 的 >。 蕴含 在 本 概述 中 的 研究 方案 可 能 难以 
实现 ,但 我 完全 确信 将 会 有 预期 的 结果 。B> 


自 回避 多 边 形 


设 在 所 有 的 n 边 自 回 避 多 边 形 ( 它 们 的 边 是 由 平面 (E =2) 正 
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方形 点 阵 连 接 的 ) 中 随机 地 选取 一 个 多 边 形 。 有 时 它 是 近似 正方 
形 , 其 面积 为 (n/4)*; 而 有 时 它 是 细 长 而 膜 状 的 ,其 面积 约 为 n/2。 
如 果 我 们 对 给 定 的 每 个 多 边 形 按 同样 的 权 作 平均 ,数值 模拟 表明 
平均 面积 大 约 为 n"? R D =4/3(Hiley & Sykes 1961)。 因 此 从 分 
形 的 观点 看 来 ,一 个 多 边 形 的 行为 就 像 是 咬 住 尾巴 的 自 回避 随机 
行走 。 


回 到 海岸 线 模型 


自 回避 多 边 形 的 维 数 是 D4/3, 似 乎 把 它们 看 作 超过 平均 不 ` 
规则 性 的 海岸 线 模型 。 我 们 可 为 这 个 发 现 而 高 兴 , 但 由 于 涉及 到 
海岸 线 的 形状 (在 第 5 章 里 提 到 的 ) ,因此 问题 并 没有 解决 。 

首先 ,存在 岛屿 的 问题 。 维 数 的 概念 应 该 同时 说 明海 岸 线 的 
不 规则 性 ,它们 的 支离破碎 性 ,以 及 不 规则 性 和 支离破碎 性 之 间 的 
关系 ,但 是 自 回避 多 边 形 没 有 近海 的 岛屿 。 

其 次 ,我 想 没 有 一 个 D 值 ,能 够 满足 地 球 上 的 所 有 的 海岸 线 。 

最 后 ,但 并 非 最 不 重要 , 当 一 个 非常 大 的 自 回避 随机 行走 或 多 
边 形 被 逐步 缩小 时 ,点 阵 的 步 长 从 1 减少 到 一 个 小 的 值 7, 则 通常 
相距 为 1 的 两 点 收敛 于 同一 极限 点 。 此 逐步 缩小 的 行走 或 多 边 形 
的 极限 因此 不 再 是 自 回避 的 : 它 并 不 自 相交 , 却 是 自 接触 。 我 不 希 
望 看 到 海岸 线 模型 上 的 这 种 点 。 例 如 ,它们 意味 着 存在 半岛 ( 准 岛 
是 , 它 只 在 一 点 与 大 陆 接触 ) 语 义 的 严格 解释 和 存在 准 湖泊 。 


河流 衰退 到 直线 


第 12 章 提 到 了 哈 克 从 经 验 上 找到 很 典型 的 结果 ,河流 长 度 的 
增加 就 像 按 其 排水 区 面积 的 D/2 次 寡 。 这 是 真 的 ,河流 直线 地 绕 
排水 区 域 流 过 ,支流 的 长 度 应 该 正比 于 排水 区 面积 的 平方 根 , 这 
样 ,D 的 值 是 D = 1。 实 际 上 ,D 在 1.2 到 1.3 之 间 变 化 。 相 应 的 ， 
第 12 章 描述 了 基于 一 个 填 满 平 面 的 河流 网 络 (其 中 的 河流 是 分 形 
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曲线 ) 上 的 模型 。 

企图 用 非常 不 同 的 随机 方法 来 解释 哈 克 效 应 , 列 奥 波 德 和 基 
拜 因 两 人 在 他 们 1992 年 的 著作 中 报道 了 用 计算 机 模拟 在 均匀 涯 
性 学 范围 内 排水 区 图 形 的 拓展 。 此 模型 包括 一 个 在 平面 点 阵 中 的 
原始 二 维 随机 行走 ,这 是 物理 学 家 感 兴趣 的 。 它 假定 源 位 置 和 传 
播 方向 都 是 随机 选取 的 。 第 一 条 支流 的 源 是 随机 选取 的 正方 形 ， 
而 水 道 是 由 相 邻 正方 形 的 SARW 所 产生 的 ,直至 它 离开 面积 的 边 
界 。 然 后 随机 地 选取 第 2 个 源 和 另外 的 支流 。 常 常 有 第 2 个 支 
流光 密苏里 河 " 要 比 它们 连接 处 上 面 的 密西西比 部 分 更 长 。 连 接 
处 可 能 出 现在 第 1 条 支流 的 源 。 把 同样 的 过 程 继 续 进 行 到 全 部 正 
方形 都 被 填 满 。 除 了 这 些 一 般 性 的 法 则 之 外 ,还 有 各 种 任意 的 约 
定 ,以 避免 打 结 . 断 流 和 不 一 致 等 。 

计算 机 模拟 表明 ,在 随机 行走 的 模型 里 ,河流 的 长 度 像 排水 区 
面积 的 0.64 次 赛 那样 增长 ,因此 D1.28。 此 值 与 东 布 的 D = 4/ 
3 之 间 的 误差 可 以 是 由 于 未 充分 扩展 模拟 而 引起 的 统计 变 分 。 但 
我 却 企图 把 此 误差 作为 真实 的 来 考察 :从 其 他 支流 积累 的 干扰 似 
FEM SARW 的 过 去 值 的 干扰 更 为 重要 ,因此 我 们 期 望 对 列 奥 波 
德 和 朗 拜 因 的 模型 有 一 个 小 的 忆 值 。 

与 实际 的 地 图 相 比 较 , 列 奥 波 德 和 朗 拜 因 的 河流 偏离 极 大 ,为 
了 避免 此 缺点 ,提出 了 大 量 的 其 他 模型 。 由 Howard 1971 年 提出 的 
模型 假设 朝 源 头 增长 , 即 按照 各 种 完美 的 人 为 设计 ,从 位 于 正方 形 
边界 上 的 河口 通 向 位 于 内 部 的 源头 。 这 种 方法 产生 的 河流 比 列 奥 
波 德 和 朗 拜 因 的 方案 要 直 得 多 ,因此 可 推测 它 包 含 一 个 小 的 D. 

迄今 为 止 ,随机 网 络 的 研究 ,就 像 列 奥 波 德 和 朗 拜 因 以 及 哈 华 
德 等 ,都 局 限于 很 少 的 计算 机 模拟 ,这 是 很 刁 愧 的 ,因此 我 希望 这 
些 非常 有 趣 的 问题 引起 数学 家 们 的 注意 。 由 于 SARW 已 经 表明 了 
与 分 析 极端 地 相 抗 ,这 个 事实 足以 警告 那些 想 要 大 奖金 而 寻找 容 
易 问 题 的 人 远离 ,但 是 列 奥 波 德 和 朗 拜 因 的 变更 是 很 容易 的 。 

重复 一 下 :在 SARW 研究 中 遇 到 的 数学 困难 , 其 根源 就 在 于 局 
部 的 变化 可 以 引起 全 局 效应 。 类 似 地 ,在 列 奥 波 德 和 朗 拜 因 网 络 
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的 局 部 改变 ,可 以 引起 一 条 大 河流 通过 相 邻 区 域 的 划分 线 而 断 流 。 
我 们 要 为 能 度量 宏观 上 长 期 相互 作用 的 强度 而 高 兴 。 当 然 ,我 希 
望 该 参数 是 分 维 。 = 
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S375 ”经济 学 中 的 价格 变动 和 标 度 


仅 是 半 开 玩笑 地 说 ,可 以 把 股票 和 商品 交换 价格 的 变化 说 成 
Mk .个 几何 问题 。 因 为 报纸 的 金融 版 上 充斥 着 那些 自称 是 “图 表 
专家 "的 广告 ,他 们 适当 地 用 图 表 分 析 过 去 ,并 声称 可 以 从 那些 图 
表 几 何 中 预测 将 来 。 

1900 年 首先 由 露 易 斯 ` 巴 奇 里 亚 提出 了 基本 的 反诉 :这 些 图 
表 是 没有 用 的 。 最 可 以 肯定 的 论述 是 连续 的 价格 变化 在 统计 上 是 
独立 的 。 另 一 种 温和 些 的 说 法 是 每 一 价格 都 伴随 着 一 个 “ 输 后 加 
倍 下 注 的 "随机 过 程 ,就 意味 着 市 场 是 “完全 的 ": 每 一 产品 在 它 的 
过 去 都 是 不 受 欢迎 的 。 一 种 更 温和 的 说 法 是 不 完全 产品 只 有 在 它 
们 比 交易 价格 低 的 时 候 存 在 :这 种 市 场 被 称 作 “ 有 效 的 "。 巴 奇 里 
亚 有 关 有 效 的 概念 被 证 明 是 异乎 寻常 的 准确 。 

巴 奇 里 亚 的 一 个 更 特殊 的 断言 是 ,根据 最 初 的 概算 ,任何 竞争 
性 价格 伴随 着 一 个 "一 维 布朗 运动 "B(+)。 这 一 事实 是 值得 记 人 
的 , 即 对 物理 学 而 言 是 如 此 基本 的 过 程 被 一 个 持 有 异 见 的 数学 家 
所 证 明 , 见 第 40 章 。 可 翡 的 是 ,一 旦 真正 的 数据 可 以 得 到 , BC) 
却 很 难 代表 它们 。 这 一 章 描述 另 一 种 可 供 选 择 的 观点 ,这 是 我 在 
标 度假 设 的 基础 上 建立 起 来 的 (是 在 所 有 领域 中 最 早 被 采用 的 广 
法 之 一 ) , 它 被 证 明 是 惊人 的 准确 。 


价格 的 不 连续 性 


我 最 简单 的 反 布朗 论点 是 基于 一 个 实验 观察 , 它 是 这 样 的 简 

单 与 直接 ,以 致 人 们 对 它 能 证 明基 本 原理 而 惊奇 。 但 在 前 几 章 里 
用 来 表述 银河 的 D >2 KUNA D > 2 也 是 令 人 惊奇 地 明了 与 直 
接 。 简 单 的 观察 认为 ,一 个 连续 过 程 不 能 解释 那 种 相当 明显 的 不 
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连续 性 现象 。 我 们 知道 布朗 运动 的 样本 函数 是 < 几乎 无 疑 , 几乎 
处 处 bs 连续 的 。 但 是 竞争 市 场 上 的 价格 不 需要 连续 性 ,它们 明显 
是 不 连续 的 。 假 定 连 续 的 唯一 原因 是 ,许多 科学 有 意 或 是 无 意 地 
倾向 于 重复 在 牛顿 的 物理 学 里 被 成 功 地 证 明了 的 过 程 。 对 于 进入 
经 济 学 中 的 各 种 各 样 的 “外 来 的 " 量 与 比率 ,连续 性 必须 证 明 一 个 
合理 的 假设 ,而 且 要 以 纯 物 理 术语 来 定义 。 但 是 价格 却 不 同 :力学 
不 包括 可 比 性 ,而 且 在 这 方面 也 没有 先例 。 

价格 构成 包括 目前 的 知识 和 将 来 的 期 望 ,甚至 当 某 种 价格 的 
外 来 物理 决定 因素 连续 变动 时 ,期 望 也 “即刻 "剧烈 地 变动 时 ; 当 可 
忽视 其 能 量 和 持续 时 间 的 物理 信号 (“用 笔 一 击 ”) 轻 易 地 激 起 期 望 
的 剧烈 变化 时 ;以 及 当 没有 规定 来 向 复杂 的 事物 注入 情 性 时 ,一 个 
由 期 望 决定 的 价格 可 以 猛 跌 到 0, 也 可 增 涨 到 超出 范围 ,什么 都 
可 能 。 


EY ABR (Mandelbrot 1963 b) 


价格 可 以 是 不 连续 的 思想 本 身 几 乎 没有 任何 可 预见 的 价值 ， 
但 是 它 证 明了 “过 滤 ” 贸 易 方 法 (根据 Alexander 1961) 的 基础 是 落 
后 的 ,并 且 要 消亡 的 。 原 则 上 ,一 个 p% 过 滤 是 用 来 监督 价格 连续 
性 的 一 种 方法 , 它 记 录 所 有 局 部 的 最 大 值 与 最 小 值 , 当 价格 第 一 次 
恰巧 达到 局 部 最 小 值 加 上 p% 时 给 出 一 个 买 的 信号 ,以 及 当 价格 
第 一 次 恰巧 达到 局 部 最 大 值 减 去 p% 时 给 出 一 个 卖 的 信号 , 因为 
连续 的 监督 是 不 实际 的 ,亚历山大 监督 每 日 高 点 和 低 点 的 序列 ,他 
理所当然 把 此 价格 的 记录 看 作 连 续 函 数 。 这 个 算法 是 寻求 高 点 首 
次 超过 前 一 天 的 低 点 加 p% 的 天 数 。 假 如 在 d 天 的 某 一 时 刻 , 价 
格 正 好 是 低 点 加 p% ,就 在 这 一 点 过 滤器 发 出 买 的 信和 号。 对 卖 的 
信和 号 同样 如 此 。 亚 历 山 大 (Alexander,S. ) 经 验 性 的 总 结 是 过 滤器 
的 买 或 卖 的 信号 , 比 “ 购 买 以 及 持 有 "” 带 来 更 高 的 回报 。 

实际 上 , Mandelbrot 1963 b 的 第 417 页 上 指出 ,过 滤器 给 出 买 
的 信号 (以 24 小 时 计算 ) 的 天 数 十 分 接近 于 所 有 强烈 的 上 升 价格 
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运动 的 天 数 。 在 许多 这 样 的 日 子 里 ,价格 实际 上 是 在 跳动 ,或 前 一 
天 晚上 或 在 交易 的 初始 当 贸 易 被 停止 时 。 这 样 , 当 亚历山大 过 滤 
器 应 该 发 出 买 的 信号 时 , 它 就 像 被 关 掉 似 的 ! 一 旦 它 再 次 打开 , 它 
就 发 出 买 的 信号 ,但 最 终 的 买 价 经 常 大 大 超过 亚历山大 的 估计 值 。 

进一步 的 可 能 性 :在 许多 日 子 里 ,价格 变动 被 市 场 专家 的 故意 
行为 造成 适度 的 连续 ,这 些 专家 执行 他 们 指定 的 权利 ,如 分 配 买 者 
与 卖 者 ,以 及 通过 他 自己 持 有 股份 的 买卖 来 “保证 市 场 的 连续 性 ”。 
一 旦 这 些 专家 不 能 保证 连续 性 ,他 必须 提出 一 份 书面 的 解释 ,他 通 
常 倾向 于 人 为 地 抹 平 那些 不 连续 ,显然 , 当 大 部 分 顾客 不 得 不 在 较 
高 价格 购买 时 ,最 后 的 讨价还价 总 是 在 朋友 之 间 进 行 的 。 

第 三 种 可 能 性 : 某 些 日 常 价格 的 变化 受到 限 价 ,并 使 日 常 限 价 
几 天 内 无 贸易 而 移动 ,防止 “终止 限 价 " 从 被 执行 处 移动 。 

理论 和 实验 的 研究 (随时 论述 一 下 ) 使 我 确信 以 上 的 偏见 是 很 
有 意义 的 ,购买 和 持 有 这 种 过 滤 贸 易 的 估计 的 优点 是 值得 怀疑 的 。 
重新 审查 后 ,Alexander 1964 会 发 现 我 的 预见 是 正确 的 。 而 过 滤器 
方法 并 不 比 “ 购 买 并 且 持 有 ”好 。 法 默 和 布 鲁 恩 1966 年 提出 一 项 
完全 是 “ 死 后 "的 检查 ,以 独立 的 价格 体系 替代 了 亚历山大 的 价格 
指数 ,过 滤器 这 一 方法 现在 被 完全 地 抛弃 了 。 这 样 的 插曲 强调 了 
我 所 谓 的 “价格 连续 性 的 缺点 "这 一 错误 遗传 的 危险 性 。 

赢得 “ 输 后 加 倍 下 注 的 赌博 类 似 于 永 动 机 。 由 于 贝 奇 里 亚 有 
效 市 场 假设 的 优点 ,预测 了 过 滤器 不 可 能 起 作用 ,但 因为 贝 奇 里 亚 
对 布朗 运动 模型 的 不 明白 之 处 , 它 不 能 解释 为 什么 过 滤器 看 似 可 
以 起 作用 。 这 样 ,我 的 特殊 模型 的 优点 是 允许 作 分 析 , 并 指出 形 形 
色色 的 缺点 。 


统计 学 的 “困境 ” 


布朗 运动 作为 价格 变动 模型 的 失败 ,引出 两 种 截然 不 同 的 反 

映 。… 方 面 ,存在 着 关于 这 “困境 ”的 过 剩 , 面 对 的 是 一 项 (拒绝 价 

格 变动 是 高 斯 的 ) 布 朗 假 设 的 统计 试验 ,经 济 学 家 可 以 一 次 一 次 地 
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修正 ,直到 试验 被 轴 弄 。 
一 个 普通 的 困境 是 审查 制度 ,伪善 地 标志 为 “拒绝 统计 上 的 门 
外 汉 ”, 人 们 可 以 区 分 普通 的 小 的 价格 变动 和 打败 亚历山大 过 滤 絮 
的 大 的 价格 变动 。 前 者 被 认为 是 随机 的 和 高 斯 的 ,就 像 大 家 关心 
的 那样 ， Kcd 财富 被 献 给 了 他 们 。 后 者 被 单独 认为 “ 非 随 机 
的 "再 … 个 普通 的 困境 是 几 个 随机 总 体 的 混合 : 当 x 不 是 高 斯 时 ， 
Hl i 三 个 或 更 多 个 高 斯 变量 的 混合 。 另 一 个 困境 是 非 
线性 转换 : 当 x 是 正 的 和 大 体 上 是 非 高 斯 的 时 ,可 能 logx 是 高 斯 
的 , 当 x* 是 对 称 的 和 非 高 斯 的 时 候 , 可 能 tan”! x 会 恩 弄 试验 ,而 另 
:个 过 程 (我 认为 它 是 来 自 统计 学 家 的 自杀 ) 声 称 价格 跟随 着 布朗 
运动 ,但 运动 的 周 长 不 受 控制 地 变动 。 后 一 个 困境 从 来 不 被 
弄 错 , 结 果 哲 学 家 卡尔 * 鲍 伯 声 称 它 不 能 是 一 个 科学 的 模型 。 


经 济 学 的 标 度 原 理 (Mandlbrot 1963 b) 


这 些 困境 的 对 立 面 是 我 自己 的 研究 。 它 应 用 经 济 学 的 资料 ， 
但 原理 在 价格 这 一 概念 上 得 到 最 好 的 解释 。 

价格 变动 的 标 度 原理 ” 当 x(1) 是 价格 ,logx(1) 有 一 个 特性 ， 
就 是 log x Cr) E FE EISE TR US d 的 增 量 logx (t+ d) -logx(1) 具 
有 与 d 无 关 的 分 布 (除了 一 个 标 度 因 子 以 外 )， 

在 探究 这 一 原理 的 结果 前 ,让 我 们 略微 看 一 5 

一 个 科学 原理 必须 承认 能 被 证 据 检 验 的 预见 ,这 一 个 就 是 这 

样 , 这 一 点 我 们 即将 看 到 ,困境 是 非常 好 的 。 

科学 原理 能 从 他 们 各 自 领 域 里 的 其 他 理性 想法 所 演绎 出 来 ， 
这 一 点 是 很 妙 的 ,价格 变动 的 标 度 原理 能 以 概率 论 的 “中 心 极限 ” 
理论 的 一 般 形式 (不 必 是 标准 的 ) 为 基础 ,但 它 并 不 是 从 标准 经 济 
学 演绎 出 来 的 。 仅 有 的 “解释 性 "论点 (Mandelbrot 1966 b, 1971 e) 
支持 它 作 为 外 界 物理 变量 方面 的 标 度 成 果 , 这 些 论点 不 如 他 们 声 
称 正确 的 结果 设立 得 好 。 

最 后 ,甚至 当 没 有 实际 的 解释 可 以 采用 时 ,但 如 果 一 个 科学 理 
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沦 并 不 真正 和 前 期 的 假定 有 所 冲突 ,还 是 令 人 高 兴 的 。 目 前 的 标 
的 意见 也 不 能 被 提出 。 标 度 想 要 证 实 的 是 在 竞争 市 场 上 ,没有 任 
何 时 间 光 后 是 真正 地 比 其 他 的 更 特殊 , 它 证 实 天 和 星期 (在 农产品 
里 还 包括 年 ) 的 明显 的 特征 是 赔偿 和 仲裁 。 因 为 所 有 布朗 运动 的 
“寻常 "困境 包括 特别 的 时 间 标 度 , 我 的 原理 看 似 简单 地 证 实 了 没 
有 “足够 的 理由 "来 假设 任何 的 时 间 标 度 比 其 他 的 更 有 特权 。 


无 穷 变量 并 发 症 


虽然 ,我 们 需要 标 度 原理 的 实际 实施 来 证 实 不 同 于 布朗 运动 
的 结果 ,我 采取 了 假设 logx(t d) - logx(i) 有 无 穷 方 差 这 激进 的 
一 步 来 完成 这 个 目标 。 在 我 的 论文 以 前 ,没有 人 会 怀疑 “用 V * 
RRB”, KF V 是 有 限 的 这 一 假设 还 没有 被 这 样 提 及 ,因为 
当 人 们 列 出 每 一 个 假设 ,而 不 顾 已 经 建立 的 意义 时 ,科学 论文 失败 
了 。 我 采用 相反 见解 的 原因 将 在 这 一 节 的 后 半 部 分 讨论 。 无 论 怎 
样 说 ,假设 V = % 的 成 功 使 我 更 容易 地 使 曲线 可 以 无 限 长 .表面 面 
积 可 以 无 限 大 。 

被 观察 到 的 价格 变动 样本 方差 的 不 良 行为 ”用 于 汇总 数据 的 
“典型 值 " 是 描述 统计 学 最 简单 的 层次 。 但 是 在 价格 变动 的 情况 ， 
通常 的 汇总 原来 是 错综复杂 和 完全 靠不住 的 ,实际 上 ,用 样本 平均 
来 测量 位 置 以 及 用 样本 均 方 根来 测量 偏差 的 动因 停留 在 确信 这 些 
是 最 终 集 中 在 普遍 的 价值 上 这 一 “稳定 的 ”特性 之 上 ,但 Mandelbrot 
1967 b 的 图 形 表明 它们 在 价格 这 种 情况 下 的 行为 是 非常 地 模 楼 两 
uf: 

(A) 对 应 于 不 同 长 的 子 样本 的 均 方 值 常 有 不 同 的 数量 级 。 

(B) 当 样本 大 小 增加 时 , 均 方 不 再 稳定 。 它 忽 上 忽 下 ,但 总 的 
趋势 是 增加 的 。 

(C) 均 方 倾向 于 被 一 些 几 个 有 贡献 的 平方 极 大 地 影响 着 。 当 
这 些 所 谓 的 分 离 物 被 取消 时 ,色散 的 估计 值 常常 按 它 的 数量 级 变 
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化 。 

非 平稳 性 的 假设 ”把 这 些 特 性 一 起 ,甚至 其 中 任何 单独 一 个 ， 
每 个 人 总 相信 这 个 过 程 是 平稳 的 。 我 基本 的 反驳 是 这 个 过 程 实际 
上 是 稳定 的 ,而 未 知 的 理论 上 的 第 二 矩 是 非常 巨大 的 ,在 巨大 但 有 
限 矩 的 假设 下 ,样本 和 矩 根据 大 数 定律 而 收敛 ,但 这 样 的 非常 缓慢 ， 
而 且 极 限 的 值 实际 上 很 小 。 

无 穷 方 差 原 理 我 进一步 的 反驳 是 总 体 均 方 是 无 穷 的 。 那 些 
在 本 书 中 耕耘 至 今 的 人 非常 熟悉 “非常 巨大 "和 “无 穷 ” 之 间 的 选 
择 , 但 那些 从 这 里 开始 的 人 可 有 不 同 的 取向 ,我 1962 年 版 所 有 的 
读者 就 是 这 样 。 对 那些 在 统计 方面 有 一 般 知 识 的 人 ,无 穷 差分 看 
似 最 可 怕 和 最 奇怪 的 ,实际 上 ,人 们 可 以 从 样本 和 矩 推出 的 结果 看 ， 
“无 穷 " 和 “非常 大 "并 没有 什么 不 同 。 还 有 ,一 个 变量 x 有 无 穷 差 
分 这 个 事实 决 不 否认 x 肯定 是 无 穷 的 (以 概率 为 1)。 例 如 ,密度 
为 Mr(1+ x?) 的 柯 西 变量 几乎 肯定 是 有 限 的 ,但 有 无 穷 差 分 和 无 
穷 期 望 值 。 这 样 ,在 非常 巨大 和 无 穷 变化 的 变量 之 间 的 选择 不 是 
先 验 的 ,必须 完全 看 哪 一 个 问题 更 适 于 被 掌握 而 定 。 我 接受 无 穷 

差分 是 因为 它 使 维持 标 度 成 为 可 能 。 


稳定 的 莱 维 模型 (Mandelbrot 1963 b) 


Mandelbrot 1963 b 可 接受 的 见解 溶 合 了 标 度 原理 , 即 认为 连续 
不 断 的 价格 变化 与 不 断 消失 的 期 望 值 是 无 关 的 ,以 及 进一步 允许 
价格 变动 的 差分 可 以 是 无 穷 的 。 一 种 简要 的 数学 论点 引出 了 一 种 
推测 ,认为 价格 变动 被 莱 维 稳定 性 分 布 (在 第 32,33,39 章 中 也 被 
提 到 ) 所 控制 。 

这 种 推测 证 明 具 有 广泛 的 确实 性 ,第 一 个 试验 (Mandelbrot 
1963 b, 1967 b) 适 用 于 许多 商品 价格 一些 利率 和 一 些 19 世纪 的 
债券 价格 。 

后 来 , Fama 1963 研究 了 近期 的 债券 价格 Roll 1979 研究 了 另 
外 一 些 利率 。 这 里 我 们 肯定 会 满足 于 一 个 独特 的 例证 ,图 37-1。 
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模型 的 预言 能 力 


价格 变动 的 标 度 原理 的 预 价 值 在 于 以 下 的 发 现 。 在 五 年 时 间 
对 中 间 价 格 变动 规律 的 ,人 们 每 日 价格 变动 的 分 布 开 始 研究 ,而 且 
人 们 发 现 如 果 这 种 分 布 可 以 被 推测 到 每 月 的 价格 变动 ， 
和 从 不 同 的 后 退 和 萧条 等 得 来 的 资料 是 一 致 的 , 它 叙述 了 近 一 
世纪 以 来 非常 重大 又 非常 活跃 的 商品 史上 的 全 部 重要 事件 。 

特别 地 ,图 37-1, 控制 棉花 价格 变化 的 过 程 经 过 研究 在 非 党 
长 的 一 段 时间 里 近似 地 保持 稳定 。 这 个 有 趣 的 发 现 可 以 分 两 步 被 
很 好 地 表达 出 来 。 

第 一 个 稳定 性 试验 图 37-1 的 图 释 表明 价格 变动 过 程 的 分 
析 形 式 ,以 及 D 值 ,两 者 都 保持 不 变 。 对 通货 价值 的 多 数 变 化 没 
有 什么 争论 ,但 所 有 的 倾向 与 我 们 在 这 里 讨论 的 波动 相 比 是 微 不 
足 道 的 。 

第 二 个 稳定 性 试验 :对 图 37-1 中 一 个 错误 的 更 正 ” 一 个 侥幸 
引出 了 第 二 个 稳定 性 试验 ,在 图 37-1, 曲线 (co+ ) Co * )[ 同 样 地 ， 
(a7 ) 和 (4- )] 通 过 水 平平 移 不 相同 的 ,因为 在 双 对 数 坐 标 上 的 平 
移 对 应 于 普通 坐标 的 尺度 变化 。 这 个 矛盾 导致 Mandelbrot 1963 b 
与 经 济 学 家 (认为 1900 年 到 1950 年 之 间 价 格 变 动 分 布 已 有 变化 ) 
的 论点 相 一 致 。 我 认为 分 布 保留 了 同样 的 形态 ,但 它 的 尺度 变 
小 了 。 

然而 ,这 种 对 论点 的 让 步 证 明 不 再 是 必须 的 了 ,曲线 (ac * ) 和 
(a` ) 以 后 的 数据 被 错误 地 输入 了 (Mandelbrot 1972 b) ,一 旦 这 种 错 
误 补 更正, 人们 将 被 导向 和 曲线 (5* ) 和 (2 - ) 几 乎 同样 的 曲线 。 

人 们 不 能 否认 , 仅 是 偶然 的 一 向 ,数据 给 出 了 大 体 上 是 非 稳定 
的 印象 ,但 这 仅 是 因为 偶然 的 印象 而 产生 的 ,是 由 基础 的 过 程 是 高 
斯 的 背景 。 我 对 非 平 稳 但 高 斯 过 程 的 替换 是 一 个 平稳 但 非 高 斯 的 
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结 k 


在 经 济 上 , 除 此 之 外 ,我 不 知道 任何 可 与 之 相 比 的 成 功 的 
预见 。 


at .br .e+ 的 标 讼 二 价格 对 数 的 正 变 寺 


~ 001 - 01 -1 -1 


MERI Mandelbrot 1935b. Ë 获得 窗 西 根 


大 学 出 版 计 司 意 


37-1 按 比例 绘制 的 经 济 学 原始 资料 


这 张 从 Mandelbrot 1963 b 复制 过 来 的 旧 的 图 表 , 是 由 我 粘连 在 一 起 的 
(就 像 我 后 来 粘连 成 图 28-11 相连 一 样 )。 它 包括 以 正 负 标记 (棉花 价格 对 数 
记录 下 的 变化 ) 作 出 双 对 数 图 表 以 及 指数 D=1.7(D 的 价值 稍微 高 估 了 一 
点 ) 的 对 称 性 稳定 分 布 的 累积 的 密度 函数 。 纵 坐标 给 出 了 如 下 情况 的 相对 频 
率 , 即 量 x( 由 下 面 定 义 的 量 x 之 一 ) 的 变化 超过 在 横 坐 标 里 的 变化 。 

在 透明 纸 上 复 制 这 张 图 ,并 水 平移 动 ,你 会 发 现 理论 曲线 以 通常 形状 下 
的 极 小 差别 盖 过 了 任何 一 个 经 验 上 的 图 表 , 这 正 是 我 的 标 度 准 则 假设 ! 

这 种 差别 很 大 程度 上 是 因为 分 布 上 的 一 点 不 对 称 , 这 是 一 个 很 重要 的 观 
察 ,需要 对 稳定 分 布 作 些 不 对 称 的 变化 。 

以 下 一 系列 的 数据 组 已 经 画 在 图 上 ,x 的 正 值 和 负 值 以 两 种 形式 分 别 被 
考虑 。 


üggaagaggaun 
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(a) x= log, Z(1+1 B) - log, Z(t), #3% Æ ,Z X 1900 ~ 1905 纽约 棉花 交 
易 所 的 每 日 收盘 价 (数据 由 美国 农业 局 传送 ) 。 

(b) x= log, Z(t& 1 B) - log, Z(1) Æ # ,Z 是 1944 ~ 1958 美国 不 同 交 
易 所 的 棉花 每 日 收盘 价 的 指数 (由 Hendrik S. Hanthakker 1% 3 ) ç 

(c) x= log, Z(t +1 A) - log, 2(1), EK E ,Z 是 1880~ 1940 纽约 棉花 交 
易 所 每 月 15 日 的 收盘 价 ( 由 美国 农业 局 传送 ) 。 
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第 38 章 ” 非 几何 学 的 标 度 律 和 指数 律 


假如 分 形 的 专著 或 教材 被 写成 ,在 数学 上 优美 的 随机 几何 形 
状 的 讨论 是 放 在 较 容易 的 随机 函数 标题 之 后 ,而 且 这 些 书 将 从 随 
机 变量 开始 。 相 反 , 本 书 直接 跳 到 最 复杂 的 标题 ,因为 这 是 最 有 意 
义 的 ,而 且 起 到 几何 直观 作用 。 

与 分 形 最 密切 相关 的 是 双 曲 概率 分 布 。 其 使 用 的 许多 例子 都 
已 在 前 几 章 [从 双 曲 函数 Nr(U > 4) 开 始 的 ] 中 遇 到 过 。 但 是 还 有 
更 多 的 话 要 说 。 本 章 是 从 一 般 性 的 闲谈 开始 ,继续 在 语言 学 和 经 
济 学 中 的 某 些 现象 ,在 经 验 上 (丰富 和 完整 ) 很 显然 ,用 双 曲 规律 来 
表达 是 很 好 的 。 两 种 情形 的 议题 是 同样 的 ,而 且 要 引起 对 标 度 和 
相似 维 的 重视 而 完全 用 “ 非 具体 化 ”的 形式 。 

语言 学 例子 是 我 第 一 篇 论文 (第 42 章 ) 的 对 象 , 它 使 我 熟悉 了 
某 些 巧妙 的 操作 ,这 是 直接 具有 广泛 的 可 应 用 性 。 语 言 学 的 例子 
也 有 一 副 热 力 学 的 面孔 ( 它 包括 与 负 温 度 相 匹配 ,由 我 独立 发 现 )。 


再 论 双 曲 分 布 


由 众所周知 的 定义 ;一 个 随机 变量 (7r.v. ) U 称 为 双 曲 的 , 当 
P(u) = Pr(U» u) = Fu-?。 这 个 定义 很 奇怪 ,在 十 分 有 限 的 范围 
内 前 置 因子 o 导致 P(0) = %m, 它 似乎 很 荒 雇 ,无 疑 表明 必须 特别 
小 心 一 一 这 是 众所周知 的 。 例 如 ,在 第 12 章 里 我 们 看 到 , 当 科 赫 
发 生 器 含有 一 个 岛屿 时 ,产生 的 曲线 就 含有 无 限 个 岛屿 ,它们 的 面 
积 超过 数 Nr(4 > a) = Fa-5。 现 在 按 面积 减 小 对 它们 排列 ,对 面 
积 相等 的 岛屿 其 次 序 可 任意 。 随 机 地 选择 一 个 具有 均匀 概率 的 岛 
此 ,就 应 该 随机 地 选择 岛屿 的 秩 ,要 达到 这 一 目的 ,就 要 由 Pr(4 > 
a) 来 认定 Nr(4 > oa) 的 位 移 。 但 事实 上 一 个 岛屿 的 秩 是 正 整数 ， 
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而 不 可 能 随机 地 选择 一 个 正 整数 。 
另 一 个 熟悉 的 事 : 双 曲 分 布 直接 导致 条 件 分 布 。 例 如 ,条 件 
r.o. {U, B% U> uo} 可 写作 {U1U > uo] ,满足 
1, M u < uo; 
PRU MUS le [Un "AM 


DOES ERES. 


当 D > 1 时 ,相应 的 期 望 值 是 
{UIU> ug) = D(D-1)-!uoo 

这 一 结果 提出 了 无 穷尽 的 ,似是而非 的 故事 ,处 三 清 醒 的 读者 
推波助澜 。 

林 特 效应 ”一 位 电视 喜剧 演员 未 来 一 生 的 期 望 值 正比 于 他 过 
去 的 上 曝光。 来 源 于 1964 年 6 月 13 日 的 新 共和 国 报 。 

为 了 解答 ,请 看 下 面 的 故事 。 

青年 诗人 墓地 的 寓言 “在 墓地 最 悲哀 的 区 域 , 即 诗 人 和 学 
者 一 一 他 们 都 是 在 少年 花季 突然 倒 下 的 一 一 的 莫 穴 中 间 ,每 个 莫 
碑 的 项 上 都 有 一 个 破损 的 记号 : 半 本 书 , 半 根 柱子 或 者 是 半 把 工 
具 。 老 守 莫 人 ,他 年 轻 时 也 是 一 位 学 者 和 诗人 ,他 极力 要 求 扫墓 的 
人 们 到 走 这 些 忧 郁 的 记号 ,他 几乎 全 是 逐 字 地 宣布 ; 躺 在 这 里 的 
每 一 位 ,经 考察 ,他 们 都 已 足够 地 完成 了 全 部 诺言 ,而 某 些 幕 碑 的 
大 小 反映 出 他 们 隐蔽 下 来 的 成 就 。 那 么 我 们 该 如 何 来 评价 他 们 中 
断 了 的 诺言 呢 ? 我 的 一 部 分 责任 就 是 活 下 来 向 欧 拉 或 雨 果 挑战 ， 
是 生存 方面 ,虽然 也 许 不 是 在 才能 方面 ,但 是 他 们 中 的 大 多 数 , 啊 
哟 , 正 准 备 被 他 们 的 缪 斯 (希腊 女神 ) 所 放弃 。 因 为 诺言 和 成 就 在 
青年 生命 中 是 精确 地 相等 的 ,我 们 必须 看 成 在 突然 死亡 的 时 刻 他 
们 是 相等 的 。 

解答 。 任 何人 ,他 在 青年 时 期 终止 也 就 是 终止 在 诺言 生涯 之 
中 “证 明 ” 按 照 洛 加 的 理论 ,任何 单个 作者 的 科学 论文 .数学 论文 
的 分 布 是 指数 D =2 的 双 曲 分 布 。 此 法 则 综合 了 定性 的 事实 , 即 
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大 多 数 人 是 不 写 或 写 得 很 少 ,而 少数 人 又 写 得 太 多 太 多 。 如 果 是 
这 样 的 话 , 不 论 个 人 过 去 的 论文 集 有 多 么 长 ,平均 起 来 它 将 保留 在 
-个 相等 的 附加 总 数 内 。 当 它 最 终 停止 时 , 它 精确 地 断 开 在 基诺 
FIR Bab 

注解 ”避免 出 现 失望 的 唯一 方法 是 如 此 古老 , 即 当 计算 未 来 
的 期 望 时 ,必需 考虑 年 龄 的 修正 。 在 林 特 效应 里 的 比例 系数 无 疑 
sh. 

离开 海岸 的 寓言 ”在 很 远 很 这 以 前 ,有 -个 称 为 万 湖 国 的 国 
家 ,把 这 些 湖 亲切 地 称 为 大 的 ,第 2 最 大 的 ,…… 第 NN 最 大 的 ,等 
等 , 直 全 第 1 万 个 最 大 的 。 大 的 是 个 未 标明 的 海 , 不 ,是 个 很 宽 的 
洋 , 越 过 它 公 少 要 1600 海里 ,而 第 N 个 最 大 的 湖 宽 为 1600N 98, 
所 以 最 小 的 湖 宽 度 为 1 海里 。 但 是 每 个 岛 上 总 是 蒙 上 一 层 薄 薄 的 
和 ,使 得 不 能 看 到 宽度 超过 1 海里 的 地 方 。 因 为 土地 被 毁坏 了 ,所 
以 没有 居民 能 帮助 旅行 者 。 作 为 一 名 旅行 者 ,他 用 数学 期 望 相信 
位 于 一 个 未 知 的 海岸 ,他 知道 在 他 前 面 有 期 望 值 宽度 为 5 海里 的 
水 域 面 。 如 果 他 航行 了 很 少 海里 以 后 ,他 发 现 已 不 能 到 达 他 的 目 
的 地 ,然后 计算 出 到 达 下 一 海岸 的 新 的 期 望 距离 ,他 得 到 的 值 是 
5m, 是 幽灵 占领 在 这 些 湖上 ? 实际 上 离 海 多 远 ? 

解答 ”上述 湖 宽 分 布 再 次 说 明了 在 第 12 章 至 第 30 章 中 遇 到 
的 柯 尔 恰 克 分 布 。 


标 度 概 率 分 布 


现在 我 们 回 到 正题 。 常 说 到 标 度 随机 变量 ,这 术语 标 度 必须 
不 用 非 几何 学 定义 的 。 因 为 与 一 个 随机 变量 相 联系 的 几何 形状 仅 
是 一 个 不 能 再 分 割 的 点 。 换 句 话说 ,随机 变量 x 是 变换 7(x ) 下 的 
标 度 , 如 果 x 和 Z(x) 的 分 布 除了 比例 以 外 是 恒 等 的 。 

这 里 要 把 变换 理解 为 有 更 宽 的 意义 :例如 x 的 两 个 独立 获得 
量 之 和 被 看 作 x 的 变换 。 称 相应 的 变量 为 加 法 下 的 标 度 , 而 且 称 
为 莱 维 稳定 的 ( 见 第 31,32 章 和 第 30 章 )。 第 39 章 将 继续 讨论 有 
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权 加 法 的 标 度 。 

渐 近 标 度 、 渐 近 的 双 曲 随机 变量 十 分 幸运 ,上 述 定义 与 其 他 
类 似 情形 相 比 很 少 有 不 确定 的 。 对 于 许多 变换 来 说 ,不 变性 原来 
是 要 求 渐 近 双 曲 分 布 。 这 就 意味 着 必须 存在 一 个 指数 D > 0, 使 得 


lim Pr( U < u) u All lim Pr(U > u)u? 


是 确定 的 和 有 限 的 ,而 且 极限 之 一 是 正 的 。 
MEEDE “ 渐 近 双 曲 的 "能 作为 著名 的 经 济 统计 学 家 命 

的 术语 帕 雷 托 的 之 同 义 语 , 帕 雷 托 是 一 位 意大利 经 济 学 家 ， ts 

把 力学 平衡 定律 转换 成 经 济 学 平衡 的 术语 ,而 且 这 能 更 持久 记 住 

已 发 现 的 基本 统计 规则 :他 发 现在 某 些 社会 里 ,私人 收入 U 超过 

某 一 大 的 值 u 的 个 人 的 数目 近似 于 双 曲 地 分 布 的 , 即 正比 于 

wu-?。( 我 们 将 在 本 章 的 后 面 转向 收入 的 分 布 。) 


“统计 经 济 学 的 新 方法 ”(Mandelbrot,1963 e) 


类 似 于 帕 雷 托 的 双 曲 律 后 来 在 经 济 学 的 许多 领域 都 被 发 现 ， 
而 许多 的 努力 都 是 为 了 直接 来 前 明 它 们 的 流行 。 然 而 我 们 首先 来 
揭 述 -- 下 本 问题 的 一 种 非 正统 方法 。 

就 像 经 济 学 一 类 领域 , 永 不 能 忘记 它 的 “数据 "是 一 个 极度 混 
杂 的 口袋 。 因 此 ,数据 的 分 布 是 把 一 个 不 变 的 基础 “ 真 分 布 ” 的 效 
应 与 一 个 高 度 可 变 的 “过 滤器 "的 效应 连接 起 来 。 曼 德 布 罗 特 的 论 
X (Mandelbrot 1963 e) 考 察 了 具有 D <2 的 渐 近 双 曲 分 布 在 这 方面 
是 非常 “ 鲁 棒 " 的 , 意 即 离开 多 种 多 样 的 过 滤器 它们 的 渐 近 性 质 不 
变 。 另 一 方面 ,实际 上 所 有 其 他 的 分 布 都 是 高 度 地 非 鲁 棒 的 。 因 

一 个 真正 的 双 曲 分 布 能 看 作 具 有 相 容 性 :不 同 的 失真 数据 的 集 
合 提出 具有 相同 D 的 同一 个 分 布 。 然 而 把 同样 的 处 理应 用 到 大 
多 数 其 他 的 分 布 上 就 导致 “混沌 的 "不 相 容 结果 。 由 于 对 混沌 的 结 
果 有 不 发 表 或 不 重视 的 倾向 ,因此 期 望 着 对 渐 近 双 曲 分 布 事实 的 
十 分 广泛 的 传播 , 它 告诉 我 们 一 点 关于 在 自然 界 中 实际 的 流行 。 
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字 频 率 的 齐 普 夫 定律 


一 个 字 就 是 一 个 适当 字母 的 简单 序列 , 它 终止 于 称 为 空白 的 
非 字 母 。 以 个 人 的 讲话 作为 样本 ,对 正文 中 的 字 按 减少 的 频率 作 
排序 ,具有 相同 频率 的 字 的 次 序 是 任意 的 。 按 这 种 分 类 ,假定 一 个 
字 的 概率 是 P, 就 记 它 的 秩 为 p, 而 把 o 和 P 之 间 的 关系 记 为 术语 
“可 以 期 望 按照 语言 和 讲话 人 得 到 的 这 种 关系 是 非常 杂乱 无 章 
的 ,但 事实 并 非 如 此 。 由 齐 普 夫 ( 见 第 40 章 ) 于 1949 年 发 表 的 经 
验 定律 提出 o FP 之 间 的 关系 是 “ 普 适 的 ”, 即 无 参数 的 ,其 形式 
为 

Prl1/po 
第 二 个 近似 是 当 我 从 理论 上 推导 无 参数 定律 Pc 1/p 失败 的 过 程 
中 得 到 的 , 即 在 语言 和 主题 之 间 的 一 切 差别 可 简化 为 
P= F(p+ py um. 
因为 六 P = 1, 三 个 参数 D, FF 和 Vy 之 间 的 关系 是 -1 = 3 了 (p+ 
yy-V5, 

这 些 参数 一 起 度量 出 用 了 多 少 主题 词汇 。 

D 是 主要 的 参数 。 这 是 可 以 感觉 到 的 , 当 通 过 使 用 罕见 字 的 
相对 频率 来 度量 主题 词汇 的 使 用 有 多 大 时 ,例如 ,通过 秩 p = 1000 
的 字 的 频率 与 秩 o = 10 的 字 的 频率 相 比 较 。 此 相关 频率 随 D 而 
增加 。 

为 什么 上 面 的 定律 具有 如 此 的 普 适 性 呢 ? 因为 它 完美 地 接近 
双 曲 分 布 ,以 及 我 们 迄今 在 本 书 中 所 学 到 的 一 切 都 用 上 了 ,由 试验 
和 叙述 齐 普 夫 定 律 , 就 会 明显 地 感觉 到 某 些 基本 的 标 度 特性 (在 
1950 年 当 我 第 一 次 处 理 这 个 题目 时 ,这 个 过 程 似乎 并 不 十 分 明 
显 )。 就 像 注释 所 提出 的 ,指数 照例 起 着 维 数 的 作用 ,前 因子 F(E 
想 第 34 章 ) 成 为 第 二 个 重要 的 参数 。 
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词典 编纂 树 


词典 编纂 树 , 它 是 在 目前 的 确 存在 的 、 可 以 作为 标 度 的 “对 
象 ”。 我 们 首先 给 出 定义 ,并 在 其 上 下 文 里 描述 标 度 意味 着 什 和 ° 
然后 证 明 当 词典 编纂 树 是 标 度 时 , 字 频 率 服从 上 面 提 到 的 2-4% 
Gri. SEES e E XE AY A ATE, RTE , D 作为 维 数 
解释 。 

树 ”一 棵 词典 编纂 树 有 N+ 1 个 支 杆 , 从 0 到 N 编号 。 第 一 
支 杆 对 应 于 由 不 合适 字母 “空格 ”本身 组 成 的 “ 字 ”, 而 其 余 的 每 根 
支 杆 对 应 于 N 个 合适 字母 中 的 一 个 ,排除 “空格 "树干 ,而 对 其 余 
的 每 一 树 杆 上 取出 N+ 1 个 叉 头 ,对 应 于 空格 和 N+ 1 合适 的 字 
母 ， 下 一 代 的 空格 又 头 被 排除 ,而 其 余 的 分 支 都 再 取出 N + 1 + 
头 , 如 前 所 述 ,因此 被 排除 的 每 个 空格 叉 头 的 树 尖 就 对 应 于 跟随 在 
罕 格 之 后 的 由 合适 字母 组 成 的 字 。 这 样 的 构造 一 直 继 续 到 无 穷 。 
每 个 被 排除 的 树 尖 标 上 相应 字 的 概率 ,而 在 非 排除 分 支 的 尖端 标 
上 字 ( 即 开始 于 由 该 分 支 所 确定 的 字母 序列 的 那些 字 ) 的 总 概率 。 

标 度 树 一 棵 树 称 为 标 度 ,那么 如 果 从 自身 所 取 的 每 个 分 支 
是 整 树 按 某 种 方法 减 缩 比例 的 重 现 ,截断 此 树 就 是 从 它 上 面 切 去 
-个 分 支 。 因 此 我 们 的 第 一 个 结论 是 一 棵 标 度 树 必 有 需 无 界 地 向 外 
长 出 分 支 。 实 际 上 ,与 未 经 训练 的 直 党 相反 ,不 同 字 的 总 数 并 不 是 
_- 种 度量 词汇 丰富 的 聪明 办 法 (几乎 每 个 人 所 “知道 的 "是 如 此 之 
多 , 比 用 在 词汇 中 的 字 更 多 ,实际 上 是 无 限 的 )。 进 一 步 的 议题 (我 
们 跳 过 它 )。 要 确定 其 形式 ,就 必需 考察 在 第 级 被 排除 分 支 ( 即 
k 生存 的 顶部 长 出 来 的 ) 概 率 Po 

最 简单 情形 下 广义 齐 普 夫 定 律 的 推导 (Mandelbrot 1951, 
1965 z, 1968 p) ”最 简单 的 标 度 树 相应 于 统计 独立 字母 序列 组 成 
的 讲话 ,其 每 个 合适 字母 的 概率 是 r < 1/N, 而 非 合适 字 母 “空格 ” 
的 概率 是 余下 的 (1 - Nr)。 这 种 情形 下 第 K 级 就 有 如 下 人 性质 

P=(1- Nr)r*= Por *, 
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而 o 是 在 下 而 的 两 个 界限 之 间 变 化 : 
I+N+N+t+MN l=(N-1)/(N-1) 
(不 包含 该 边界 本 身 ), 和 
(NFt'-~1)/(N-1) 
(LE AGAR) A 
D - log N/log (17r) «1 fl V2 1/(N- 1), 
再 在 每 个 界限 中 捅 人 
大 = log (P/Po)/log r, 
于 是 得 到 
PPP? -1« p/V<N(P> Py?) - 1, 

通过 对 其 界限 取 平 均 而 对 o 近似 ,就 得 到 了 所 要 的 结果 。 

推广 稍稍 复杂 一 点 的 标 度 树 对 应 于 由 其 他 平稳 随机 过 程 
(例如 马尔 可 夫 链 ) 产 生 的 字母 序列 ,以 及 然后 由 空格 回归 插入 字 ， 
这 些 议题 更 为 复杂 (Mandelbrot 1955 b) ,但 最 终结 果 是 一 样 的 。 

交谈 ”相反 ,从 齐 普 夫 的 数据 能 得 出 用 普通 字母 的 词典 编纂 
树 是 标 度 吗 ? 当然 不 是 :因为 许多 短 序列 永 不 出 现 而 许多 长 序列 
叉 非常 普通 ,因此 实际 的 词典 编纂 树 决 不 是 严格 的 标 度 , 而 这 却 不 
是 特殊 的 感受 , 即 上 面 的 议论 充分 地 阐明 了 推广 的 齐 普 夫 定律 为 
什么 是 正确 的 ,还 要 提起 ,通常 希望 齐 普 夫 定 律 应 该 对 语言 学 的 领 
域 有 贡献 ,但 是 我 的 阐述 表明 ,该 定律 在 语言 学 上 是 非常 肤浅 的 。 

< 广义 齐 普 夫 定 律 在 某 些 严 格 的 词汇 里 也 是 成 立 的 。 例 如 ， 
神秘 训练 有 其 自身 风格 的 圣人 人 类 学 ,对 人 类 中 把 名 字 “ 圣 ”用 作 
姓 的 情况 作 调查 (Maitre 1964), 建 立 了 用 于 这 种 姓 的 齐 普 夫 定 律 。 
还 有 , 泰 尼 埃 (Tesniére 1975) 寻 求 把 它 应 用 到 家 属 的 姓名 ,这 就 要 
问 ,相应 的 树 是 标 度 吗 ? p 

D 是 分 形 维 数 ”在 形式 上 D 类 似 于 维 数 , 这 一 新 的 考察 结果 
并 不 像 我 们 所 担心 的 那样 肤浅 。 的 确 , 如 果 在 前 面 放 一 个 小 数 点 ， 
作为 我 们 所 定义 的 一 个 字 这 没有 影响 ,但 成 了 用 (N + 1) 个 计数 基 
而 且 除 了 末 位 不 包含 0 所 写成 的 .在 0 到 1 之 间 的 一 个 数 。 在 区 
间 [0,1] 上 记 下 这 些 数 , 并 加 上 该 数 集 的 极限 点 。 这 种 构造 实际 上 
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就 相当 于 在 [0,1] 中 去 掉包 括 数字 0 在 内 的 全 部 数字 。 我 们 发 现 ， 
这 余下 的 是 康 托 尘埃 ,其 分 维 精 确 地 是 D. 

说 到 标 度 词典 编纂 树 ( 不 是 指 最 简单 的 情况 ,这 已 在 提供 齐 普 
夫 定律 的 广义 证 明 时 提 到 过 了 ) ,他 们 对 应 于 用 同样 的 方法 来 推广 
维 数 为 D 的 康 托 尘埃 。 在 Mandelbrot 1955 b (P, D 的 方程 是 个 矩 
阵 , 是 通过 Nr? = 1 把 相似 维 定义 推广 。 

进一步 推广 :D >1 的 情形 ”很 奇怪 , D < 1 的 条 件 并 不 是 普 
遍地 实现 的 。 有 个 例子 ,推广 的 齐 普 夫 定律 成 立 但 估算 的 DATI 
足 D > 1, 虽 然 这 是 罕见 的 但 确实 是 存在 的 。 为 了 描述 特殊 值 D = 
1 的 作用 ,假定 定律 P= F(p +VY)-2 仅 适合 于 p = po «o. Hl 
果 D <1, 从 理论 的 论题 提出 无 限 词典 是 不 困难 的 。 但 是 无 穷 级 数 
Yot V) V? “4 Dal MER, Ale P= 1 A F»0 BK p" 
< o :字典 必需 包含 有 限 个 字 。 

的 确 ,结果 证 明 D > 1 只 是 在 下 面 的 情形 遇 到 , 即 由 于 人 为 的 
外 来 因素 (例如 ,在 非 拉 了 丁 语 的 文本 中 插入 了 拉丁 文 ) 使 词汇 非 自 
然 地 受到 限制 。 这 些 特殊 情形 已 在 我 的 论文 (本 主题 词 下 ) 中 讨论 
过 了 。 因 为 局 限于 有 限 个 点 的 结构 永 不 导致 分 形 ,D > 1 不 可 能 解 
释 为 分 维 。 


谈话 的 温度 


把 上 面 的 推导 用 于 第 2 个 ,就 有 非常 不 同 的 解释 (模仿 统计 热 
力学 )。 与 物理 学 的 能 量 和 物理 学 的 箭 相对 应 的 是 编码 和 山 诺 ” 
信息 的 损失 。 而 D 是 谈话 的 “温度 ” ,谈话 “很 热 " 就 是 使 用 罕见 字 
的 概率 较 高 。 

D <1 的 情形 对 应 于 标准 的 情形 ,对 于 其 形式 上 的 等 价 能 量 不 
存在 上 界 。 

男 一 方面 , 当 字 如 此 之 “ 热 ” 使 得 D > 1 的 时 候 ,这 种 情形 包含 


* gus 1 9 Am. 
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着 极 少 见 的 对 能 量 给 出 有 限 上 界 。 

在 借助 于 语言 统计 学 简短 地 描述 了 这 尖锐 的 两 种 情况 之 后 ， 
物理 学 上 独立 地 承认 了 。 物 理学 温度 的 倒数 1⁄0 是 最 小 的 一 一 当 
温度 最 高 时 它 趋 于 0, 而 拉 姆 齐 认 为 如 果 物 体 仍然 是 比较 热 的 ， 
1Z6 必 需 成 为 负 的 。 见 论文 (Mandelbrot 1970 p) 中 与 此 对 应 的 讨 
论 。 

热力 学 从 微 正则 的 等 概率 性 推断 出 对 象 的 大 量 性 质 。 因 为 对 
分 子 从 个 性 上 讲 还 不 了 解 ,关于 它们 可 能 状态 的 假设 引出 少许 的 
激情 ,但 是 我 们 对 于 字 却 有 个 别 的 知识 ,所 以 在 语言 的 研究 里 ,等 
概率 的 假设 并 非 肤浅 的 。 

< 上 述 的 类 似 性 实际 上 对 热力 学 某 些 更 一 般 的 方法 是 很 自然 
的 。 前 面 过 多 摘录 术语 的 危险 性 对 本 书 来 说 是 很 表面 的 ,这 些 公 
AC EI X (Mandelbrot 1962 1,1964 PH. P 


关于 工资 的 帕 雷 托 定律 


另 一 个 有 标 度 的 抽象 树 可 在 分 级 别 的 人 类 群体 组 织 图 中 找 
到 。 我 们 来 处 理 最 简单 的 有 标 度 的 级 别 , 设 (a) 它 的 成 员 按 下 法 分 
布 在 各 级 中 (除了 最 低级 ), 即 每 个 成 员 拥 有 的 相同 的 下 级 数目 
N,(b) 他 所 有 的 下 级 都 有 相同 的 “ 权 ”U, 它 是 直接 上 级 之 权 的 
r<1 倍 。 而 最 简单 的 就 是 研究 属于 工资 的 权 。 

当 对 各 种 级 别 从 收入 不 相等 的 观点 作 比 较 时 ,就 可 对 他 们 的 
成 员 按照 递减 收入 的 次 序 ( 在 一 个 级 别 里 的 次 序 可 任意 ) 作 分 类 ， 
对 每 个 人 以 它 的 秩 o 为 标记 ,而 把 收入 减少 的 比率 算 作 秩 的 函 
数 ,或 者 反 过 来 也 一 样 。 当 秩 增加 时 , 按 收入 减少 得 越 迅 速 ,其 不 
相等 性 就 越 大 。 

用 于 齐 普 夫 定 律 的 公式 无 需 改变 就 可 应 用 :一 个 人 收入 为 
U, EWR o 近似 地 为 

p=-V+U Pp», 
这 是 由 莱 达 尔 ( 见 Lydall 1959) 推 导 的 。 
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不 相等 的 程度 大 多 数 决定 于 
D =log N /log (1/r) 
它 似乎 没有 任何 分 形 注 释 要 写 下 来 。 形 式 的 万 越 大 ,r 的 值 越 大 
而 不 相等 的 程度 就 越 低 。 

用 下 面 的 方法 把 模型 推广 是 可 能 的 , 即 假定 给 定 上 级 内 U 的 
值 在 各 人 之 间 变 化 ,使 U 等 于 +r“ 与 一 个 随机 因子 的 乘积 (该 因子 
对 每 个 人 都 同样 的 )。 这 种 推广 修改 了 参数 V 和 Po, 因 此 也 包括 
D ,但 它 保留 了 基本 关系 不 改变 。 

注意 到 根据 经 验 ,D 通常 接近 于 2。 在 D 刚好 为 2 的 情形 里 ， 
把 收入 的 倒数 画 在 一 根 轴 上 ( 尖 关 朝 下 )。 我 们 就 得 到 一 个 精确 的 
锥 体 ( 底 等 于 高 的 平方 )。 在 这 种 情形 里 ,上 级 的 收入 是 他 所 有 下 
级 全 部 的 收入 和 分 别 取 每 个 下 级 的 收入 之 几何 平均 。 

短评 当 D=2 时 ,最 小 的 1Xr 出 现 于 N=2 而 且 就 等 于 1/r 
=Y2。 此 值 似乎 脱离 实际 地 高 ,这 就 提醒 我 们 , 莱 达 尔 的 模型 仅 对 
D >2 的 级 别 成 立 。 如 果真 是 这 样 ,那么 在 总 人 口 里 所 有 D 大 约 
是 2 这 一 事实 就 意味 着 ,在 所 有 级 别 范围 内 收入 差 与 各 级 别 之 间 
差 相 比较 ,而 在 群体 之 内 的 (收入 ) 差 别 不 包含 级 别 树 。 


其 他 收入 的 分 布 


对 收入 分 布 更 广泛 的 研究 见 曼 德 布 罗 特 的 论文 ( Mandelbrot 
1960 i,1961 e,1962 q) ,是 受到 第 37 RHR L IER S P m 
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$393 ”数学 的 后 援 和 补充 


中 


本 章 把 分 散在 各 处 的 复杂 数学 公式 .数学 定义 以 及 参考 文献 
汇集 在 一 起 ,还 把 几 个 数学 和 其 他 的 补充 也 一 起 归 和 人 本 章 。 


条 H 表 


” 仿 射 性 和 自 相似 性 ( 自 一 ) 

”布朗 分 形 集 

， 维 数 和 用 球 覆 盖 一 个 集 ( 或 者 它 的 补 集 ) 
， 维 数 (傅立叶 ) 和 直觉 法 

”分 形 ( 论 分 形 的 定义 ) 

” 豪 斯 多 夫 维 和 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 
` 指针 / 余 指 针 函 数 

， 莱 维稳 定 ”随机 变量 和 随机 函数 

” 列 弗 希 茨 一 赫 尔 德 直觉 法 

中间 的 和 跳跃 的 多 边 形 

“音乐 : 标 度 的 两 个 性 质 

` 无 腔 院 分 形 

， 皮 亚 诺 曲线 

“位 势 和 容量 , 弗 罗 斯 特 曼 维 
"截断 下 的 标 度 

”相似 维 : 它 的 陷阱 

" 平稳 性 (平稳 度 ) 

， 用 R/S 作 统 计 分 析 

”外 尔 斯 特 拉 斯 函数 及 其 族 ”紫外 线 和 红外 线 突变 
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仿 射 性 和 自 相似 性 ( 自 -) 


在 正文 中 ,术语 自 相似 和 自 仿 射 (一 个 新 义 词 ) 应 用 于 有 界 集 
或 无 界 集 (我 希望 ,没有 引进 二 义 性 ), 关 于 满 流 的 许多 讨论 中 ,以 
及 在 我 的 早期 论文 中 也 用 到 自 相 似 ,其 "一 般 的 "意义 是 归 人 自 仿 
射 的 ,但 本 书 中 其 一 般 的 意义 由 标 度 完成 。 


1. 自 相 似 性 


在 欧 氏 空间 :6 由 一 个 实 的 比例 数 r 确定 的 变换 称 为 相似 性 

的 ， 它 把 点 = (xi, Xs， …, XE) 变换 到 点 r(x) = Cmn mo, 
…,mg), 因 此 把 点 集 s 变换 到 点 集 r( 了 5)( 见 文献 Hutchinson, 
1981)。 

BRR 一 个 有 界 集 了 关于 比例 r 和 整数 N 是 自 相 似 的 ， 当 
人 S 是 NN 个 非 重 合子 集 之 并 ,而 每 个 子 集 与 r(3) 同 余 。 同 余 的 意 
思 是 除了 位 移 以 及 (或 者 ) 旋 转 以 外 是 恒 等 的 。 

-PARE 了 关于 一 组 比例 t... ,rr 是 自 相似 的 ， 当 s 
EEN 个 非 重 亚 的 子 集 ( 它 们 分 别 与 (5) FIR) 23. 

一 个 有 界 的 随机 集 + 关于 比例 r ARN 是 统计 上 自 相似 
W, s ÆN 个 非 重 谷 的 子 集 (每 个 子 集 都 具有 r(5,) 的 形式 ,其 
HN SEs, 在 分 布 上 与 3 同 余 ) 之 并 。 

无 界 集 一 个 无 界 集 3 了 关于 比例 r 是 自 相似 的 , 当 集 r(5)5 
SHR. 

2. 自 仿 射 

在 E 维 欧 氏 空间 ,一 个 正 的 实 比例 集合 a(n. rs 
rp) 确定 一 个 仿 射 变换 , 它 把 每 个 点 x = (xi, 28,7 XE) 变 换 到 
点 

r(x) = ray," mast xg) mn ria Yara AETR)» 
因此 把 集 s ERB (5). 
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BRR 一 个 有 界 集 了 关于 比例 矢量 + 和 整数 N 是 自 仿 射 
的 , 当 了 是 NN 个 非 重 倒 的 子 集 (每 个 子 集 都 是 与 r( 了 ) 同 余 的 ) 
之 并 。 

ERE -MERR 了 关于 比例 矢量 r 是 自 仿 射 的 , 当 集 
r(3) 与 s 是 同 余 的 。 

上 述 的 定义 常常 在 下 列 条 件 下 应 用 : CERAM Net 
量 时 间 上 BE — 1 维 欧 氏 矢量 ) 的 图 形 ;(b) rae = ye reaS 
ri(c) re ro HET ERE m ani Kan 
X(1) 关 于 指数 a 和 时 刻 to 是 自 仿 射 的 ,如 果 存在 一 个 指数 log rg/ 
logr=a > 0, 使 得 对 每 一 个 h > 0, 函数 h-*X[h(t - PEE À 

兰 佩带 半 稳 定性 ”在 文献 Lamperti 1962, 1972 中 ,把 随机 无 界 
自 仿 射 集 称 为 半 稳定 的 。 

异 达 生长 ”第 17 章 考察 过 , 当 植物 树 的 高 度 按 + 变化 时 , 它 
的 主干 的 直径 按 "变化 。 事 实 上 ,这 些 表示 点 (其 坐标 为 树 的 各 
种 线性 度量 ) 相 互 间 有 仿 射 变换 的 关系 。 生 物 学 家 把 这 种 图 称 为 
异 速生 长 的 。 


布朗 分 形 集 


由 于 不 同 的 布朗 集 激 增 ,而 专门 名 词 必定 要 引经据典 ,有 时 就 
很 难 定 下 来 。 


1. 布朗 线 一 线 函 数 
此 术语 标记 经 典 的 普通 布朗 运动 ,也 称 为 维 纳 函 数 , 巴 切 里 埃 


函数 ,或 者 巴 切 里 埃 一 维 纳 一 莱 维 函数 。 下 列 麻烦 的 定义 允许 各 
种 推广 而 容易 分 类 。 

假定 (a) 时 间 变 量 : 是 实数 ,(b) 空间 变量 x 是 实数 , (e) £ 
Ë H EH =1/2,(d) 概率 Pr(X<x%) 是 由 误差 函数 erf(x) 给 出 
的 ,而 此 误差 函数 是 由 约 化 高 斯 随机 变量 ( 带 有 (x)=0 和 (x?) = 
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17) 的 分 布 。 

定义 ” 线 一 线 布朗 函数 B(1) 是 这 样 的 随机 函数 , 即 对 一 切 : 
Al At, 

Pr([B(1+At) - BGO]/IALUP <x) zer f(x). 

高 斯 白 咯 声 的 表示 “函数 B(1) 是 连续 而 不 可 微 的 ,这 就 意味 
着 B'(1) 在 普通 意义 下 是 不 存在 的 ,而 要 作为 广义 函数 ( 施 瓦 获 分 
Ai) ,就 称 B'(1) 为 高 斯 白 噪声 ,因此 就 能 把 BO) SAE B (t) h 

自 仿 射 ”把 概率 分 布 的 概念 从 随机 变量 推广 到 随机 函数 , 令 
B(0) =0, 改 变 尺度 的 函数 OB RAS 1 无关 的 概率 分 布 。 
此 标 度 性 质 是 自 仿 射 的 一 个 例子 。 

谱 借助 于 谱 分 析 或 者 调和 分 析 , B(:) 的 谱 密度 正比 于 
[8g E 广 *。 然 而 , 谱 密度 /的 意义 需要 专门 讨论 ,因为 
函数 B(1) 是 非 平稳 的 ,而 通常 的 维 纳 一 Khinchin 协 变 理论 和 谱 只 
与 平稳 函数 有 关 。 因 此 把 此 讨论 延迟 到 条 目 外 尔 斯 特 拉 斯 之 后 。 

不 可 微分 性 ”函数 B(1) 连 续 而 不 可 微 。 再 次 ,最 好 把 此 标题 
放 在 条 目 外 尔 斯 特 拉 斯 之 后 再 分 析 。 

参考 文献 文献 Levy 1937 ~ 1954 和 1948 ~ 1965 中 在 高 雅 的 
气质 和 非凡 的 风度 方面 具有 值得 骄傲 的 声望 ( 见 第 和 0 章 ), 然 而 在 
直观 性 和 简单 性 方面 并 不 相称 。 

把 最 新 文献 按照 数学 家 .科学 家 和 工程 师 们 各 种 群体 的 需要 
再 精心 编辑 而 井井有条 地 列 出 来 实在 太 多 了 ,但 是 从 最 新 文献 
Knight 1981 看 来 很 有 前 途 。( 很 遗憾 , 它 没 有 包括 “有 关 豪 斯 多 夫 
维 或 样本 路 径 测度 的 结果 ,然而 却 很 优美 ,因为 似乎 不 需要 知道 任 
何 应 用 [ ! ] 而 且 …… 似 乎 有 关 应 用 性 内 容 的 一 般 性 知识 在 实际 上 
也 是 不 必要 的 。 另 一 方面 ,…… 这 些 专题 作为 样本 路 径 的 处 处 不 
可 微 性 …… 似 乎 评述 了 关于 路 径 极 端 不 规则 性 的 定义 ”。) 


2. 广义 布朗 函数 


前 节 的 每 一 个 假定 都 有 一 个 自然 的 推广 ,而 且 由 推广 一 个 或 
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更 多 假定 得 到 的 每 … 个 过 程 都 与 原始 的 B(1) 有 极 大 的 不 同和 极 
大 的 应 用 。 

(a) 实 的 (标量 的 ) 时 间 1 可 以 由 欧 氏 空间 “(E>1, 即 圆 或 
球 ) 中 的 -- 点 代替 。 

(b) 实 的 (标量 的 )X 可 以 由 欧 氏 空间 CE > 1) 中 圆 上 或 球 
上 的 一 点 P (CR, 

(c) 参数 H 可 以 取 1⁄2 以 外 的 值 ,具有 高 斯 分 布 的 er f, RIE 
H 是 范围 0< 有 <1 中 的 任意 值 。 

(d) 高 斯 分 布 的 erf 可 以 由 条 目 莱 维 稳定 里 讨论 的 非 高 斯 分 
布 所 代替 。 

此 外 ,B(1) 能 推广 到 关于 它 的 白 噪声 表示 ,此 方法 产生 实质 
上 不 同 的 结果 。 


3. 非 趋势 部 分 


布朗 线 一 线 函 数 B(1) 在 上 =0 和 上 =2r 之 间 的 变 分 可 分 解 为 
两 部 分 :(a) 由 B* (+) = B(O) + (1/270 [ B(2x) - B(0)] 定 义 的 趋 
势 部 分 ,(b) 其 余 的 振荡 部 分 Be(:)。 在 布朗 函数 B(i) 的 情形 ， 
这 些 项 正巧 是 统计 独立 的 。 

趋势 趋势 部 分 B* (4) 的 图 形 是 带 有 随机 高 斯 斜率 的 直线 。 

布朗 桥 “ 非 趋势 的 "振动 项 Bp(i) 在 分 布 上 等 同 于 布朗 桥 ， 
它 定 义 为 满足 B(2r) = B(0) 的 布朗 线 一 线 函 数 。 

AAR HRD Re ” 面 对 不 知 起 始点 的 样本 ,在 经 济 学 .气象 
学 等 部 门 工 作 的 许多 应 用 统计 学 家 赶紧 把 它 分 解 为 一 个 趋势 部 分 
和 一 个 振动 项 (以 及 加 上 周期 项 )。 隐 含 地 假定 这 些 加 数 属于 不 同 
的 生成 机 理 而 且 统 计 独立 。 

上 面 的 这 个 隐 含 假定 相当 没有 根据 ,除非 该 样本 是 由 BCH) 
产生 的 。 

4. 布朗 圆 一 线 函 数 
打转 的 布朗 桥 c 取 上 的 周期 函数 ,使 其 在 时 间 间 隔 0 < ; < 2 
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oo Bg (1), FELO, 2x] E BÉ EL (J 5] Hb ) E HR 

, PRÉC Bp(t + At) 是 统计 平稳 的 ( 见 条 目 平 稳 的 …… ) 并 且 能 
A 一 布朗 一 维 纳 级 数 ， 其 系数 是 独立 的 高 斯 随 

机 变量 (具有 随机 相位 而 模 数 正比 于 ns 换 句 话说 ,此 离散 谱 

正比 于 n-?, 也 就 是 /-?, 而 在 频率 /上 累积 的 谱 能 量 是 ~ f 

实际 结论 。B(1) 的 模拟 必定 要 在 - -个 有 限时 间 间隔 上 实现 。 
如 果 此 间隔 看 作 [0,2r] ,模拟 就 能 利用 离散 的 有 限 傅立叶 方法 。 
用 快速 傅立叶 变换 计算 布朗 桥 ,再 加 上 所 需 的 随机 趋势 部 分 。 

参考 文献 ”文献 Paley & Wiener 1934 由 于 其 深奥 的 代数 而 获 
美 名 ,然而 其 第 区 和 义 章 中 深奥 的 评注 段落 仍然 值得 一 读 ;论文 
Kahane 1968 仅 推 荐 给 数学 家 ,在 其 简单 的 原始 上 下 文中 从 不 说 明 
结果 如 何 。 


HB A 函数 Bo(t) = 5 [Bp (u) - Bg(t + x)] ff 


Be) = [ By(t) + Bg Ct + z)] y| E BF PA By Co) B8 ór BJ AB 
的 分 量 。 其 奇 分量 的 优点 是 可 直接 借助 于 高 斯 白 噪声 及 (2) 沿 贺 
积分 而 获得 : 


Bis [ B' (4 - s)ds - | Bg aan 


ARM BHM B(1) 出 发 , 委 弃 它 的 整数 部 分 而 将 余下 
的 分 数 乘 以 2x。 这 样 就 在 单位 贺 上 确定 了 一 个 点 。 这 里 要 提出 
警告 ,不 要 把 此 布朗 线 一 圆 函数 与 前 述 的 两 个 函数 中 的 任 一 个 (是 
非常 不 同 的 ) 相 混淆。 


5. 分 数 的 布朗 线 一 线 函 数 


为 了 定义 此 函数 By(1), 从 普通 布朗 线 一 线 函 数 出 发 ,把 指数 
M H=1⁄2 改 为 满足 0< H <1 的 任意 实数 ,其 中 太 关 1/2 的 情形 
是 完全 分 数 的 。 
-U Bu(1) 都 是 连续 而 不 可 微 的 。 我 能 确定 最 早 涉及 的 是 论 
X Kolmogorov 1940。 其 他 分 散 的 参考 文献 和 各 种 性 质 已 列 在 论文 
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Mandelbrot & Van Ness 1968 中 ， 也 可 参见 论文 Lawrance & Kottegoda 
1977。 

AK Foie ”显然 ,《[ By(t + At) 7 By(t) }*) = 14At, By(t) 
的 谱 密度 正比 于 f? 7! , 其 指数 不 是 整数 ,这 正 是 我 提出 的 把 
Bn(4) 称 作 分 数 的 的 原因 之 一 。 

离散 的 分 数 高 斯 噪声 它 定义 为 By(1) 在 连续 单位 时 间 间 隔 
上 的 增 量 序列 。 它 的 相关 是 

2 "hae il? 2 IIEFT + ld 1177), 

长 期 相关 。 持 久 性 和 反 持 久 性 S Bn(0) =0, 并 且 定 义 过 去 

的 增 量 为 - ByC- i), 而 未 来 增 量 为 But), RA: 
(- By( - t) By(t)) 22^ (E By(t) = By( m 015 -X([ B4 COT! 
=27'(2¢)24 _ 28 
PRUACBy(t)?) =” ,我 们 就 得 到 相关 ,我们 发 现 它 与 区 (等 于 224-1 
~- 1) 无 关 , 在 H = 1⁄2 的 经 典 情形 里 ,相关 消失 ,这 正 是 所 期 望 的 。 
对 于 万 > 1/2, 相 关 是 正 的 ,表示 持久 性 ,而 当 H = 1 时 相关 为 1; 对 
T H«V2, REMH, 它 表示 反 持久 性 ， 而 当 H =0 时 ,相关 是 
- 1⁄2, 

以 下 事实 是 Br(t) 自 仿 射 性 的 明显 推论 ,就 是 即使 当 相 关 不 
为 0 时 , 它 也 应 该 与 上 独立 。 然 而 ,大 多 数学 随机 论 的 学 生 们 开始 
时 感到 吃惊 和 不 安 , 即 过 去 和 未 来 的 相关 可 以 与 1 独立 而 不 下 降 
为 0。 

涉及 模拟 的 实际 结论 为 了 对 在 :=0 和 := 了 7 之 间 的 一 切 整 
数 时 间 产 生 一 个 随机 函数 ,在 习惯 上 选择 一 种 算法 , 它 事 先 不 考虑 
7 ,然后 让 它 连续 运行 一 段 时 间 7。 用 于 产生 分 数 布朗 函数 的 这 
种 算法 是 十 分 不 同 的 :它们 必然 依赖 于 T. 

对 于 By (i) 离 散 增 量 的 快速 发 生 器 ,已 在 论文 Mandelbrot 
1971 f 中 描述 (该 论文 由 于 有 十 分 令 人 不 安 的 印刷 错误 而 受到 损 
害 :在 第 545 页 的 第 一 个 分 数 ,分 子 要 减 去 1 而 整个 分 数 要 加 上 
1)。 

TE ”对 此 图 有 D =2 -有 。 对 零 集 和 其 他 的 水 平 集合 有 D 
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=1- H, WHR Abler 1981. 
6. 分 数 的 布朗 圆 或 环 一 线 函 数 


分 数 布朗 圆 一 线 函 数 比 子 条 目 4 的 函数 远 要 减少 内 豪 性 。 最 
简单 的 是 分 数 傅立叶 一 布朗 一 维 纳 级 数 , 它 定义 为 具有 独立 的 高 
斯 系数 ,全 部 随机 相位 以 及 系数 的 模 正 比 于 n7 P712, DR 
环 一 线 函 数 是 具有 同样 性 质 的 双重 傅立叶 级 数 之 和 。 

警告 ”一 种 表面 上 的 类 似 性 提出 分 数 布朗 圆 一 线 函 数 可 由 下 
列 方法 得 到 ( 它 也 可 应 用 于 非 分 数 的 情形 ) :构造 分 数 布朗 线 一 线 
函数 的 趋势 部 分 Br CO ,然后 非 趋势 部 分 By(i) 以 及 重复 构造 周 
期 函数 。 

很 遗憾 ,用 这 种 方法 得 到 的 周期 函数 与 以 |a P 7177 # BJ 
傅立叶 级 数 是 不 同 的 随机 函数 。 特别 ,傅立叶 级 数 是 平稳 的 ,而 重 
复 的 非 趋势 部 分 By(t) BAB. 例如 ,在 (= O 两 边 的 一 个 小 区 
间 ,重复 的 非 趋势 桥 加 入 到 Bp(14) 的 两 个 非 相 邻 子 片 一 一 起 了 。 包 
含 在 桥 定 义 中 的 限制 对 于 使 组 合 的 片 连 起 来 是 充分 的 ,但 对 于 平 
稳 却 不 充分 。 例 如 ,对 于 在 上 =r 两边 的 相 邻 子 片 所 组 成 的 小 片 在 
分 布 上 是 不 等 同 的 。 

关于 模拟 的 注解 ”用 有 限 的 离散 健 立 叶 方 法 来 计算 分 数 布朗 
线 一 线 函 数 , 在 理论 上 是 可 能 的 而 且 在 实际 上 也 是 可 行 的 ,但 处 理 
起 来 却 非常 困难 。 最 直接 的 方法 是 :(a) 计算 合适 的 圆 一 线 函 数 ; 
(b) 除了 相应 于 周期 为 2x 的 有 限 个 小 区 间 外 ,全 部 丢弃 。 不 妨 记 
TEO<t<t*3(c) 加 上 一 个 分 开 算 得 的 非常 低 的 频率 分 量 , 当 H 
—1 AT, t” DR FO. 

2k ”对 于 整个 图 形 有 D-2- (WM Orey 1970) , 当 水 平 
集 非 空 时 ,D = 1 - H, WAR BL XER Marcus 1976 (文献 Kahane 
1968,p.146, 增 强 定理 5)。 

通过 ,万 =1 的 临界 转移 带 有 与 na-2-4 成 正比 的 独立 高 斯 系 
数 的 分 数 传 立 叶 一 布朗 一 维 纳 级 数 收敛 于 一 个 连续 的 和 式 , 对 一 
WH»0H Ur. 4H MPA H =1 时 ,该 和 式 变 得 可 微 了 ,相反 ， 
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分 数 的 布朗 过 程 只 定义 H £ H = 1,fE H 的 允许 值 范围 内 的 
差别 证 实 了 这 两 个 过 程 是 相当 不 同 的 。 它 也 说 明了 物理 学 中 的 临 
界 转移 现象 可 以 模型 化 为 线 一 线 布朗 函数 ,而 不 能 是 圆 一 线 函数 。 


7. 分 数 的 布朗 线 (或 圆 ) 一 空间 轨迹 


# H <1 B8[8]— 25 [8] EDU F , PLE EBC min (E,1/H) , X 
是 文献 Kahane 1968, 38 143 页 ,定理 1 的 一 部 分 。 


8. 不 同形 式 的 分 数 次 微 积 分 
把 布朗 线 一 线 函 数 B(1) 转 化 为 By(i) 的 最 简单 写法 是 : 
By(t)=(PCH + vj (t - s)" -'2dB(s)o 


这 个 积分 是 发 散 的 ,但 类 似 于 Bult) - Br(0) 的 增 量 是 收敛 
W RERU - s) -人 2 的 移动 平均 。 这 是 一 个 经 典 的 .虽然 还 不 


直觉 法 ”积分 和 (或 ) 微 分 的 阶 不 必 是 整数 的 思想 在 谱 的 概念 
中 极 易 理 解 。 实 际 上 ,一 个 周期 函数 的 普通 积分 等 价 于 将 该 函数 
的 傅立叶 系数 乘 以 1/n 所 得 到 的 结果 ,而 非 周 期 函数 的 普通 积分 
等 价 于 将 该 函数 的 傅立叶 变换 (已 有 定义 时 ) 乘 以 1/f 所 得 到 的 结 
果 , 所 以 将 函数 的 仁 立 叶 变 换 乘 以 分 数 次 短 (1/1)”+'% 的 运算 可 
以 合理 地 称 为 分 数 次 微 积分 。 因 此 噪声 的 谱 为 广 ", Br(1) 的 谱 为 
(1ZAA)2A+ LA) = 广 20-1!( 如 前 所 述 )。 
参考 文献 ” 黎 曼 一 刘 维 尔 变 换 还 有 一 些 零星 的 应 用 。 
(Zygmund 1959, I, p. 133, Oldham & Spanier 1974, Ross 1975, 
Lavoie, Osler & Tremblay, 1976) 一 些 鲜 为 人 知 的 对 概率 论 的 应 用 
( 回 到 文献 Kolmogorov, 1940) 见 文献 Mamolelbrot 和 Van Ness, 
1968。 
光滑 性 效应 ” 当 黎 曼 一 刘 维 尔 变 换 的 阶 数 H - 1⁄2 是 正 的 ， 
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该 变换 就 是 一 个 分 数 型 积分 ,因为 它 增加 了 一 个 函数 的 光滑 性 。 
光滑 性 等 于 局 部 持久 性 ,但 是 光滑 性 是 由 扩大 到 函数 的 全 局 性 质 


KEERN. MH- <0 时 , 黎 曼 一 刘 维尔 变换 是 分 数 型 微 


分 ,因为 它 增强 了 依赖 于 局 部 性 态 的 不 规则 性 。 
应 用 于 布衣 函数 ”对 于 一 个 分 数 的 布朗 贺 一 线 函 数 ,H 没有 


EX. 对 于 阶 H> SHS 8 R Ay DI 用 于 布朗 圆 一 线 函 数 产生 


一 个 可 微 函 数 。 相 反 ， — 一 线 函 数 中 , 末 - 1/2 至 多 为 1/2, 而 
Bn(i) 是 不 可 微 的 。 

对 布朗 圆 一 线 和 线 一 线 函 数 ,局 部 的 不 规则 性 禁止 超过 H = 0 
的 微分 ,因此 超出 了 ( - 1/2) BT 

分 数 微 一 积分 的 双向 扩展 ”经 典 的 黎 曼 一 刘 维 尔 定义 对 于 i 
是 严格 反对 称 的 事实 , 当 上 作为 时 间 参 数 是 易 被 接受 的 ,但 是 当 坐 
标 t 向 两 个 方向 都 可 “运行 "时 就 需要 有 个 对 称 的 定义 。 我 建议 : 


By(t) =(C(H + 12)" | (t ~- 5)" ?dB(s) 


- 'u- sit anG)]. 


9. 布朗 空间 一 线 函 数 


文献 Lévy 1948, 1957, 1959, 1963, 1965 引进 了 从 空间 2 到 
实 线 的 布朗 函数 ,这 里 只 可 以 是 具有 通常 距离 1PPo1 的 5 也 可 以 
是 在 RE*! 空 间 具 有 沿 短程 线 定义 距离 的 球面 ,或 是 希 尔 伯 特 空 
间 , 对 于 其 中 任 一 个 布朗 函数 B(P) - B(Po) 是 一 高 斯 随机 变量 ， 
其 中 值 为 0 而 方差 为 G(1PPo1), 且 G(x) =x。 这 方面 的 文献 包 
ff Mckean 1963 和 Cartier 1971。 

当 02 是 球 时 的 高 斯 白 骂 声 表示 。B(P) 的 结构 如 第 28 章 所 
描述 :在 球面 覆盖 一 个 高 斯 白 噪 声 区 ,认为 B(P) 就 是 在 以 P 为 北 
极 的 半球 的 噪声 区 上 的 积分 。 实 际 上 ,我 更 喜欢 这 样 的 变量 , 即 在 


该 半球 上 积分 的 1/2 碱 去 在 另 半球 上 积分 的 户 。 这 就 推广 了 上 面 
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第 4 个 子 条 目 中 的 第 二 种 方法 。 

3 Q 是 2 时 ,高 斯 白 噪声 表示 (Chentsov 1957) REF AK 
这 种 情况 包含 更 加 复杂 的 算法 ,而 当 Q 是 :2:B(0,0) =0 时 最 容 
易 想象 。 作 一 个 半径 为 1 的 辅助 柱 面 ,坐标 为 u 和 9, 然后 在 上 面 
覆盖 ~… 层 白 噪声 区 。 正 如 文献 Mandelbrot 1975 b 所 修正 过 的 , 算 
法 开始 先 计 算 在 矩形 区 域 9 至 dg 和 0 Bu 上 白 品 声 的 积分 ,得 到 
-个 线 一 线 布朗 函数 , 当 它 u = 0 时 值 为 0, 把 它 记 为 B(u,90， 
d0)。 对 于 平面 上 每 一 点 (x,y), 这 个 线 一 线 布朗 分 量 B(x cos + 
ysin0 ,0,d9) 是 统计 独立 的 ,并 且 对 0 的 积分 为 B(x、y)。 


10. 分 数 的 布朗 空间 一 线 函 数 


文献 Gangoli 1967 的 某 些 部 分 在 文献 Yaglom 1957 中 ,已 预先 
考虑 过 了 把 B(P) 推 广 到 上 述 子 条 目 中 C(x) = *24 的 情形 ,但 他 
未 包括 一 种 构造 最 终 函 数 的 简明 算法 ,为 了 做 到 这 一 点 ,文献 
Mandelbrot 1975 b 通过 用 一 个 双向 定义 的 布朗 分 数 线 一 线 函 数 来 
代替 每 个 B(uw,9,d9) ,推广 了 琴 佐 夫 的 构造 有 关 D 的 论述 , 见 文 
献 Yoder 1974，1975。 

关于 通过 FFT 模拟 , 见 文献 Voss 1982。 


11. 分 数 高 斯 噪声 的 非 线 性 变换 


给 定 一 个 G(x)( 它 不 同 于 C(x) =x), Ett G| By (1) - 
By(t - HR, 并 对 非 整 数 的 T 进行 线性 插值 。 把 此 结果 记 作 
Bo(T) - Bc(0), 则 它 是 渐 近 标 度 , 如 果 存 在 一 个 函数 4(7), 使 
Jin ACT) | Bc CAT) - Bc CO) DET EXE. he (0, 1) 是 不 退化 的 。 
Marray Bosenblatt 研 究 了 G(x) = x? - 1 的 情况 ,文献 Taqqn 1975 X 
明 问 题 的 关键 是 C 的 埃 尔 米 特 秩 (定义 为 在 G? 展开 成 埃 尔 米 特 
级 数 的 最 低 次 项 )。 有 关 这 方面 更 新 的 结果 可 见 文献 Taqqn 1979 
和 Dobrushin 1979。 
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维 数 和 用 球 覆 盖 一 个 集 (或 者 它 的 补 集 ) 


我 提出 的 分 维 或 种 种 变形 都 非 拓扑 学 的 ,而 是 度量 概念 ,它们 
包括 一 个 度量 空间 2( 即 空间 中 的 任意 两 点 之 间 都 定义 有 适当 的 
距离 )。 一 个 以 o 为 球 心 .半径 为 o 的 闭 (或 开 ) 的 球 [ 它 是 所 有 到 
w 的 距离 <p( 或 <p) 的 点 的 集合 ], 球 是 实心 的 ,而 球面 是 指 球 的 
表面 )。 

给 定 2 中 的 有 界 集 3, 那 么 有 许多 种 用 一 组 半径 为 o 的 球 进 
行 覆 盖 的 方法 ,正如 在 本 条 目 所 考察 的 例子 那样 ,这 些 方法 实质 上 
涉及 到 维 数 的 概念 ,在 讨论 的 基本 情况 中 ,这 些 定义 产生 相同 的 
值 ,而 在 另外 一 些 情形 中 则 有 不 同 的 值 。 


1. 康 托 和 闵可夫 斯 基 


最 原始 的 覆盖 方法 是 由 康 托 提出 的 , 它 以 集合 EB A 
为 心 作 球 ,把 这 些 球 的 并 作为 s 的 光滑 化 模型 , 称 为 5(p)。 
再 假定 N 是 E 维 欧 氏 空 间 , 这 样 ,体积 (VOL) 就 被 定义 为 : 
VOL( 半 径 为 o HER) = ¥(d) 0’, 
并 且 y(d)e[r(a/2)]*/r( + 472), 
当 < 是 一 个 体积 远大 于 pi 的 立方 体 时 ， 
VOL[s(p)]~VOL[s]。 
当 < 是 一 个 面积 远大 于 p? 的 正方 形 时 ， 
VOL 5(0) ] 9p *-5 的 面积 。 
4 š 为 一 个 长 度 远大 于 po 的 区 间 时 ， 
VOL[ 5(0) ] « o? --s 的 长 度 。 
更 确切 地 说 ,如 果 用 “容量 ”一 词 代表 体积 ,面积 ,长 度 或 其 他 
任 一 个 适当 的 概念 ,d 是 标准 维 ,再 设 AHA 
V - VOL[5(o) ]/Y CE - d)ot, 
那么 立方 体 ,正方 形 , 线 段 都 可 以 满足 : 
“容量 "[s] = lim V o 
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也 许可 以 看 出 ,这 个 公式 并 不 是 两 个 等 同 的 乏味 概念 之 间 过 
分 的 分 析 。 根 据 施 瓦 蒋 在 1882 年 提出 的 例子 表明 ,如 果 把 一 个 贺 
柱 划分 成 三 角形 ,并 且 把 三 角形 越 分 越 小 , 则 三 角形 的 面积 之 和 不 
一 定 收敛 为 圆柱 的 面积 。 为 了 避免 这 一 矛盾 ,文献 Minkowski 1901 
通过 上 述 用 小 球 覆 盖 s 的 方法 设法 把 长 度 和 面积 约 化 到 完整 而 
简单 的 体积 概念 。 

但 是 ,从 一 开始 就 遇 到 了 小 小 的 麻烦 : 当 00 BE V 的 表达 式 
可 能 没有 极限 。 

出 于 这 个 原因 ,极限 的 概念 就 由 一 对 概念 lim sup( 上 极限 ) 和 
lim inf( 下 极限 ) 代 替 , 对 于 在 开 区 间 上 极限 ,下 极限 中 的 任何 实数 
A ,总 对 应 于 至 少 一 序列 0,0, 1879 

lim VOLI SC om) J/ CE - D “| eA. 

不 过 , 当 4< 下 极限 ,或 4> 上 极限 时 ,序列 不 存在 ,下 面 的 定义 已 
被 承认 ,文献 Minkowskt 1901 f 

lim sup VOL[ S(p) ]/YCE - d) p^ * 
和 

lim inf VOLI S(p) J/vCE - d) p^ * 
5 ESTd-AR SITAE CHERE shd- d 
量 。 闵 可 夫 斯 基 观 察 到 对 于 标准 的 欧 几 里 得 形状 , 总 存在 一 个 
D ,如果 d» D, s 的 上 容量 就 为 0, 当 d< D,-s 的 下 容量 为 无 穷 。 


2. 布 利 高 ” ( Bouligand) 


文献 Bouligand 1928, 1929 的 工作 把 闵可夫 斯 基 的 定义 推广 到 
非 整数 4。 尤 其 是 上 述 的 下 极限 (有 可 能 是 一 个 分 数 ) 被 称 为 六 可 
夫 斯 基 一 布 利 高 维 Dugo 

布 利 高 认识 到 Dws 有 时 是 非 直 观 的 ,一 般 比 豪 斯 多 夫 一 伯 西 
柯 维 奇 维 D 更 难 描述 ,但 它 常 常 与 D 相等 且 更 易 计 算 , 因 此 是 有 


* 布 利 高 ,数学 家 。 一 一 译 者 注 
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用 的 。E=1 的 情况 已 在 文献 Kahane & Salem 1963, 第 29 页 中 讨 
论 过 , 它 证 实 了 Dwg 常 等 于 DD, 不 能 比 它 小 ,但 能 大 于 它 。 


3. 庞 特 里 亚 金 (Pontrjagin) 和 许 尼 莱 尔 蒙 (Schnirelman) ; 柯 尔 莫 哥 
P X ( Kolmogorov) #01 # f5j K 7& X ( Tihomirov) 


在 度量 空间 2 ,用 以 覆盖 集 s 的 .半径 为 o 的 球 的 全 部 集合 
中 ,最 经 济 的 是 要 求 以 最 小 球 数 来 定义 。 当 <š 有 界 时 ,该 最 小 数 
是 有 限 的 , 记 作 N(p)。 文 献 Pontrjagin & Schnirelman 1932 提出 把 
表达 式 

lim inf[ log N(p) / log (1/p) ] 
作为 维 数 的 另 一 种 定义 。 

该 方法 是 由 文献 Kolmogorov & Tihomirov 1959 发 展 起 来 的 ,该 
文 作 者 受到 了 商 诺 信息 论 的 启发 ,其 中 把 s 的 o-Mic fE 
log N(op)o Xf Hawkes 1974 FORCE py SEB EC HE , 而 把 以 
lim sup 代替 lim inf Ti 48 9 8 AE FE A E AE ç HT UE BJ] T XN 
KARIER ERE FLÉE AE FIERE ELTE RGB RIO , IB 
也 可 能 不 一 致 。 

文献 Kolmogorov & Tihomirov 还 研究 了 M(p) , 它 的 定义 是 在 = 
中 满足 相互 距离 超过 20 的 最 大 点 数 。 对 于 直线 上 的 集 , N(p)= 
MM(p), 而 对 于 其 他 集 ， 

lim inf log M(p)/log (1/p) 
就 是 另 一 维 数 了 。 

< 文献 Kolmogorov & Tihomirov 1959 fk log M(p) 为 容量 ,但 很 
遗憾 ,该 术语 已 在 位 势 理论 中 作为 完全 不 同意 义 的 沿用 已 久 的 而 
且 意 义 很 合适 的 名 词 ,特别 ,我 们 要 避免 在 维 数 称呼 上 的 混淆 , 因 
为 前 节 已 定义 过 容量 维 。 见 子 条 目 位 势 和 容量 ,3。p 


4. 伯 西 柯 维 奇 和 泰勒 ; 博 伊 德 


当 0 是 [0,1] 或 实 轴 时 ,我 们 已 在 第 8 章 中 看 到 ,尘埃 < 完全 
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由 它 的 补 集 所 确定 ,该 补 集 就 是 开 区 间 的 并 以 及 间隙 (在 某 些 结构 
里 ,每 个 间隙 都 是 空洞 ) 。 

在 [0,1] 中 的 三 元 康 托 土 埃 C ”间隙 长 度 的 总 和 为 1 ,而且 服 
从 双 曲 分 布 Pr(U > wu) = Fu-?。 因 此 , 随 着 增 大 构造 的 步 数 ,第 
n 个 间隙 的 长 度 4, 具有 n-' ?的 数量 级 。 

零 勒 贝 格 测度 的 一 般 线 性 集 文献 Besicovitch & Taylor 1954 
研究 了 当 n— o BE A, 的 行为 。 这 时 存在 实 指数 Dpr, 使 得 级 数 
VA d> Dgr 时 收敛 (特别 , 当 d = 1 时 收敛 于 1)。 该 Dpr 是 满足 
MA! « off rg d 的 下 确 界 。 可 以 证 明 Dep z D。 文 献 Hawkes 
1974( 第 707 页 ) 证 明了 Dez 5 B 88 AERH ECL I8 5 TERES 

警告 ” 当 了 不 是 零 测 度 时 , Dpr 不 是 维 数 , 它 与 第 15 章 中 的 
指数 和 第 17 章 中 的 A 有 关 。 

阿波 罗 尼 的 包 指数 ”在 阿波 罗 尼 包 ( 第 18 章 ) 的 情形 里 , Der 
有 它 的 对 应 值 。 这 是 Melzak 在 1966 年 引入 的 ,而 文献 Boyd 1973 b 
证 明了 它 就 是 剩余 集 的 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 。 


维 数 (傅立叶 ) 和 直觉 法 


设 w(x) 是 站 [0,1] 的 非 退 化 函数 。 如 果 当 w 是 常数 时 最 大 
开 区 间 的 总 和 是 闭 集 3S 的 补 集 ,就 称 duw(x) 是 3 的 支撑 ,而 jy 的 
傅立叶 -斯 蒂 尔 吉 斯 变换 是 

a | exp( fe du x). 

在 u 最 光滑 处 ,可 能 产生 的 最 快速 率 减少 。 设 Dr 是 这 样 的 最 
大 实数 , 它 使 得 至 少 有 一 个 s 支撑 的 函数 wp(x ) 满 足 

A (f) =oCF 2248), 4 f=oo ,对 一 切 e>0 成立 ， 
但 没有 (x) 满 足 

AG) = ollf1-?72-), 当 />% ,对 某 些 e >0 成 立 。 

这 里 所 讲 的 “a = 0(b), 4 fc ©" ERM lim (a/b) = 0, 而 当 
是 全 区 间 [0,1] 时 Dr 是 有 限 的 ,相反 , 当 是 单 点 时 Dr =0。 更 
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有 兴趣 的 是 ,每 当 s 是 零 勒 贝 格 测度 时 , Dr 是 有 限 的 而 且 至 多 等 
To 的 豪 斯 道夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 数 。 不 等 式 DrD 表明 ,分 形 与 
分 形 的 调和 性 质 相关 ,但 不 一 定 恒 等 。 

为 了 证 明 这 些 维 数 能 够 不 等 ,假定 < 是 直线 上 的 集 , 且 也 = 
Dy, SE s 看 成 是 平面 上 的 集合 时 ,D 不 改变 但 Dr 却 变 为 0。 

定义 “把 Dr 称 为 了 的 储 立 叶 维 ,这 是 概括 3 的 菜 些 调和 性 
质 的 方便 方法 。 

萨 利 姆 集 把 以 等 式 Dr = D 为 特征 的 一 类 集合 称 为 单一 集 
或 萨 利 姆 集 ( 见 文献 Kahane & Salem 1963, Kahane 1968). 

经 验 法 则 和 直觉 法 ”在 研究 的 情形 里 感 兴趣 的 分 形 是 萨 利 姆 
集 ,因为 Dr 很 容易 从 数据 中 算得 , 它 能 作为 D 的 估算 值 。 

非 随机 萨 利 姆 集 只 有 当 r 满足 一 定 的 理论 性 质 时 , 非 随 机 
康 托 集 才 是 萨 利 姆 集 。 

随机 萨 利 姆 集 当 随 机 性 足以 破坏 计算 规则 性 时 ,随机 康 托 
集 才 是 萨 利 姆 集 。 

最 初 的 例子 是 由 萨 利 姆 提出 的 , 它 非常 复杂 。 第 2 个 例子 是 
列 维持 埃 : 记 作 L(x) 的 莱 维 阶梯 ( 见 图 31-2, 图 31-3)。 文 献 
Kahane & Mandelbrot 1965 表明 ,dL(x) 的 谱 与 分 数 布朗 线 一 线 函 数 
的 谱 平均 几乎 相 一 致 ,而 且 就 是 高 斯 一 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 谱 的 光 
滑 化 形式 。 

< 文献 ”Kahane 1968( 第 165 页 的 定理 1 和 第 173 页 的 定理 
5) 表 明 ,指数 H 的 分 数 布朗 线 一 线 函 数 映 到 6 维 紧 集 5 上 的 象 是 
i A MEE, H D = min(1,6/H)。 

康 托 集 不 是 萨 利 姆 集 最 早出 现 三 元 康 托 尘埃 是 由 于 康 托 要 
寻求 单一 性 的 集 ( 见 文献 Zygmund 1959,1, 28 196 页 ) ,但 是 他 没有 
找到 。( 然 后 康 托 放弃 了 调和 分 析 而 一 一 退 而 求 其 次 一 一 创建 了 
集合 论 。) 例 如 , 记 作 C(x) 的 康 托 阶梯 (图 8-5),dC(x) 的 谱 与 
dL(x) 的 谱 的 总 体形 状 相 同 , 但 它 偶然 包含 有 不 衰减 大 小 的 尖峰 ， 
这 就 意味 着 Dr = 0。 见 文献 Hille & Tamarkin 1929。 

这 些 峰 造成 了 单一 性 集合 理论 中 的 所 有 不 同 之 处 ,但 是 实际 
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上 不 受 重视 。 大 都 在 计算 谱 密度 时 都 倾向 于 忽略 这 些 波 而 考虑 
D 控制 的 背景 。 


分 形 ( 论 分 形 的 定义 ) 


虽然 术语 分 形 已 在 第 3 章 中 定义 过 了 ,但 我 仍然 相信 没有 定 
义 会 更 好 (我 的 1975 年 版 就 没有 定义 )。 

其 直接 的 原因 是 现在 的 定义 排除 了 某 些 我 们 希望 包含 在 内 的 
1A 

更 基本 的 原因 是 ,我 的 定义 中 包括 了 DA Dr, 但 似乎 分 形 构 
造 的 概念 比 D 和 Dr 更 为 基本 。 更 深入 -- 步 , 维 数 概 念 重要 性 是 
由 于 其 不 可 预期 的 新 应 用 而 大 为 增长 ! 

换 句 话说 ,能 把 分 形 构造 定义 为 在 某 些 合理 的 光滑 变换 集合 
下 的 不 变 式 。 但 这 个 任务 不 容易 完成 ,可 用 个 例子 来 说 明 困难 性 ， 
我 们 还 记得 复数 的 一 些 定义 还 不 能 包括 实数 ! 在 目前 阶段 主要 需 
要 把 基本 的 分 形 从 欧 氏 的 标准 集合 中 区 分 出 来 。 

由 于 我 的 积极 性 不 高 ,致使 许多 杰出 的 数学 家 未 能 注意 到 我 
1977 年 版 本 中 的 定义 。 不 过 ,还 是 来 详细 说 明 它 吧 。 


1. 定义 


分 形 集 的 定义 首次 出 现在 1977 年 版 本 的 引言 中 。 它 作为 度 
量 空间 中 的 集 , 而且 满 足 
豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 D > 拓扑 维 Dro 
本 书 中 的 分 形 是 E( < % ) 维 欧 氏 空间 中 的 集 , 可 称 为 欧 氏 分 
形 。 但 有 一 个 例外 , 即 在 第 28 章 中 :球面 上 的 布朗 海岸 线 可 看 作 
X £ PE. 


2. 评论 部 分 算术 对 纯 分 维 的 比较 


上 面 的 数学 定义 是 严格 的 和 临时 性 的 ,应 该 作 更 好 的 改进 。 
但 几 个 看 来 很 自然 的 改变 ,将 导致 病态 。 
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很 久 以 前 , 当 我 为 一 些 特性 (后 来 就 称 为 分 形 ) 寻 找 测度 时 ,就 
决定 用 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 D ,因为 它 已 被 仔细 研究 过 。 许 
多 论文 (例如 文献 Federer 1969) 发 现 后 就 引进 无 数 的 变种 , 它 仅 在 
细节 上 与 D 有 所 不 同 ,这 真 使 人 感到 不 安 。 不 过 ,现在 有 很 多 理 
由 来 推迟 考察 这 些 细节 。 

此 外 ,如 果 给 出 几 种 可 能 的 维 数 要 在 其 中 选择 的 话 ,必须 避免 
选 明显 包括 有 外 加 特性 的 那 种 。 最 重要 的 是 , D 不 包括 算术 的 任 
一 面 ,这 与 傅立叶 维 Dr( 第 456 页 ) 或 伯 西 柯 维 一 泰勒 指数 (第 455 
页 及 文献 Kahame 1971, 第 89 页 ) 相 比 都 有 所 不 同 。 


3. RM & X iiti 


边缘 情形 总 是 一 个 麻烦 问题 。 从 先 验 上 讲 ,一 条 D = 1 的 不 
可 求 长 曲线 既 可 是 分 形 也 可 不 是 分 形 , 这 对 于 满足 D= Dr 的 任何 
集 也 是 同样 的 ,但 用 于 测试 函数 h(p) = Y CD) P 的 豪 斯 多 夫 测 度 
是 无 限 的 ( 它 不 能 为 0)。 更 不 能 接受 的 是 , 康 托 魔鬼 阶梯 (图 8-5) 
在 直观 上 就 是 分 形 ,因为 它 以 明显 的 样式 展示 了 许多 种 长 度 标 度 ， 
因此 虽然 有 D = 1 = Dr 我 们 仍 不 愿 称 它 为 非 分 形 。 参 见 第 473 ~ 
474 页 。 由 于 缺乏 其 他 准则 ,我 用 这 种 方法 来 处 理 边 缘 情 形 以 获 
得 简洁 的 定义 。 如 果 以 及 当 出 现 更 充分 的 理由 ,就 应 该 改变 此 定 
义 。 见 子 条 目 豪 斯 多 夫 ,8。 


4. 重 述 的 定义 


“容量 维 “ 见 子 条 目 位 势 ,4) 满 足 上 面子 条 目 2 中 的 准则 集 ， 
只 是 因为 它 的 值 恒 等 于 D。 因 此 分 形 也 能 另外 定义 为 满足 
弗 罗斯 特 曼 容量 维 > 拓扑 维 
的 集 。 
5. 内 柬 的 和 局 部 的 分 形 时 间 


在 1977 年 的 《分 形 》 一 - 书 的 第 12 章 中 ,可 找到 该 标题 下 某 些 
原始 材料 。 
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案 斯 多 夫 维 和 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 


关于 此 标题 下 简便 通用 的 参考 文献 有 : Hurewicz & Wallman, 
1941, Billingsley 1967, Rogers 1970 以 及 Adler 1981。 


1. 卡拉 泰 奥 多 里 测度 


关于 “在 研究 连续 集 的 维 数 时 ,体积 或 类 似 数量 的 一 般 概 念 是 
不 可 缺少 的 "的 思想 是 康 托 顺便 得 出 的 。 面 对 问题 的 困难 性 9 Dl 
格 怀疑 康 托 能 找到 任何 有 意义 的 结果 。 该 思想 由 于 文献 
Carathéodory 1914 而 向 前 推进 ,并 由 文献 Hausdorff 1919 完成 ， 

计算 平面 图 形 面积 的 经 典 方法 是 , 先 用 一 组 很 小 的 正方 形 来 
近似 5, 然后 把 这 些 正 方形 边 长 作 D =2 次 寡 之 后 加 起 来 。 文 南 
Caratheodory 1914 推广 了 这 种 传统 的 方法 。 它 用 圆 盘 来 代替 正方 
形 以 避免 对 坐标 轴 的 依赖 性 ,而 且 努 力 做 到 不 事先 使 用 有 关 了 在 
嵌入 空间 如 4( 已 知 ) 中 的 已 知 维 数 ( 即 标准 欧 氏 图 形 的 维 数 ) 。 

因此 , 当 柑 入 于 三 维 空间 的 一 个 平面 图 形 被 圆 盘 覆盖 时 ,当然 
它 也 被 以 这 些 圆 盘 为 赤道 的 小 球 所 覆盖 。 所 以 为 了 避免 预知 < 
是 平面 的 ,只 要 以 小 球 代替 圆 盘 作 覆盖 就 足够 了 。 当 了 的确 是 个 
曲面 时 ,我 们 把 对 应 于 所 有 覆盖 小 球 的 形 如 ro? 的 表达 式 相 加 就 
得 到 s 的 近似 面积 。 更 一 般 地 ,对 一 个 d 维 的 标准 形状 ,只 要 把 
形 如 h(p) = Y( 4) p* 的 表达 式 相 加 ,其 中 函数 y(d) = [P'(1⁄2))4/ 
P+ d/2) 是 本 章 前 面 定义 过 的 、 单 位 半径 小 球 的 容量 。 在 此 基 
础 上 ,文献 Caratheodory 1914 把 “长 度 ” 或 “面积 ”的 思想 拓 广 到 某 些 
非 标 准 形状 。 


2. ENSE 


文献 Hausdorff 1919 超越 了 卡拉 泰 奥 多 里 的 工作 ,因为 它 容 许 

d 是 一 个 分 数 (这 时 函数 ?(d) 的 写法 继续 有 意义 )。 这 样 , 我 们 就 

可 用 任意 正 的 测试 函数 h(p)( 只 要 它 随 p 一 起 趋 于 0) 代替 hlo) 
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仅 为 o FARE eB BC AY FS BRE 

此 外 , 当 Q 是 非 欧 氏 空间 时 ,只 要 定义 了 距离 ,小 球 仍 可 继续 
定义 为 从 中 心 o 到 不 超过 规定 半径 p 为 距离 的 点 的 全 体 。 就 像 
已 经 提 到 的 ,这 样 的 空间 称 为 度量 空间 ,因此 豪 斯 多 夫 测度 是 度量 

给 定 一 个 测试 (或 “标准 的 ”) 函 数 h(p) 和 以 半径 为 on 的 小 球 
组 成 的 对 集 > 的 有 限 覆 盖 , 就 称 5 ATURE h on) ATER 
覆盖 得 节约 ,考虑 所 有 半径 小 于 o 的 覆盖 并 构造 其 下 界 

inf Uh Con), 
当 pO 时 ,约束 on < o 变 得 越 来 越 严格 ,因此 表达 式 inf 22h (os) 
只 能 增加 ,就 存在 极限 
lim. inf AC Pn) 0 

此 极限 既 可 以 是 有 限 且 为 正 , 也 可 以 是 无 限 的 ,或 者 为 0。 这 就 定 
MT Rs hh - WE. 

"$ h(p) 2 Y(d)o Bt, SEFK h -测度 为 a 维 的 。 更 精确 地 说 ， 
根据 前 因子 YCa) ,这 是 标准 的 d 维 测度 。 

"$ h(o) 21 /loglp1, 就 称 h -测度 是 对 数 的 。 


3. 集合 的 内 在 测试 函数 


可 把 函数 h(p) 称 为 对 了 内 在 的 而 且 记 作 hs (o) , MUR Q HY 
hs -测度 是 正 且 有 限 的 。 这 样 的 测度 可 称 为 s 的 分 形 测度 。 

对 于 欧 几 里 德 的 标准 形状 ,其 内 在 测试 函数 的 形式 总 是 hs 
(po)=Y(D)p?, 其 中 D 是 某 个 整数 值 。 而 豪 斯 多 夫 表 明了 , 带 有 
非 整 数 D 的 表达 式 h (o) = YCD) p? 对 康 托 尘 埃 和 科 赫 曲线 是 内 
在 的 。 

另 一 方面 ,在 典型 的 随机 分 形 的 情形 里 ,即使 它们 是 统计 自 相 
似 的 ,内 在 的 is(o) 也 存在 但 更 为 复杂 , 例如 形式 hs(p) = 
p? log ol。 如 果 这 样 ,了 关于 站 (o) =V(D) P 的 /测度 为 0, 因 
此 该 形状 比 D-HERBT RO SE ^P 46" J RU" ,而 比 ( 忆 -e) 维 时 的 有 更 多 
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Mik, Fm 4 Bis sb E SAT, KARTE hs(p) = 
plog log (1/0). SL XCHK Taylor 1964. 

平面 上 任何 有 界 集 的 2- 维 测度 都 是 有 限 的 , 形 如 p?/log(1/p) 
的 测试 函数 对 任何 平面 集 都 不 是 内 在 的 。 

泰勒 撰写 或 合作 撰写 了 有 关 对 随机 集 确定 hs(p) 的 大 量 著 
作 ; 有 关 参 考 文献 可 见 Pruitt 和 Taylor 1969, 


4. 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 : 定义 


如 果 已 知 s 是 2- 维 的 ,只 要 取 A(p) = xp? TERME Rh- 
测度 就 足够 了 。 然 而 ,在 定义 豪 斯 多 夫 测度 的 分 式 中 不 需要 保证 
预先 知道 D。 如 果 要 处 理 一 个 预先 不 知道 维 数 的 标准 形状 ,就 对 
所 有 测试 函数 (o) = Yo) p^ GrP d 是 整数 ) 计 算 测度 :如 果 其 
长 度 是 无 穷 而 体积 是 0, 则 此 形状 就 只 能 是 2- 维 的 。 

伯 西 柯 维 奇 把 上 述 结论 的 核心 推广 到 d 不 是 整数 而 且 不 
是 标准 形状 的 情形 。 他 表明 ,对 每 一 个 集 5 总 存在 一 个 实 值 D， 
使 得 d- 测 度 满足 ; 当 d < D 时 d- 测 度 是 无 穷 ,而 当 d > D 时 d-W 
度 为 0。 

eel S EE 

D ERM D- 维 豪 斯 多 夫 测度 可 以 是 0， Wm EES, 或 者 
是 正 且 有 限 的 。 豪 斯 多 夫 只 有 研究 了 第 3 种 和 最 简单 的 类 型 ,还 
显示 出 包含 有 康 托 集 和 科 赫 曲线 。 另 外 ,如 果 集 < 是 自 相似 的 ， 
容易 看 出 它 的 相似 维 必须 等 于 D。 另 一 方面 ,已 经 知道 典型 的 随 
机 集 在 其 内 在 维 数 中 具有 和 零 测度 。 

在 一 段 长 时 间 里 , 伯 西 柯 维 奇 几乎 是 每 篇 这 一 主题 文章 的 作 
者 或 合作 者 。 当 豪 斯 多 夫 是 非 标准 维 之 父 时 , 伯 西 柯 维 奇 就 使 他 
自己 成 为 非 标 准 维 之 母 了 。 

RH MORK ZE, DSE, WK EE-D 为 余 维 。 
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5. 集合 的 直接 积 ( 维 数 加 法 ) 


Bs, 和 5 分别 属于 EF,- 空 间 和 Es- 空间 , 现 把 由 3 和 — 
TR3R f DH Ride s,s 在 EF- 空间 ,就 有 E= E +E, (I E = 
E,=1,S 是 平面 上 点 (x,y) 组 成 的 集 ,其 中 <€ a y € s0) 

经 验 法 则 是 这 样 的 ,如 os, Al sy 是 “独立 的 ”, 的 维 数 就 是 
3, 和 os, 的 维 数 之 和 。 

在 此 法 则 中 放 入 了 “独立 性 ”的 概念 ,这 就 证 明了 非常 难于 并 
明和 证 明了 是 一 般 性 的 。 见 文献 Marstrand 1954 a,1954 b; Hawkes 
1974; Mattila 1975。 很 幸运 ,直观 性 常常 是 在 这 种 情形 里 作 了 研究 
的 指南 ,就 像 本 书 中 所 处 理 的 那样 。 


6. 集合 的 相交 ( 余 维 加 法 ) 


经 验 法 则 如 下 : 当 s 和 5 是 有 -空间 的 独立 集合 ， 
余 维 (351) + 余 维 (535,) «E, 
AH C Pas) 

而 当 余 维 之 和 > E 时 ,可 特别 地 发 现 其 交集 几乎 必定 是 零 维 的 。 

特别 ,如 果 D<E/2, 两 个 相同 维 数 的 集合 就 不 相交 。 所 以 把 
HER E =2D 称 为 临界 的 。 

最 值得 注意 的 是 ,对 于 给 定 的 具有 维 数 D =2 的 布朗 轨迹 , 当 
E <4 时 两 个 布朗 轨迹 相交 ,而 当 E>4 时 不 相交 。 

此 法 则 显然 可 推广 到 多 于 两 个 集合 相交 的 情形 。 

自 相交 的 k- 重 点 集 可 看 成 个 3 的 复制 品 相 交 。 现 在 
要 试验 这 样 的 假设 , 即 从 相交 维 数 的 观点 看 来 ,k 个 复制 品 可 看 成 
独立 的 。 至少 有 一 个 例子 ,这 个 猜测 是 正确 的 。 文 献 Taylor 1966 
(由 德 沃 列 茨 基 , 厄 尔 多 斯 和 角 谷 推广 了 上 面 的 结果 ) 研 究 在 只 1 和 
1: “中 的 布朗 轨迹 和 莱 维 运动 。 轨 迹 的 维 数 是 DD, 而 其 -重点 集 
具有 维 数 为 max[0, E - k( E - D)], SE REESE RU E: IC As SR TE RS 
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间 中 对 -- 切 大 直至 大 = om 都 成 立 。 
7. 集合 的 投影 


经 验 法 则 是 这 样 的 ,把 维 数 为 D 的 分 形 沿 着 与 5 相 独 立 的 
方向 投影 到 维 数 为 E, 的 欧 氏 子 空间 ,其 投影 5s* 满足 
S 的 维 数 = min( Eo, D)o 
应 用 Ux €) Hx€a Ha, #l >, E: % HRT 
JE ,其 维 数 分 别 为 D; 和 D,。 设 a, 和 a, 是 非 负 实数 ,定义 集合 3 
由 形 为 x = ax + ax 的 点 组 成 。 集 了 有 一 也 ,满足 
max( D, , D;)< D &min( E, D, + D>). 
只 要 作 “与 的 直接 积 ,然后 投影 就 可 得 到 证 明 。 
在 独立 的 情形 ， 上 界 趋 于 适用 。 当 D=E=1,5 BAW 
形 也 可 以 是 包括 区 间 的 集合 。 


8. 集合 的 从 属 运算 ( 相 乘 集 合 的 维 数 ) 
见 第 32 章 。 
9. 子 维 序列 


当 上 的 内 在 试验 函数 是 hs(p) = VD) oP 时 ,分 形 特性 完全 由 

它 的 D 所 描述 。 当 
hs(p)= [log (1/p) ]^ [log log (1/p)]^, 

S 分形 性 质 的 描述 更 麻烦 , 它 需 要 序列 D, A, Ayo 可 称 Am 为 从 
属 维 数 ， 或 称 为 子 维 。 

子 维 可 以 影响 到 这 样 的 问题 : 边缘 集 ( 在 子 条 目 分 形 ,3 Bit 
论 过 的 ) 是 不 是 可 称 为 分 形 。 这 是 很 有 用 的 ,包括 在 分 形 之 中 的 ， 
所 有 使 D = Dr 但 至 少 有 一 个 A 不 为 零 的 s 可 能 会 有 用 。 


指针 / 余 指 针 函 数 


给 定 集 S ,指针 函数 J(x) 的 经 典 定义 如 下 : 当 z€ < BE J(x) 
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=1, 而 当 x gS 时 J(x)=0。 但 当 < 是 康 托 集 , 谢 尔 宾 斯 基点 阵 
( 热 片 或 地 壬 ) ,分 形 网 ,或 是 几 个 另外 分 形 类 中 的 任 一 个 时 ,J(x) 
是 不 合适 的 。 我 找到 了 一 个 不 同 的 函数 C(x), 它 更 为 方便 ,可 以 
代替 J(x) ,现在 我 引进 它 ,并 建议 称 它 为 余 指针 。 

C(x) 是 5 间隙 指针 函数 的 随机 加 权 平 均 。 换 句 话 说 , C(x) 
在 每 个 间隙 中 是 常数 ,而 它 的 值 在 不 同 间隙 中 是 恒 等 分 布 的 独立 
随机 变量 。 

在 古老 的 (而 且 容 易 使 人 误解 的 ) 术 语 下 ,核心 函数 C(x) 在 
文献 Mandelbrot 1965 c,1967 b 和 1967 i 中 引进 和 研究 。 


莱 维 稳定 ”随机 变量 和 随机 函数 


双 曲 分 布 具有 无 可 争议 的 形式 上 的 简单 性 和 在 截断 下 的 不 变 
性 ( 见 条 目 截断 下 的 标 度 )。 而 其 他 变换 的 不 变性 是 不 重要 的 。 更 
重要 的 是 在 加 法 下 的 分 布 不 变性 ,它们 只 是 渐 近 双 曲 的 ,而 莱 维 给 
它们 加 了 个 可 怕 的 、 有 点 过 分 的 专门 名 词 :“ 稳 定 分 布 "。 他 还 引进 
了 稳定 过 程 ,其 中 双 曲 和 稳定 分 布 都 起 了 重要 作用 。 

在 我 的 工作 以 前 ,稳定 变量 一 直 被 认为 是 “病理 学 的 “或 者 甚 
至 是 “畸形 的 ”, 而 唯一 的 例外 是 霍 尔 茨 马克 随机 向 量 (在 子 条 目 9 
中 讨论 ) 。 我 的 主要 应 用 在 第 31,32 章 和 第 37 章 中 讨论 ,而 对 遗 
传 学 的 应 用 将 在 以 下 的 子 条 目 4 中 涉及 。 

参考 文献 有 大 量 的 文献 ,但 没有 令 人 满意 的 。 在 文献 Feller 
1966( #5 IL) ,稳定 性 方面 的 材料 是 完全 的 但 很 分 散 , 当 需要 的 时 候 
很 难 查 到 。 文 献 Lamperti 1966 是 本 好 的 人 门 书 。 文 献 Gnedenko & 
Kolmogorov 1954 仍然 要 推荐 的 。 文 献 Lukacs 1970 收集 了 许多 有 用 
的 细节 。 原 始 的 大 专著 ,文献 Lévy 1925, 1937 ~ 1954 并 不 适合 每 
个 人 的 胃口 ,因为 它们 展示 了 作者 风格 的 不 同 特征 ( 见 第 40 章 )。 


1. 高 斯 随机 变量 是 加 法 下 的 标 度 
众所周知 ,高 斯 分 布 有 下 面 的 性 质 。 设 C, 和 G, 是 两 个 独立 
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的 高 斯 随机 变量 , 且 
(G1)= (G2)=0; (62a, (G2)= of. 
它们 的 和 满足 
(G + G2) =0; ((Gi+ G))2) Soi + o, 
更 重要 的 , C G, 自己 也 是 高 斯 随机 变量 ,因此 高 斯 随机 变量 的 
性 质 是 在 独立 随机 变量 加 法 下 有 不 变性 。 换 句 话 说 , 泛 函 方程 


(L) Si Xi + s, X; = SX 
与 辅助 关系 式 
(A:2) s tsrs? 


的 联 立方 程 以 高 斯 随机 变量 作为 一 个 可 能 解 。 事 实 上 ,除了 比例 
因子 外 ,高 斯 随机 变量 是 同时 满足 (ZL) 和 (4:2) 的 唯一 分 布 。 

HAN MRC) 与 另 一 个 辅助 关系 式 (12》 < % 相 联 立 ,高 斯 随 
机 变量 仍 是 唯一 解 。 

在 文献 Levy 1925 中 ,(Z) 是 深奥 的 研究 对 象 , 被 称 为 稳定 性 。 
每 当 可 能 出 现 模糊 不 清 时 ,我 就 使 用 麻烦 的 羔 维稳 定性 。 


2. 柯 西 随机 变量 


因为 有 实用 头脑 的 科学 家 们 倾向 于 认为 (XY〉》< oo JE EB Bf 4 
然 的 ,而 高 斯 随机 变量 只 是 在 稳定 分 布 时 才 被 广泛 地 承认 。 但 在 
文献 Cauchy 1853, p. 206 中 首次 承认 的 确 不 是 这 种 情形 。 柯 西 的 
例子 是 个 随机 变量 , 它 最 初 由 泊 松 所 研究 而 现在 称 为 “简化 的 柯 西 
TR”, CRE 

Pr(X > -x)2 Pr(X«x) 72m tan! x, 
因此 
柯 西 密度 = 1/[z(1 + x”) ] 
柯 西 表明 此 变量 是 (LL) 与 男 一 辅助 关系 式 
(A:1) 58195275 
联 立 方程 的 解 。 对 于 柯 西 变量 有 《(X*〉= o, XE EH (X) = %。 
因此 ,为 了 表达 清楚 这 样 的 概念 , 即 针 与 非 随机 量 s 乘积 的 标 度 等 
FX EN s 倍 ,我 们 必须 用 某 个 量 ( 除 均 方 根 外 ) 来 测量 标 度 , 有 
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一 个 可 供 选用 的 量 , 即 量 Q 与 0' 之 间 的 距离 ,其 中 Pr(X < Q')= 
Pr(X > 0) V4, 

柯 西 变量 最 常用 于 反例 ,例如 在 文献 Bfenaymé 1853, PP. 321 ~ 
323 页 ,也 见于 文献 Heyde & Seneta 1977. 

几何 的 生成 模型 ， 上面 的 公式 Pr(X«x) = 1/2407! tan !x 
是 从 几何 上 得 出 的 , 即 把 点 WORE? + 2 = 1 上 的 均匀 概率 分 
布 ,再 把 由 0 # W 的 连 线 与 直线 v = 1 的 相交 点 的 横 坐 标记 为 Xo 
同样 的 做 法 ,变量 Y( 它 是 从 0 E W 的 连 线 与 直线 = 1 的 相交 点 
的 坐标 ) 具 有 与 X 相同 的 分 布 。 因 为 Y= 1/X ,就 找到 了 柯 西 ( 变 
量 ) 之 逆 仍 是 柯 西 (变量 )。 

此 外 ,每 当 OW = (X,Y) 是 平面 上 的 各 向 同性 分 布 的 随机 向 
量 , YAX 就 是 柯 西 变量 。 特 别 ,两 个 独立 高 斯 变量 之 比 是 柯 西 变 
量 。 

3. 布朗 运动 的 递归 

现在 把 方程 (了 ) 与 
(A:0.5) so 5 = RE 
相 联 立 。 它 的 解 是 个 随机 变量 ,其 密度 当 x < 0 时 为 0, 而 在 其 他 
情形 则 等 于 

p(x) =(2n)~'7exp( - 1⁄2x)x 7, 
而 量 p(x)dx 就 是 满足 下 述 条 件 的 布朗 函数 所 寻求 的 概率 ,此 条 
件 是 :满足 B(O) =0 和 对 [x,x+dx] 中 的 某 些 1 满足 B(1)=0。 


4. 一 般 的 莱 维 稳定 变量 
柯 西 也 考察 了 一 般 的 辅助 关系 式 


(A: D) $1? 4:3 = sP 
对 称 解 ” 柯 西 断言 ,在 形式 计算 的 基础 上 ,对 每 个 D,(L) 与 
(4:D) 的 联 立 式 有 一 个 解 , 即 密度 为 
x exp( - uP)cos( ux) du 
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的 随机 变量 。 

波 里 亚 和 莱 维 表明 , 当 0<D<2 时 , 柯 西 的 断言 的 确 已 被 证 
实 , 高 斯 和 柯 西 分 布 是 两 种 特殊 情形 。 但 当 D > 2, 柯 西 的 断言 是 
无 效 的 ,因为 上 面 写 出 的 形式 密度 要 取 负 值 ,这 是 荡 廖 的。 

极 不 对 称 解 ” 莱 维 还 表明 ,(L) 和 (4:D) 的 组 合 中 已 考虑 到 
不 对 称 解 。 对 于 大 多 数 极 不 对 称 的 解 ,生成 函数 ( 拉 普 拉 斯 变换 ) 
被 确定 县 等 于 exp( g?)。 

其 他 的 不 对 称 解 (LL) 和 (4A:D) 组 合 的 一 般 解 是 两 个 独立 且 
恒 等 分 布 的 极 不 对 称 解 之 加 权 差 分 。 习 惯 上 把 权 记 为 1/2(1 + 0) 


Al 1/2(1- B), 
(7) 的 最 后 推广 保持 (4:D) 不 变 , 将 条 件 ( 盖 ) 替 代为 
(L*) si Xi +s) X, = 5X + 常数。 


当 DAL 时 这 种 变化 没有 造成 什么 差别 ,但 当 刀 = 1 时 就 要 考虑 到 
另外 的 解 , 称 为 不 对 称 的 柯 西 变量 。 

细菌 突变 株 体 ”文献 Mandelbrot 1974 d 表明 ,在 老 的 细菌 培 
殖 ( 即 卢 里 亚 一 德尔 布 吕 克 问 题 ) 中 ,突变 株 体 的 总 数 是 具有 极 不 
对 称 性 的 莱 维 稳定 变量 。 


5. 莱 维 稳定 密度 的 形状 


除了 三 种 例外 ( 即 具有 6B6=0 的 D=2, 具 有 B=0 的 D=1 以 
及 具有 B=1 的 D =1/2), 莱 维稳 定 分 布 的 封闭 解析 形式 是 未 知 
的 ,而 这 三 种 简单 例外 的 性 质 推广 到 其 他 的 情形 。 

在 所 有 极 不 对 称 且 0< D < 1 的 情形 里 ,对 x <0, 其 密度 为 0。 

把 高 斯 密度 为 exp( - 1/2x?) 推 广 到 具有 0< D <2 的 所 有 极 
不 对 称 情 形 的 短 轨迹 。 其 密度 正比 于 exp( - clx1? 和 ?2-0))。 

对 x— e , 柯 西 密度 正比 于 (r)-1xz-2-1 ,而 布朗 递归 密度 正 
比 于 (2r) 2x 2 1。 更 一 般 化 ,对 一 切 Dzx2, 在 长 轨迹 中 的 密度 
正比 于 x-?-1。 

此 外 ,p(w) 的 行为 必须 从 数值 上 求 得 。 下 列 文献 给 出 了 数值 
图 形 : 对 1< D <2, 文 献 Mandelbrot 1960 e 关于 极 不 对 称 的 情形 ,在 
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文献 Mandelbrot 1962 p "PAX D 十 分 接近 2 的 情况 还 加 了 注释 ， 
而 文献 Mandelbrot 1963 b 是 关于 对 称 的 情形 。 用 快速 传 立 叶 变换 
技术 来 完成 此 任务 十 分 漂亮 , 见 文献 Dumouchel 1973,1975。 


6. 加 数 之 间 的 不 等 性 和 合成 聚集 


设 X 和 XX, 是 具有 相同 概率 密度 p(w) 的 两 个 独立 随机 变 
fit, X = Xi + X 的 概率 密度 就 是 


pi(u)- | p(u)p(u-y)dyo 


如 果 和 式 u 已 知 ,不 论 哪 一 个 加 数 y 的 条 件 密度 是 p(y)p(u - 
y)/p2( wu)。 让 我 们 详细 地 考察 该 密度 的 形状 。 

例子 ” 当 p(w) 是 单位 方差 的 高 斯 (概率 密度 ) 时 ,因此 是 单 峰 
函数 ( = 它 有 单个 极 大 值 ) ,其 条 件 分 布 是 集中 于 1/2u 的 高 斯 且 
有 和 独立 于 & 的 方差 1/2( 见 条 目 布朗 分 形 集 )。 当 u— o ,加 数 就 成 
为 越 来 越 接近 到 等 于 相对 值 。 

当 p(z) 是 约 化 柯 西 密度 时 ( 它 再 次 是 单 峰 的 ) 必 需 区 分 两 种 
非常 不 同 的 情形 。 当 1ul<2( 它 发 生 于 一 半 时 间 ), 条 件 分 布 再 次 
是 单 峰 的 ,大 多 可 能 值 也 是 1/2u。 相 反 , 当 1u1 >2, 值 1/2u 成 为 
最 小 可 能 的 (局 部 地 )。 对 (wu) = 2, 条件 分 布 分 盆 为 两 个 分 开 的 
“ 尖 形 区 ” ,它们 分 别 集中 于 靠近 y=0 和 y=u。 当 w+ %, 这 些 
尖 形 区 越 来 越 难于 与 集中 于 0 和 u 的 尖 形 区 相 区 别 了 。 

当 p(w) 是 布朗 递归 密度 时 ,其 位 置 就 像 柯 西 情形 里 一 样 而 且 
更 加 极端 ,其 条 件 密度 是 双 峰 的 ,具有 概率 > 1/2。 

A ”考虑 随机 行走 的 3 个 连续 的 相交 零点 Teis Te M Tesio 
如 果 Ty 1 -人 下, 很 大 ,中 间 的 交点 最 大 的 可 能 是 聚集 在 极端 地 靠 
ET, RE T,, ,而 以 最 小 的 可 能 落 在 该 两 点 的 中 间 。< 此 结果 
与 概率 论 中 的 一 个 著名 的 反 直 观 结果 一 一 莱 维 的 反正 弦 律 一 一 有 
x. > 

下 面 来 考虑 U 的 条 件 分 布 , 设 M 个 变量 U, 的 和 取 一 个 非常 
大 的 值 ,在 高 斯 的 情形 里 ,最 大 的 可 能 结果 是 每 个 加 数 很 接近 
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wu/M。 而 在 柯 西 的 情形 和 布朗 的 情形 里 却 相反 ,最 大 的 可 能 结果 
是 除 1 以 外 的 所 有 加 数 都 是 略 小 的 。 

在 “ 恒 等 地 ”贡献 于 一 个 和 的 思想 里 隐藏 着 陷阱 ”在 具有 同样 
分 布 的 意义 下 ,加 数 是 先 验 地 恒 等 的 ,这 就 容许 它们 的 经 验 值 或 者 
是 接近 于 相等 (就 像 在 高 斯 的 情形 ) ,或 者 是 不 同 程度 地 不 等 (就 像 
在 稳定 莱 维 的 情形 里 , 当 和 非常 大 )。 

7. 非 标准 的 中 心 极限 , 双 曲 变量 法 则 

给 定 独立 的 无 限 序列 Xo。 和 全 等 分 布 的 随机 变量 ,其 中 心 极 
限 问题 就 要 问 是 否 可 以 选 到 权 a, fü b, ,使 得 和 a - by ÑN 
一 wm 时 存在 非 平凡 的 极限 。 

在 标准 情形 (X,?) < % ,回答 是 标准 和 肯定 的 ; ay = 1⁄/ N #l 
by ~ (Xu) VN ,而 极限 是 高 斯 的 。 

非 标准 情形 (X,?) = % 更 要 复杂 得 多 : (a) 并 非 总 能 选 到 ay 
Al byo (b) 即使 可 选 到 ,极限 是 稳定 的 非 高 斯 。(c) 为 使 极限 的 


指数 是 D, 对 X, 的 充分 条 件 为 分 布 是 指数 D 的 渐 近 双 曲 ( 第 38 
章 )。(d) 充 要 条 件 可 在 本 条 目 开头 的 参考 文献 中 找到 。 


8. 莱 维 稳定 线 一 线 函数 


这 些 随 机 变量 具有 平稳 的 独立 增 量 而 且 使 得 增 量 的 随机 变量 
X(1) - X(0) 是 莱 维 稳定 的 。 标 度 因子 c(:), 为 了 使 [X(z) - 
X(0)ja(i) 独 立 于 4, 就 必须 取 形 式 a(1) = 上 YY2。 此 方法 把 普通 
布朗 运动 推广 到 D 42, 

X(t) 最 惊人 的 性 质 就 是 它 的 不 连续 性 和 包括 有 跳 姓 。 

D<1 的 情形 ”这 时 ,X(1) 只 包括 跳跃 。 这 些 出 现在 时 间 1 
和 4 + Ac 之 间 而 且 有 一 个 绝对 值 超过 w 的 数 是 泊 松 随机 变量 , 且 
其 期 望 等 于 |Atiu-?。 

正 的 和 负 的 跳跃 的 相关 数 是 1/2(1+ 8B) 和 1/2(1- 0), RA 
对 称 情形 8=1 仪 包含 正 的 跳 肥 ; 这 就 称 为 稳定 的 从 属 过 程 ,并 用 
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以 定义 在 图 31-2 至 图 31-4 中 的 莱 维 阶梯 。 

Mat 因为 当 w>0 时 w-? 一 %, 无 论 At 的 长 度 怎样 小 , 跳 
跃 的 总 期 望 数 是 无 限 的 。 相 伴 的 概率 是 无 限 的 ,这 一 事实 似乎 是 
个 悖 论 。 但 当 我 们 注意 到 跳跃 (对 它 u < 1) 加 到 有 限 的 累计 总 和 
上 时 这 种 矛盾 的 感觉 就 没有 了 。 当 注意 到 小 的 跳跃 的 期 望 长 度 是 
有 限 的 以 后 这 个 结论 也 就 很 自然 了 。 它 是 正比 于 


1 1 
| Du Pudu = D | u Pdu < o, 
0 0 


1<D<2 的 情形 ”现在 ,上 面 写 出 的 积分 式 成 为 发 散 的 ,因此 
小 的 跳跃 的 总 分 布 是 无 限 的。 结果 ,X(1) 包 含 一 个 连续 项 和 一 个 
跳跃 项 ;这 两 项 都 是 无 限 的 但 它们 的 和 是 有 限 的 。 


9. 稳定 的 莱 维 向 量 和 函数 


设 稳定 性 定义 中 的 泛 函 方程 (L) 改 变 为 把 XX 作为 随机 向 量 
X。 给 出 单位 向 量 V ,显然 方程 (L) 和 (4:D) 的 联 立 有 一 个 基本 
解 , 即 向 量 V 与 标量 (稳定 变量 ) 相 乘 。 

文献 Lévy 1937 ~ 1954 表明 ,一 般 解 仅 是 如 下 基本 解 之 和 , 即 
对 应 于 空间 的 所 有 方向 以 及 在 单位 球面 上 的 分 布 作为 加 权 。 这 些 
分 布 可 以 是 离散 的 (有 限 的 或 者 可 列 无 限 的 ), 或 者 是 无 限 小 的 。 
为 了 向 量 X 是 各 向 同性 的 ,基本 分 布 就 必需 是 在 所 有 方向 都 是 均 
匀 地 分 布 的 。 

稳定 的 菜 维 时 间 向 量 函 数 ” 这 些 函 数 容许 把 分 解 成 相同 的 类 
(就 像 稳定 的 标量 函数 ) 加 和 人 到 服从 双 曲 分 布 的 跳跃 之 和 中 去 。 跳 
跃 的 大 小 和 方向 由 在 单位 球面 上 的 分 布 所 控制 。 

霍 尔 北 马 克 分 布 ”和 霍 尔 兹 马克 在 频谱 学 方面 的 工作 曾 借 助 于 
牛顿 引力 理论 而 重新 闻 述 (文献 Chandrasekhar 1943); 在 我 的 工作 
之 前 , 仅 包 含 菜 维 稳定 分 布 的 具体 事件 。 假 定 在 0 点 存在 一 颗 
B: ,而 其 余 单 位 质量 的 星 分 布 在 整个 空间 ,它们 相互 间 独 立 而 且 带 
有 期 望 密度 $。 这 些 星 作用 在 0 点 的 总 引力 有 多 大 ? 在 牛顿 发 
H +r-2 引 力 定律 以 后 不 入, 本 特 利 写 到 这 方面 时 指出 (实际 上 ), 这 
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些 星 在 以 O 为 顶点 的 细 长 铅笔 d2' 内 的 引力 有 无 限 的 期 望 , 所 以 
这 些 星 在 铅笔 do" (与 dQ' XY O 点 对 称 ) 的 引力 也 是 一 样 的 。 本 
特 利 就 推断 这 些 无 限 性 之 间 的 差别 是 不 确定 的 。 

震 尔 兹 马克 问题 (通常 指 重 述 过 的 ) 避 开 了 涉及 实际 引力 超过 
其 期 望 的 困难 。 我 们 从 界 于 上 述 的 角度 为 dQ 的 角 束 和 半径 为 > 
和 r+ dr 的 球面 中 的 区 域 开 始 。 每 颗 星 都 受到 引力 w = r ME 
们 的 数 是 泊 松 变量 ( 它 的 期 望 是 S1d2l1d(m)=61d01， 
Id(u 2)1)。 因 此 超过 期 望 的 引力 有 特征 函数 

expl 81d£21 IR [exp( itu) - 1- itu]ld(u-??)1], 


这 原来 是 对 应 于 指数 为 D = 3/2 和 6 = 1 的 莱 维 稳定 变量 。 由 上 
面 的 子 条 上 日 6, 一 个 大 的 正 值 是 非常 可 能 的 ,因为 现在 的 情形 是 只 
有 靠近 0 点 的 单 星 而 不 考虑 别处 星 的 密度 ; U 分 布 对 于 大 的 其 
行为 就 像 最 靠近 星 的 分 布 一 样 。 

因此 全 部 过 剩 引力 是 各 向 同性 的 莱 维 稳定 向 量 ,其 D - 372, 

稳定 性 的 意义 是 这 样 的 ,如 果 有 两 种 均匀 分 布 的 红星 群 和 蓝 
星 群 ,由 红星 单独 作用 ,或 者 由 蓝 星 单独 作用 ,或 者 由 红星 和 蓝 星 
一 起 作用 ,它们 在 0 点 作用 力 的 不 同 仅仅 相差 一 个 标 度 因 子 , 而 
在 它们 分 布 的 解析 形式 上 却 没有 差别 。 


10. 稳定 的 空间 一 线 随 机 函数 


由 文献 Chentsov 1957 给 出 的 空间 一 线 布 朗 函 数 ,在 文献 
Mandelbrot 1975 b 中 推广 到 稳定 的 情形 。 


11. 维 数 


对 非 高 斯 的 情形 ,最 早 计算 稳定 过 程 维 数 的 是 文献 McKean 
1955 和 Blumenthal & Getoor 1960 co TE XKR Pruitt & Taylor 1969 中 ， 
有 大 量 的 文献 目录 。 


12. 在 有 权 加 法 下 的 标 度 (文献 Mandelbrot 1974c, f) 
就 像 在 本 章 子 条 目 无 腔 耻 分 形 4 中 所 讨论 的 ,文献 Mandelbrot 
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1974c,f 提 出 了 一 族 推广 的 莱 维 稳定 变量 。 它 们 包含 有 莱 维 稳定 
性 条 件 (L) 的 推广 ,其 中 的 权 ,yp 成 为 随机 的 。 


列 弗 希 茨 一 赫 尔 德 (Lipschitz-Hilder) 直 觉 法 


最 初 ,分 维 是 一 种 局 部 性 质 ,尽管 本 书 中 局 部 性 质 是 反映 出 全 
局 性 质 的 。 因 此 ,对 于 一 张 其 他 的 任意 连续 函数 X(i) 的 图 形 , D 
必然 与 其 他 的 局 部 性 质 有 关 , 而 最 有 用 的 就 是 列 弗 希 世 一 赫 尔 德 
(LH) 指 数 a, 在 1+ 的 LH 条 件 可 表示 为 

X(t) - X(tg) = lt- tolf, XŤ O<t-to<e; 
而 对 于 t- 也 是 类 似 的 。 在 [2 oe] Pee LH EXE AU LU] = 
, inf a ,除非 X(t) IR A <lo 

LH 直觉 法 和 DD AE a, ARK X 在 时 间 上 和 + + r 之 间 的 图 
形 所 必需 的 、 边 长 为 r 的 正方 形 数目 , 取 等 于 r REBT, Mà 
种 方式 ,对 无 在 4E [0,1] 89 ELE RR N 个 正方 形 就 能 覆盖 ,再 经 大 
致 的 量 纲 分 析 就 产生 出 D = log N/log(1/r)。 这 种 猜测 D 的 方法 
在 这 里 就 记 为 列 弗 希 茨 一 赫 尔 德 直觉 法 ,这 是 鲁 棒 且 有 效 的 方法 。 

例子 当 钱 对 0 和 1 之 间 的 每 个 1 都 可 微 时 , 略 去 使 XX (1) 
=0 的 那些 点 ,就 到 处 有 a = 1, 而 覆盖 图 形 所 需要 的 正方 形 数目 是 
Ner (1/r)= rl, RARE D =1, 当 然 正 是 这 种 情况 。 

当 X(1) 是 普通 的 或 分 数 的 布朗 函数 时 ,能 够 表明 a =A = H. 
HKE N Æ N= r, KE D=2- H, BKSCHH DH 
符合 。 

心 对 于 在 条 目 外 尔 斯 特 拉 斯 …… 中 的 函数 ,文献 Hardy 1916 
表明 = 用 。 因 此 可 猜测 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 是 2-H. P 

康 托 阶梯 的 情形 就 相当 不 同 。 这 里 的 天 仅 随 :变化 ,而 上 属 
TAMEO < 1 的 分 形 尘埃 ,a 依靠 于 1:。 把 [0,1] 划 分 为 1Xr 个 长 为 
r 的 时 间 跨 度 。 在 r- 5 跨度 里 a = 8 ,而 在 其 他 跨度 里 a 是 不 确定 
的 。 但 如 果 把 坐标 轴 转 过 一 点 ,就 发 现 a = 1。 因 此 由 直 党 法 所 需 
覆盖 正方 形 数 目 是 r-1+ mr-ir-s=2r-1, 以 及 由 直 党 法 维 数 是 D 
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=1, 的确 是 这 种 情形 ,就 像 在 第 119 页 的 图 形 说 明 中 所 表明 的 。 

此 外 ,- -个 布朗 函数 和 一 个 康 托 阶梯 (6 < 如) 的 和 产生 D = 2 
-HH 和 4=6, 因 此 1<D<2-A。 

总 结 ”由 直觉 法 不 等 式 1< D<2-4, 此 猜测 已 由 文献 Love & 
Young 1937 和 Besicovitch & Ursell 1937 所 证 实 。 也 可 见 文献 Kahane 
& Salem 1963 第 27 页 。 

论 分 形 的 定义 ”条目 分 形 …… 涉及 希望 把 术语 分 形 的 范围 拓 
广 到 包含 康 托 阶梯 。 难 道 我 们 能 说 一 条 曲线 当 ) <1 而 对 “充分 
多 的 a 靠近 4 时 是 分 形 吗 ? 我 更 喜欢 不 走 这 条 路 ,因为 这 样 的 
拓 广 很 麻烦 ,还 要 区 别 Dy =0 和 Dr >0 的 不 同 。 

线 一 面 函数 Ü XC Y(( RES BLUR [五 指数 是 
和 2。 由 直觉 法 提出 ,覆盖 坐标 为 X(1) 和 Y(1)(1E[0,1]) 的 向 
量 函 数 的 图 形 最 多 需要 +%-3 个 边 长 为 z 的 立方 块 ,因此 1<D 
«3- (XA1+42)。 对 于 普通 布朗 线 一 面 轨迹 ,就 得 到 正确 的 D = 2。 

投影 现在 ,由 在 (x,y) 平 面 上 的 投影 1X(:),Y(1)| 形 成 一 
条 连续 轨迹 。 当 MA; =a, = 4 时 ,由 直觉 法 提出 需要 至 多 1/r 个 边 
Kr * 的 正方 形 ,因此 1<D<min(2,1/)。 类 似 地 ,考虑 函数 
[X(t), Y(t), Z(t) (CMB RAMSAY LH 指数 1 ) 的 连续 轨迹 。 
由 直觉 法 提出 1<D<min(3,1/A). 4 A s A5 AY, | X(t), ¥(t)| 
AE SE OA H 31 1 rmm REA DIES ,因此 

I Ds2- maxi0,(A, + A2—-1)/max(A,,A2) to 
所 有 这 些 都 被 文献 Love & Young 1937 所 证 实 。 


中 间 的 和 跳跃 的 多 边 形 


此 标题 (与 皮 亚 诺 曲线 有 关 ) 下 的 材料 可 在 1977 年 版 的 《分 
形 》 一 书 的 第 12 章 中 找到 。 
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音乐 : 标 度 的 两 个 性 质 


音乐 至 少 有 两 个 标 度 性 质 值得 提 到 : 

平均 律 的 音乐 音阶 以 及 与 修正 的 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 频谱 之 
间 的 关系 ”拉丁 字 根 sala = 阶梯 ,是 最 普遍 应 用 的 。 当 然 ,在 本 
书 中 一 一 直 遇 到 的 术语 标 度 ( scaling ) 里 找 不 到 的 。 但 在 音乐 的 音阶 
概念 里 ， 它 就 隐 含 着 由 频率 相 乘 所 维持 的 离散 谱 。 在 平均 律 音阶 
里 频率 按 对 数 律 传播 。 例 如 ， 12- 调 音阶 相应 于 基 6 227, RR, 
每 种 乐器 的 基本 旋律 就 是 在 它 的 全 频带 内 造成 低频 的 高 段 ,以 及 
高 频 的 低 段 。 

外 推 到 无 声 的 高 频 和 低频 ， 如 此 的 一 个 频谱 成 为 具有 同样 b 
值 的 外 尔 斯 特 拉 斯 (修正 ) 函 数 是 相同 的 。 因 此 ,为 了 在 一 支 乐曲 
中 增加 低频 ,只 要 增加 能 发 出 所 期 望 的 低调 的 新 乐器 设备 就 足够 
了 。 

欧 拉 一 傅立叶 定理 把 最 一 般 的 周期 函数 表 为 线性 的 空间 调和 
级 数 。 代 表 最 一 般 乐 曲 里 的 基本 旋律 序列 的 函数 是 非常 受 限 制 的 
AR 

f dh Eb ki S (1/0) B ORE) 乐曲 的 第 二 标 度 方面 涉 
及 到 音频 信号 各 种 测量 时 间 的 变 分 ,音频 信号 例如 有 功率 (测量 它 
强度 的 平方 ) ,或 者 它 的 瞬时 频率 (测量 音频 信号 的 零 交 点 比率 )。 
文献 Voss & Clarke 1975 和 Voss 1978( 也 可 见 文献 Gardner 1978) 从 
两 方面 考察 了 多 位 作曲 家 如 巴赫 ,贝多 芬 和 皮特 尔 斯 的 作品 , 即 上 
述 的 测量 及 音频 信号 是 标 度 上 曲 声 ,1/f 噪声 ,就 像 在 第 311 页 上 所 
描述 的 。 

相反 ,如 果 由 外 部 的 物理 噪声 源 ( 具 1/f 谱 和 和 变化 的 标 度 指 
数 ) 触 发 起 随机 乐曲 ,文献 Voss & Clarhe 1975 和 Voss 1978 找到 其 
合成 音 是 最 接近 于 “类 乐曲 ”( 当 触发 是 1/f 噪声 )。 

这 完全 不 是 期 望 的 发 现 , 但 就 像 本 书 中 许多 重要 的 发 现 一 样 ， 
在 事实 面前 它 成 为 "自然 的 。 我 所 赞成 的 论点 是 ,音乐 作品 (就 像 
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它们 的 名 字 所 标明 的 ) 由 如 下 组 成 :首先 ,以 大 体 上 不 同 的 节拍 和 
(或 ) 吵 闹 声 的 级 别 为 特征 划分 为 乐章 ,用 同样 方式 再 把 乐章 进 一 
步 划 分 。 而 教师 们 坚持 每 一 支 乐曲 (直至 最 短 的 有 意义 的 小 节 ) 都 
是 组 成 的 ,结果 必定 是 标 度 ! 

然而 ,此 标 度 范围 没有 拓展 到 一 个 音符 的 时 间 跨 度 以 下 , 较 高 
的 频率 受到 完全 不 同 的 机 理 ( 包 括 肺 , 小 提琴 琴 身 和 木管 乐器 的 管 
子 的 共振 ) 所 支配 ,因此 高 能 量 谱 更 像 是 /-? 而 不 是 广 !。 


TORR TÉ 


按 第 34 章 中 腔 队 的 定义 ,在 空间 “中 的 一 个 无 腔 隙 集 应 与 
该 空间 中 的 每 一 个 立方 块 或 球面 相交 。 用 数学 术语 说 , 它 是 处 处 
稠密 的 ,因此 是 非 闭 的 。( 处 处 稠密 的 闭 集 只 有 :2 本 身 1) 此 条 目 
表明 ,这 样 的 分 形 是 存在 的 ,但 是 从 本 书 中 相近 的 分 形 中 非常 难以 
“感觉 到 ”"。 一 个 关键 的 征兆 是 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 仍 是 可 用 
的 ,但 是 相似 性 维和 闵可夫 斯 基 一 波 利 高 维 都 等 于 E 而 不 是 豪 斯 
多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 D, 


1. 相对 间歇 性 


此 现象 (无 腔 隙 分 形 由 此 现象 而 得 名 ) 分 散在 本 书 的 各 处 ,在 
这 种 意义 下 ,我 研究 自然 界 分 形 的 许多 情形 忽略 了 某 些 关于 大 自 
然 的 确切 知识 。 

我 们 忘掉 第 8 章 中 关于 引起 分 形 误差 的 噪声 使 得 误差 之 间 变 
弱 了 但 没有 停止 。 

我 们 略 去 第 9 章 中 关于 存在 星际 物质 的 知识 。 它 的 分 布 无 疑 
至 少 像 星 一 样 无 规则 的 。 事 实 上 ,不 可 能 定义 密度 的 观念 对 于 星 
际 物质 要 比 对 星球 物质 更 强 和 更 易 接受 。 从 文献 de Vaucouleurs 
1970 中 摘出:“ 这 似乎 是 难以 相信 的 ,虽然 可 见 物质 是 特别 大 的 块 
而 且 从 生 在 一 切 标 度 上 ,而 不 可 见 的 星 群 间 的 气体 是 均匀 和 齐 次 
的 ……[ 它 的 ] 分 布 必 定 密切 相关 于 .…… 银 河 系 的 分 布 "。 其 他 的 
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RFR F f BRA) E SK A o 

而 第 10 SPH REBAR ORDA BRE MMR fI 
化 的 观点 。 

在 第 9 章 的 末尾 十 分 简短 地 涉及 用 分 形 观 点 讨论 矿物 的 分 
布 。 这 里 利用 闭 分 形 就 可 推出 ,在 哪些 能 够 开采 出 铜 矿 的 区 域 之 
间 不 再 有 铜 矿 集中 的 地 方 。 事 实 上 ,在 大 多 数 地 方 都 是 非常 稀少 
的 ,但 不 能 认为 到 处 都 没有 。 

在 每 一 种 情形 里 , 某 些 不 很 感 兴趣 的 区 域 被 人 为 地 控 空 使 之 
可 以 应 用 闭 的 分 形 集 , 但 是 最 后 必须 填 满 这 些 区 域 。 用 新 奇 的 混 
血 儿 即 无 腔 隙 分 形 就 可 做 到 。 举 个 例子 ,在 宇宙 中 的 无 腔 隙 分 布 
将 是 这 样 的 :没有 一 部 分 空间 是 空 的 ,但 是 对 于 每 一 个 小 阔 值 9 
AA 的 集 ,质量 比 至 少 1 - 4 集中 在 相对 体积 至 多 0 的 一 部 分 空 
间 。 


2. 从 德 魏 斯 的 摘录 和 注释 


在 文献 de Wijs 1951 中 描述 的 基本 直观 环境 就 是 无 腔 隙 分 形 ， 
文献 作出 了 “工作 假设 ”, 这 是 有 价值 的 总 结 。 

考虑 一 个 吨位 为 W 83E395: 878 M 的 矿物 体 。 现 在 设想 对 
其 猛 砍 一 刀 分 为 两 半 , 各 有 相等 的 吨位 1⁄2W 及 不 同 的 平均 等 级 。 
认为 那 较 丰 富 一 半 矿 物 的 等 级 为 (1+ d)M , 则 那 较 贫 乏 一 半 的 等 
级 必需 是 (1 - d) M 以 满足 两 半 加 在 一 起 的 平均 (等 级 ) 仍 为 
MM…… 其 次 设想 把 矿物 体 切 为 四 部 分 ,都 有 相同 的 吨位 1/4 W 而 
平均 等 级 分 别 为 (1 + 4d)?M,(1+ d)(1-d)M,(1+d)(1- d) M 和 
(1- dM。 第 3 次 则 切 为 23=8 块 , 即 1 块 的 平均 等 级 为 (1 + 
d)3M,3 块 为 (1+ d? (1- d)M, 另 3 块 为 (1+ d): (1- d M, 
有 一 块 是 (1 - d);。 能 够 想象 ,继续 划分 成 越 来 越 小 的 块 …… 

“作为 对 可 变性 的 度量 以 系数 d 来 代替 笼统 的 不 可 捉摸 的 量 
(说 心里 话 , 感 到 矿物 的 估算 是 一 门 艺 术 而 不 是 科学 ) 是 很 合适 的 ， 
而 且 基 于 这 种 度量 的 统计 推论 能 够 废除 那些 经 验 法 则 和 指点 直观 
方法 的 迷津 。 
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注释 ” 德 魏 斯 甚至 没有 从 探索 该 模型 的 几何 形状 开始 ,以 及 
既 不 是 他 也 不 是 他 的 杰出 的 继承 者 (包括 马 西 森 ) 对 分 形 有 先知 。 
然而 ,如 果 假 定 密 度 对 等 级 是 独立 的 ,使 吨位 等 价 于 体积 ,同样 的 
方案 已 由 纯 数 学 家 伯 西 柯 维 奇 和 他 的 合作 者 为 了 完全 不 同 的 目标 
而 精确 也 研究 过 。 

提前 用 下 个 子 条 目 , 如 果 德 魏 斯 的 ( 重 述 过 的 ) 方 案 继续 下 去 
HAAS ,矿物 就 凝结 进 无 腔 隙 分 形 ,把 它 的 维 数 用 通常 形式 写 出 
来 是 D = log N * Nog 2, 必 须 把 log N 定义 为 

log N* = - dinjlog ri， 
其 中 四 =(1+d)3,r=(1-d)3mm=m=m=(1+d)21-d) 以 及 
ts =% =m, =(1+d)(1-d)*. 

it ” 德 魏 斯 的 大 块 文章 极 受 鼓 舞 ,但 系数 d 是 不 合适 的 度 
量 ,因为 它 仅仅 应 用 于 一 个 模型 。 矿 物 可 变性 的 合适 度量 是 D. 


3. 伯 西 柯 维 奇 加 权 凝 结 


为 了 评价 伯 西 柯 维 奇 的 成 果 ,最 好 的 办 法 是 把 它们 在 [0,1] 上 
以 5 =3 重新 阐述 。 

假定 ”从 [0,1] 上 密度 等 于 1 的 质量 分 布 开 始 ,而 且 把 它们 分 
配 在 通过 三 个 权 因 子 Wo, Wi, W, 的 随机 相 乘 而 得 到 的 3 个 “一 
段 " 上 ,其 中 的 三 个 权 因 子 要 满足 下 列 条 件 : 

(A) 1⁄3 Wo + 1/3W, + 1/3W,=1。 这 表示 质量 是 守恒 的 ,而 且 
推出 每 个 W Ub 为 界 。 量 1⁄3 W, 是 在 第 i 个 “三 分 之 一 段 " 上 的 
质量 , 记 它 为 rio 

(B) 排除 均匀 分 布 W; 1/3. 

(C) WoW, W> 0。 特 别 ,要 排除 康 托 结构 一 一 相应 于 Wo = 
1/2, Wi 20 和 W,=1/2, 

以 后 的 级 联 过 程 的 阶段 是 类 似 的 ;例如 ,在 子 涡 上 的 密度 是 
Wo, Wo Wi, Wo Wz, Wi Wo, W172, W, Wa, Wa Wo, Wa Wi, W30 

结论 ”如 上 和 迭代 直至 无 穷 ,就 得 到 如 下 的 结果 , 它 大 部 分 来 自 
伯 西 柯 维 奇 和 埃 格 雷 斯 顿 (Eggleston) 的 工作 。( 文 献 Billingsley 
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1965 是 宝贵 的 注释 。) 

(A) 奇异 性 , 伯 西 柯 维 奇 分 形 “几乎 每 点 的 密度 渐 近 于 零 。 
由 那些 渐 近 密度 不 为 零 (在 那里 是 无 穷 ) 的 点 构成 的 集合 就 称 为 伯 
西 柯 维 奇 分 形 ， 记 作 8。 它 是 [0,1] 中 的 点 集 , 它 的 三 重 进 制 设计 
是 使 得 比率 

kk k ARAFE i 的 个 数 ) 
收敛 于 ri。 这 些 点 构成 一 个 开 集 : 上 述 点 的 序列 的 极限 可 不 在 该 
集 。 

(B) 无 腔 阶 性 ”质量 的 极限 分 布 是 处 处 稠密 的 :甚至 渐 近 地 
没有 完全 空 的 开 区 间 ( 无 论 怎 么 小 )。 在 0 与 之 间 的 质量 随 ; 严 
KE. TEDW 中 未 能 收敛 于 0 的 那些 点 在 实际 数目 中 是 非常 稀 
少 的 ,它们 的 绝对 数目 确保 在 任何 区 间 [:', rv] 里 的 质量 当 k— oo 
时 有 非 零 的 极限 。 

(C) s 的 索 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 UR 

D = - (rilogrl + mlogr, + rz3logr3)。 

在 形式 上 ,D 是 在 热力 学 中 定义 的 “ 炉 ”, 否则 就 是 由 山 农 定 
义 的 “信息 ”( 见 文献 Billingsley 1965)。 

(D) s 的 相似 维 ” 它 是 1。 的 确 ,B 是 自 相似 的 且 N=3 和 7 
=1/3, 因 此 Ds = log 3/log 3=1; 要 附加 下 标 S 的 原因 马上 就 会 明 
白 出 来 。 类 似 地 ,三 维 变量 有 维 数 3。 在 这 种 情况 不 会 有 大 量 实 
际 的 意义 :首先 , 它 不 依赖 于 各 个 W, 只 要 满足 此 条 件 就 强加 上 
去 ;第 二 ,如 果 把 s 以 它 的 康 托 尘埃 极限 代替 , 它 就 从 1 跳 到 
log 2/log 3。 . 

此 外 ,在 自 相 似 性 上 已 不 再 能 找到 分 形 分 布 。 的 确 , 如 果 在 所 
有 长 为 3-* 的 各 段 上 配置 相等 的 权重 ,最 后 的 分 布 就 在 [0,1] 上 均 
3h, ES W, 的 值 无 关 , 它 不 同 于 这 种 度量 一 一 由 此 度量 就 可 
产生 集合 本 身 。 还 有 ,通过 康 托 侍 埃 极限 ,均匀 分 布 连续 地 变化 得 
非常 不 均匀 。 

(E) 号 的 “凝聚 集 " 的 相似 维 ”这 是 D。 问 题 在 于 , 伯 西 柯 维 
奇 测度 十 分 近似 分 形 齐 次 测度 于 这 样 的 度量 , 即 它 的 相似 维 等 于 
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豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 六 。 更 精确 地 讲 , 当 级 联 步 又 次 数 大 很 
大 以 后 ,原始 均匀 质量 的 覆盖 块 变 成 凝聚 在 3 名 个 长 为 3-“ 的 三 元 
区 间 上 。 这 些 区 间 在 [0,1] 上 不 是 均匀 分 布 的 ,而 且 它 的 最 大 间 院 
M k— e B TO. 

注释 ”必须 区 别 两 种 集 ， 充 满 集 " 必 定 包 含 总 质量 ,而 "部 分 
集 " 里 质量 块 是 凝聚 的 。 这 两 种 集 都 是 自 相 似 的 ,但 是 它们 的 自 相 
似 维 D, 和 D 是 不 同 的 。 见 以 下 的 条 目 5。 


4. 随机 加 权 凝 固 (Mandelbrot 1974 f, c) 


在 文献 Mandelbrot 1974 f,c 中 介绍 了 对 伯 西 柯 维 奇 方案 自然 
而 丰富 的 推广 ,而 在 文献 Kahane & Peyriere 1976 中 又 有 发 展 。 

每 个 级 联 阶段 的 效果 是 在 每 个 涡 的 00 涡 里 的 密度 乘 以 恒 等 
分 布 的 统计 独立 的 随机 权重 Wo 

在 加 权 凝 固 级 联 的 阶段 以 后 ,质量 的 覆盖 块 成 为 由 大 量 的 
数量 级 为 bD (超出 了 总 数 b), 

D* = - (Wlog,( W)) =3 - (Wlog,W)。 

特别 ,如 果 WW 是 离散 的 而 且 它 的 可 能 值 W, 分 别 具 有 概率 p, 

就 有 
D* =3- Xip,V;log,W,. 

D'»0,D- 六 "的 情形 由 加 权 凝 固 产生 的 测度 近似 于 维 数 
为 D = D" 的 分 形 齐 次 测度 ,就 像 在 第 23 章 中 所 得 到 的 。 

D* <0,D=0 的 情形 非 空 胞 的 数目 渐 近 地 趋 于 0, 因 此 其 
极限 几乎 必定 是 空 集 。 

概括 起 来 ,质量 的 载体 由 D = max(0,D* WAAR. 

截面 ”类似 地 ,在 平面 或 线性 截面 上 的 质量 集聚 在 相对 少 的 
涡 数 ,分 别 为 6? -0D( 总 数 刀 之 外 ) 和 62 -2( 总 数 b 之 外 )。 因 
此 ,截面 是 非 退 化 的 ,只 要 分 别 有 D* > 1 或 D* >2, 以 及 它们 分 
BERN D" - 1 或 D* -2 的 分 形 所 逼近 ,这 样 ,截面 的 维 数 服 
从 像 对 腔 隙 分 形 同 样 的 法 则 。 
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新 随机 变量 ,在 有 权 加 法 下 的 不 变性 dux HPAL SE 
üt X FUITE 一 个 天 阶 涡 里 的 质量 ,或 者 支配 维 数 为 和 的 直线 
或 平面 的 截面 。 我 表明 ,该 二 满足 泛 遇 方程 

( CYS XW, =X. 
IER Cz b^. B BLUE SC W. ALN, 均 独 立 ,而 等 式 表 示 分 布 是 恒 等 
的 ， 此 方程 推广 了 了 在 子 条 目 莱 维稳 定 变 量 …… 里 讨论 的 方程 
CL) CRITE S om PELL Kahane & peyriere 的 著作 引文 中 有 讨 


i£. 
5. 极限 对 数 正 态 随机 凝结 和 函数 (Mandelbrot 1972 j) 


文献 Mandelbrot 1972 j 放弃 了 涡 格 ,其 绝对 的 和 加 权 的 凝固 都 
是 从 康 托 处 借用 的 概念 。 没 有 预先 描述 涡 , 但 就 像 质量 分 布 一样 
用 问 样 的 统计 机 理 产 生出 涡 。 此 外 离散 的 涡 层 合并 进 连续 统 。 

有 目标 的 极限 对 数 正 态 函 数 ” 我 们 继续 逐次 修正 对 (为 简单 
EE IAL) PY DS Ht ERR L(1) 实 施 的 加 权 凝 固 。 

在 第 n 个 阶段 后 ,加 权 凝 固 的 密度 是 函数 Y,(1), 它 使 AlogY, 
(4) =logY,, (t) - log Y, (i) 是 阶梯 函数 ; 当 1z 是 6-"= r 的 整数 倍 
时 它 就 改变 ,而 在 这 些 时 刻 之 间 的 值 是 形 为 logW 的 独立 随机 变 
Ht. MEH AlogW 是 均值 为 - 1/2(log4) 和 方差 为 ylogb 的 对 数 
正 态 。 我 们 发 现在 AlogY, (1) Al AlogY, (1 + c) Z la] 8 Hh Jy 26 TE X 
jiri < ' A u (logh) (1 — |r l/r"), ffi TE JE EX B8] Sb OO, 
Alog 了 (i) 不 是 高 斯 的 ,因为 其 值 的 联合 分 布 (对 2 个 或 更 多 的 1) 
不 是 多 维 高 斯 随机 变量 。 

第 1 次 修正 ”以 AlogY* (t) [ 它 是 定义 为 带 有 极 少 不 同 协 方 
Æ pe (log b )exp( -1r1/r) 的 高 斯 随机 函数 ] 代 替 AlogY,(1)。 此 结 
打 保 持 与 原始 同样 的 “依赖 范围 ”, 但 它 使 ^ 期 间 涡 之 间 的 离散 边 
RAT. 

第 2 次 修正 ”以 连续 参量 4 代替 离散 参量 nlogb。 有 限 差分 
Alog Y, (1) 之 和 变 为 无 限 小 微分 dlog (1)( 其 均值 为 - 122642, 
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方差 为 yd4 ) 的 积分 ,而 涡 成 为 连续 的 。 

L(1) 的 定义 ”考察 极限 

L(t) = L(t) = limL (1). 

随机 变量 log Ly (1) E Sr AY (SEB (log, (00) = - 1/244, 
Ji 3 o" log L (1) = Au) o ZRELO) = 工 对 一 切 4 成 立 。 
但 是 ,L(1) 的 极限 不 是 非 退 化 的 就 几乎 必然 为 0。 此 问题 在 数学 
上 还 没有 解决 ,但 如 下 的 直 党 法 论证 无 疑 可 严格 地 做 到 。 现 对 更 
有 兴趣 的 三 维 变量 的 函数 L(x) 加 以 阐明 。 

极限 对 数 正 态 测度 的 凝聚 集 ”为 了 得 到 -一 种 集 ( 其 中 的 (4) 
不 是 小 的 而 是 极 大 ) 的 想法 ,最 方便 的 就 是 应 用 边 为 r WSE 
方形 。 没 有 外 加 的 子 涡 , 而 仅仅 是 一 种 测量 方法 。 当 n>>1 和 XX 
固定 时 ,对 数 正 态 Laus (x) 就 有 极 接近 于 0 的 极 高 概率 ,因此 在 绝 
大 多 数 区 域 里 是 极 小 的 。 

因为 Pues(x) 是 连续 的 , 它 在 边 为 "的 胞 上 变化 很 小 ,因此 
对 于 (具有 对 数 正 态 W 的 加 权 凝 固 的 ) 凝 聚集 的 导数 也 可 应 用 到 
现在 的 模型 。 略 去 对 数 项 ,大 多 数 贡 献 Ly toes (x) AS HY BA 
WA Q = (777)? ,而 D*=3-Aw]2。 

当 j >6, 因 此 D* «0,24 A— eo B| 0 一 0,L(x) 几 乎 必然 退 
化 。 

当 4<y<6, 因 此 0< D* <1,L(x) 是 非 退 化 的 且 D- D* ,但 
它 在 平面 和 直线 上 的 迹 几 乎 必然 退化 。 

当 2<w<4, 因 此 1<D*<2,Z(z) 和 它 在 平面 上 的 迹 是 非 退 
化 的 ,具有 维 数 D* 和 D' - 1, 但 它 在 直线 上 的 迹 几 乎 必然 退化 。 

X 0« pu «2, FE 2« D* <3,L(x) 和 它 在 平面 及 直线 上 的 迹 
都 非 退 化 的 ,其 维 数 是 D*,D* -1 和 D* -2 


6. 测度 的 凝聚 的 维 数 


关于 间歇 现象 的 研究 ,也 提出 了 另外 的 维 数 定义 。 代 替 度 量 
空间 中 的 集 , 改 为 考虑 测度 w(3), 它 定义 在 有 界 子 空间 NEB 
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含 小 球 的 适当 的 oh) ,而 且 有 下 面 的 性 质 :(A) 当 os 是 个 小 球 ， 
us) >0 以 及 AGO) =1, 因 此 "使 545>0 的 集 " 便 等 于 Q。(B) 然 
而 直观 上 认为 ,x AREN 中 非常 小 的 部 分 。 我 们 要 寻找 把 CB) 
定量 化 的 新 方法 。 
给 出 p>0 和 0<X<1, 考 虑 集合 24, 它 满足 jy(Q - 二 人) < 
ào V NC o, UA) 8 A 所 需要 的 、 半 径 为 p 的 小 球 数目 的 下 确 
界 。 定 义 
N(p,A) z inf N(p, 22) 

类 似 维 数 的 表达 式 

lim inf, yolog N(a,a)/log (17a), 

lim inf, jo log N(p,A)/log (1/p), 

lim inf, olim inf, ¿olog N(p,4)/log (1/p) 0 

我 发 现 潜伏 在 后 的 某 些 直觉 法 估算 很 有 用 ,但 应 该 欢迎 严格 的 探 
案 。 当 然 ,试探 估算 以 相对 于 某 些 观 察 到 的 覆盖 5)X 以 实际 的 入 
(8, UA)RF lim inf N(6 ,4)。 


皮 亚 诺 曲 线 


关于 本 标题 和 不 完整 的 计算 基础 方面 的 附加 材料 ,可 在 1977 
年 版 《分形 》 的 第 12 章 中 找到 。 


位 势 和 容量 , 弗 罗斯 特 曼 维 


Ki X—1B8 a HE D 在 经 典 位 势 和 广义 ( Marcel 
Riesz) 位 势 ( 其 核 为 lz1-7 ,而 下 关 玉 -2) 的 现代 理论 中 起 着 核心 
作用 。 在 新 近 的 对 位 势 理 论 的 非 基础 性 研究 之 中 ,我 支持 文献 du 
Plessis 1970, 第 3 章 ,而 更 详细 的 可 见 文献 Landkof 1966 ~ 1972。 


1. 狂想 
应 该 注意 到 特殊 值 D = 1 与 RX 中 的 牛顿 势 直接 相连 。 这 种 
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连接 构成 了 第 10 章 中 有 关 各 种 宇宙 学 理论 ( 它 预 测 D = 1), 808 


富 尼 耶 和 琼 斯 一 霍 伊 尔 理论 。 

如 果 改 变 这 些 理论 的 措辞 而 作为 牛顿 引力 论 的 系 ,应 该 也 是 
可 能 的 。 

这 样 ,离开 观察 值 D = 1.23 而 从 1 出 发 ,也 应 追踪 到 非 牛顿 
(相对 论 的 ) 效 应 。 
2. 维 数 和 位 势 : 直 党 法 

就 像 在 第 10 章 所 提 到 的 ,本 特 利和 牛顿 知道 开 普 勒 的 明亮 天 
空 效应 (“ 奥 尔 勃 斯 伴 请 "”) 借 助 于 引力 势 也 有 相对 应 的 结果 。 假 定 
EE=3, 在 距 原 点 w 半径 为 R 的 球面 上 的 质量 M(R) 正 比 于 RP 而 
Dz3,W ITE w 的 总 位 势 ( 它 正比 于 | R- FR?-IdR = | RdR) 在 
无 穷 远 处 发 散 。 当 D =3 而 F >3 时 就 不 会 在 无 穷 远 处 发 散 。 这 
就 推出 非 牛顿 势 。 同 样 的 结果 也 在 F- 18 D < 的 富 尼 耶 一 沙 
利 敢 模型 中 得 到 。 

对 一 般 积分 | ROI 7dR 在 无 穷 远 处 收敛 的 条 件 显然 是 D < 


下 ,而 在 原点 收敛 的 条 件 是 D> F。 这 论证 建立 了 在 D 与 下 之 间 
的 1-1 连接, 特别 把 D = 15 F=1 相 联 系 。 


3. 位 势 和 容量 


这 种 连接 由 于 波 利 耶 和 赛 苹 的 工作 而 更 紧密 了 ,而 文献 
Frostman 1935 提出 了 最 终 形 式 。 最 大 优点 是 这 种 论证 超出 单一 原 
点 w 而 是 ( 紧 ) 集 5 上 的 所 有 点 。 考 虑 分 布 在 s 上 的 单位 质量 ， 
因此 区 域 du 包括 质量 dylu) EA t, lul “产生 势 函 数 


na)- | heeri u). 

把 静电 容量 的 物理 概念 用 到 测量 集合 的 “容量 "。 这 思想 是 这 
样 的 ,如 果 了 有 高 容量 C( 了) ,总 质量 /被 逐渐 移动 ,以 保证 最 大 
位 势 尽 可 能 小 。 
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定义 : 取 位 势 在 所 有 点 上 上 的 上 确 界 ,然后 将 此 结果 关于 s 
上 单位 质量 的 所 有 分 布 取 下 确 界 , 最 后 置 
C(s) = {inff suplI(t) ]] -to 
如 果 使 用 1/r 核 , 最 小 位 势 实际 上 由 于 导 通 集 上 的 电荷 而 被 达到 。 
等 价 定义 :[ C(5)]-! 是 由 s 支撑 的 所 有 的 质量 分 布 和 由 重 
积分 


ff nic uto apCodeCO 
所 定义 的 能 量 分 布 之 中 的 下 确 界 。 
4. 把 刀 作 为 弗 罗斯 特 曼 维 


在 C(5) 和 正之 间 存 在 简单 的 关系 式 。 当 用 作 定 义 CCS) IS 
指数 屎 大 于 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 忆 时 ,C(3) 的 容量 为 0, 这 
意味 着 甚至 “最 有 效 的 "在 上 的 分 布 要 导致 一 个 在 某 些 地 方 为 
无 穷 的 势能 。 另 一 方面 , 当 FF 小 于 D 时 3 的 容量 是 正 的 。 因 此 在 
KABA RHR PMSA AAMAS REA BE, 
SCAR Frostman 1937 以 最 一 般 的 情况 证 明了 此 恒等式 。 在 容量 测度 
和 之 斯 多 夫 测度 之 间 详 细 的 关系 式 已 在 讨论 维 数 D 时 涉及 过 ; 见 
文献 Taylor 1961。 


5. “ 非 规则 的 " 维 


在 物理 学 家 的 头脑 里 核 1uw1- "i FE-2 与 有 着 “ 非 规则 的 
欧 氏 " 维 2-- 下 的 媒 入 空间 联系 在 一 起 的 (我 不 信 此 习惯 就 意味 着 
隐 含 任何 实际 的 把 E 推广 到 正 实数 而 非 整 数 )。 给 定 (a) DAF 
之 间 的 连接 ( 弗 罗 斯 特 曼 ), (b) MRR Rat D 的 作用 (已 在 
本 书 的 第 10 章 中 建立 ) ,术语 非 规则 维 导 致 如 下 的 陈述 。 对 银河 
系 ,分 维 D = 1 不 是 非 规则 的 ,而 观察 到 的 分 维 D~1.23 似乎 包含 
^ 3E LIU 28 85 Hx A 25 lB] ç 
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截断 下 的 标 度 


以 与 标 度 的 连接 为 基础 , 双 曲 分 布 仅仅 是 这 样 的 分 布 , 即 重新 
标 度 的 截断 变量 “U/uo, 已 知 U/ uo > 1” 有 独立 于 uo 的 分 布 。 

证 明 ”假定 存在 一 个 基本 分 布 P(u), 带 有 重新 标 度 的 截断 
随机 变量 W = U/uo 以 及 通常 的 条 件 分 布 P( wuo)/P( wo)。 要 求 
此 条 件 分 布 对 uo = 和 wo = h BAAN. id v = logh Al vp” = 
log h" 3:48 FE R = log P(u) EH v = logu 的 函数 。 所 希望 的 恒等式 
P(uh')/P(h') = P(uh")/P( Rh") BR R(v v) - R(v') = ROW 
v) - RCo") %t— WERE v,v Ale" oro RARER R E o 的 线 
性 函数 。 


相似 维 : 它 的 陷阱 


某 些 开 集 (不 包括 它们 的 极限 点 ) 包 含 着 维 数 间 的 重要 差别 。 

康 托 尘埃 集 的 孔洞 端点 所 组 成 的 集 是 自 相似 的 , 它 与 总 的 康 
托 集 有 相同 的 N 和 7, 因 此 它 有 同样 的 相似 维 。 但 它 不 可 数 ,因此 
它 的 豪 斯 多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 维 是 0。 把 此 尘埃 的 极限 点 增加 到 康 
托 侍 埃 则 差别 消失 而 相似 维 “ 得 益 " ,对 于 该 集 说 来 相似 维 是 更 为 
重要 的 特征 。 

第 2 个 最 简单 的 例子 ,我 称 它 为 伯 西 柯 维 奇 集 ,在 条 目 无 腔 阶 
分 形 ,3 中 研究 。 


平稳 性 (平稳 度 ) 


用 在 科学 谈话 中 的 普通 词汇 由 两 方面 组 合 而 成 :(a) 依赖 于 
M (b) 有 正式 定义 的 ,它们 中 的 每 一 个 都 选 
定 一 个 专门 的 意义 然后 在 数学 上 珍藏 它 。 术 语 平稳 的 和 遍历 的 是 
很 幸运 的 ,得 到 数学 家 们 的 同意 。 但 是 我 的 经 验 表明 ,许多 工程 
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师 .物理 学 家 和 实际 的 统计 学 家 仅仅 在 口头 上 承认 数学 定义 而 且 
掌握 较 罕 的 观点 ,而 我 更 喜欢 其 为 广泛 的 观点 。 这 些 误解 或 者 信 
爱 正在 显现 出 来 。 

数学 定义 ”一 个 过 程 Y(1) 是 平稳 的 ,如 果 X(14) 的 分 布 关于 
LL XC + c)BI XC + r) 的 联合 分 布 关于 r 独立 ,而 且 对 一 
Ul k XC + c) XC + ORBE HE GET z 独立 。 

PARA GE) 这 是 老生 常 谈 ,那里 除了 要 遵守 无 变化 
的 规则 之 类 现象 外 没有 科学 ,平稳 性 常常 是 被 误解 :许多 想法 仅仅 
要 求 支配 过 程 的 法 则 关于 + 是 不 变 的 。 但 是 这 样 的 归纳 是 错误 
的 。 例 如 ,布朗 运动 的 增 量 BC + c) -BC+ rz) 是 高 斯 的 , 且 均 
值 和 方差 关于 c 独立 。 此 法 则 ,以 及 布朗 运动 的 零 集 法 则 都 是 独 
立 于 r 的 。 然 而 ,平稳 性 特别 地 指 支配 过 程 本 身 值 的 法 则 。 对 于 
布朗 运动 ,这 些 法 则 不 是 时 间 不 变 的 。 

第 2 个 误解 (实际 的 统计 学 家 ) 大 量 技术 (以 及 录制 的 计算 
机 程序 ) 被 告知 就 像 * 平 稳 时 间 序列 的 这 种 分 析 " 在 其 辖 域 里 远 比 
这 标题 所 标记 的 要 狭 窑 。 但 这 是 不 可 避免 的 ,因为 数学 的 平稳 性 
对 于 任何 单个 技术 应 用 于 一 切 情形 都 是 太一 般 化 的 概念 。 结 果 ， 
统计 学 家 们 在 他 们 的 客户 中 鼓励 这 样 的 意见 , 即 “ 平 稳 时 间 序 列 ” 
的 概念 等 同 于 由 最 新 技术 控制 的 如 此 狭窄 的 概念 。 其 至 当 他 们 正 
校 核 其 技术 是 “和 鲁 棒 " 而 遇 到 麻烦 时 ,他 们 指望 从 最 简单 的 假设 训 
开 最 小 的 一 点 ,而 不 是 平稳 性 容许 下 的 大 步 地 离开 。 

第 3 个 误解 (工程 师 和 物理 学 家 们 ) 许多 研究 者 (部 分 原因 
是 前 面 的 误解 ) 相 信 , 平 稳 性 坚持 “可 以 上 上 下 下 动 ,但 这 种 支撑 物 
在 统计 上 是 相同 的 "。 此 摘要 应 用 到 较 早 的 非 正式 阶段 ,但 现在 它 
也 是 无 效 的 。 数 学 定义 特别 提 到 了 产生 规则 而 没有 提 到 产生 的 对 
象 。 当 数学 家 们 首先 遇 到 的 平稳 过 程 具有 极端 地 反复 无 常 的 样本 
时 他 们 惊奇 了 ,平稳 性 能 包含 如 此 丰富 的 未 期 望 的 行为 。 很 遗 钴 ， 
许多 实践 者 坚持 这 类 行为 不 是 平稳 的 。 

一 个 灰色 区 域 这 是 没有 问题 的 , 即 在 平稳 和 非 平稳 过 程 之 
间 的 边界 位 于 高 斯 白 噪 声 和 布朗 运动 之 间 的 某 处 ,但 精确 位 置 还 
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在 争论 之 中 

作为 基准 的 标 度 骂 声 。 第 27 卓 的 苘 斯 标 度 噪声 对 于 精确 化 
边界 是 很 方便 的 基准 ,它们 的 谱 密 度 且 有 形式 /5 而 20， 对白 
Wey BOs et i Big d B-2;:b FAS IA] H bs, IE ES RA YE 
过 程 的 边界 就 落 在 不 同 的 B 值 上 

TO BEER r EPA EET JE (E B= 的 边界 上 ， 
IA Ay 7 Pdf < o REMF B <1. 

"m bk HEROS EE IU EO f B S 1 ee TEM TELE, 
在 有 =0 和 及 >0 之 间 存 在 更 多 可 见 的 变化 ,是 如 此 之 多 ,因此 实 
ERA MI AAE- FEARS B > 0 就 倾向 于 称 它 为 不 平稳 的 。 
Ifi HABT] BERK, AKIRI B > 0 的 样本 数据 要 以 不 平稳 的 模 
sr: 

一 方面 ,我 发 现 排除 B > 1 使 得 不 平稳 的 定义 在 许多 侠 究 
情况 时 使 之 不 适当 地 - 般 化 了 。 

条 件 的 平稳 阵 发 过 程 ” 例 如 ,分 形 噪 声 理论 (第 8 章 ) 提 出 , 布 
朗 零 集 过 程 在 变 弱 的 形式 里 是 平稳 的 。 的 确 , 假 定 在 上 =0 和 上 = 
7 之 间 的 任何 地 方 至 少 存在 一 个 零点 。 结 果 是 依赖 于 7( 作 为 一 
个 另外 的 非 固有 参量 ) 的 随机 过 程 。 我 考察 了 值 X(t + 4) 的 联 
立 分 布 是 与 上 独立 的 ,只 要 时 刻 r+ 如 都 位 于 0 和 了 之 间 。 这 样 ， 
非 平稳 的 布朗 零 集 过 程 潜伏 地 合并 为 一 整 类 随机 过 程 , 其 每 个 都 
满足 条 件 的 平稳 性 形式 (这 种 平稳 性 常常 是 满足 的 )。 

此 类 过 程 如 此 密切 地 相互 联系 ,文献 Mandelbrot 1976 b 指出 ， 
必需 把 它们 看 作 广义 的 随机 过 程 ,5 可 称 为 阵 发 过 程 。 与 标准 的 随 
机 过 程 相 比 ,其 新 颖 性 在 于 全 样本 空间 Q 的 测度 w(O) = =o, A 
此 它 不 能 标准 化 为 w(2) = 1。 对 随机 变量 承认 p(Q) = oo BR 
追溯 到 文献 Rényi 1955。 要 防止 从 uN) = %m 导 致 突变 ,广义 变量 
理论 假定 决 不 直接 考察 它们 ,而 仅仅 作为 条 件 , 即 某 些 事件 C 使 
得 0< u(C) « o, 

虽然 瑞 奈 随机 变量 具有 特别 重要 性 , 阵 发 函数 是 重要 的 : 特 
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别 ,他 们 承认 文献 Mandelbrot 1967 b 驱 走 某 些 红 外 线 突 变 的 实例 ， 
因此 解释 了 某 些 BE [1,2] 的 标 度 噪 声 。 

遍历 性 ,混合 ”有 不 同 解释 的 第 2 个 概念 是 遍历 性 。 在 数学 
文献 中 遍历 性 分 成 多 重 的 混合 形式 。 某 些 过 程 混合 很 强 ， 而 另 一 
些 则 混合 RI. 正 像 数学 家 的 著作 中 指出 的 ， 这 种 区 别 几乎 不 像 
会 对 性 质 A UE AUG Eo 而 事实 上 就 是 这 样 出 乎 意料 ! 特别 ,对 
0< B<1 的 标 度 噪声 是 弱 的 而 不 是 强 的 混合 

第 4 个 误解 (涉及 收敛 到 B(1) 的 极限 的 有 效 性 ) 深信 ,说 
X(4) 是 平稳 的 就 与 说 它 的 作用 和 X" (1) = DX GO E Rb dk p 
便 收敛 于 布朗 运动 是 同样 的 。 数 学 家 们 早 就 知道 这 种 相信 和 是 无 根 
据 的 (文献 Grenander & Rosenblatt 1957)。 而 本 书 所 研究 的 许多 情 
形 里 所 含有 的 X(1) 是 与 这 种 相信 矛盾 的 ,因为 不 是 诺 厄 效应 
(《X2(1)) = % ) 就 是 约 瑟 效 应 (无 限 依赖 性 ,就 像 在 f ”噪声 而 B 
>0)。 然 而 ,几乎 在 我 研究 的 所 有 情形 ,至 少 在 某 些 阶段 已 先 验 地 
被 消除 了 (由 于 一 个 “输出 "保持 基本 现象 显然 是 不 平稳 的 ), 因 此 
我 的 平稳 模型 事先 就 毁灭 了 。 这 样 的 论证 是 错误 的 ,但 它 在 心理 
学 上 有 意义 。 

结论 ”数学 上 平稳 和 不 平稳 过 程 的 边界 促进 了 在 语义 学 上 的 
争论 。 实 际 上 ,此 边界 由 于 这 些 过 程 不 同 于 直观 的 平稳 过 程 而 被 
搁置 ,不 过 仍 能 作为 科学 的 对 象 。 它 们 也 在 本 书 中 偶然 发 生 而 我 
的 研究 工作 可 以 停止 了 。 

词汇 问题 ;“ 拉 普 拉 斯 的 "亲切 的 ,或 者 “固定 的 "与 “流浪 
者 "的 比较 ”新 术语 再 次 成 为 不 可 缺少 的 ,因此 我 推荐 固定 的 
( settled ) 作 为 (a) 数学 家 们 称 " 平 稳 的 而 且 使 (已 收敛 于 BC) 
的 同义词 ,(b) 有 直观 想法 的 一 个 术语 , 某 些 实践 者 倾向 于 称 为 ~ 
“平稳 的 "。 男 外 的 同义词 是 非 固定 的 和 流浪 的 。 

在 较 早 的 论文 (Mandelbrot 1973 t) Œ, 用 (代替 固定 的 ) 术 语 拉 
普 拉 斯 的 和 亲切 的 。 后 者 就 意味 着 “无 损害 的 ， 容易 控制 的 ”; 它 应 
用 了 ， 因为 这 类 机 遇 能 够 信任 而 不 产生 任何 猛烈 的 和 多 变 的 构 形 ， 
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它 使 变化 无 常 的 机 遇 有 更 多 困难 和 更 感 兴趣 。 


用 R/S 作 统 计 分 析 


有 关 时 间 序 列 的 两 个 假设 在 实际 的 统计 学 中 是 当然 成 立 的 : 
(X2) < o 和 于 是 短暂 相依 的 。 然 而 我 指出 (第 37 章 ) ,长 轨迹 的 
实验 记录 是 接受 (入 = % 的 最 好 解释 。 首 先 面 对 的 问题 是 那个 
记录 是 弱 的 (短暂 的 ) 还 是 强 的 (长 时 期 的 ) 相 关 , 我 引入 长 时 期 相 
依 来 解释 赫 斯 特 现象 (第 27 章 )。 

长 轨迹 的 混合 和 非常 长 时 期 相依 在 统计 上 无 法 处 理 ,因为 标 
准 的 二 阶 技术 适合 于 趋向 相关 的 (相关 性 , 谱 ) 不 变量 (假定 (X?》 
< o% )。 但 是 存在 另 一 种 代替 的 方法 。 

我 们 可 以 不 管 X(t) 的 分 布 而 处 理 它 的 长 时 期 相依 ,只 要 利用 
改变 标 度 范围 的 分 析 , 也 称 为 R/S 分 析 。 该 统计 方法 (由 文献 
Mandelbrot & Wallis 1969 c 引入 ,又 在 文献 Mandelbrot 1975 w 中 给 
出 数学 基础 ) 涉 及 到 短暂 的 和 非常 长 时 间 之 间 的 区 别 。 其 引入 的 
常数 记 作 J , 称 为 赫 斯 特 系数 或 R/S 指数 , 它 位 于 0 与 1 之 间 。 

就 连 前 面 定义 的 1 ,也 能 描述 它 的 意义 。 特 殊 值 J = 1/2 是 马 
尔 可 夫 和 其 他 短暂 相关 的 随机 函数 独立 的 特征 。 因 此 ,在 实验 记 
录 或 样本 琐 数 里 缺少 非常 长 时 期 的 非 周期 统计 相依 时 可 以 这 样 来 
研究 , 即 试验 假设 J = 1/2 在 统计 上 是 否 可 接受 。 如 果 不 能 ,非常 
长 时 期 相关 的 强度 以 J-1⁄2 测量 ， 此 值 可 从 数据 中 估算 。 

此 方法 的 主要 优点 是 ,指数 JRF DRE L LO 即 不 
仅 当 基本 数据 或 随机 函数 靠近 高 斯 时 是 有 效 的 ， 而 且 当 X (i) Bi 
高 斯 使 (X*(1)) 发 散 时 它 还 继续 有 效 , 在 这 种 情形 里 所 有 的 二 阶 
技术 都 是 无 效 的 。 

统计 的 R/S 之 定义 ”对 连续 的 时 间 1 ,定义 X*(1)= 


有 Cuddy 0) = | Xudu fc? = Ort Ys BRE 
间 ESU X" (0) =0,X"(e) = SX GO SEAL Bea t 的 整数 
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部 分 。 对 每 个 d, EX X" (1) 在 时 间 区 间 0 到 q 中 的 调节 范围 
( 称 为 滞后 ) 为 
R(d) = max |X" (u) - (u/d) X" (d)! 
min a" (u)-(u/d)X*(d)}. 
然后 计算 X (1) RA ES RK, 


S°(d) = X2"(d)/d - X72(d)/d2o 

表达 式 Q(d) = = ne R/S 统计 的 或 X(1) 的 自 - 重 标 度 

po 指数 7 nes 假定 存在 实数 J IBM d> ott, (1/ 
d’)( R(d)/S(d) f 41i EU SIT ARIE AE BO ER PRR LE, SCA 
Mandelbrot 1975 w 证 明了 可 以 推出 0< J < 1, RAW RAR YA 
R/S 指数 J 及 常数 R/S 前 因子 。 

更 一 般 性 ,假定 比率 式 [1/d/L(d)][R(d)/S(d)], 其 中 Ld) 
记 为 在 无 穷 远 处 的 一 个 慢 变 函数 , 即 此 函数 满足 L(14)/L(d) 一 1 
当 d>w 对 一 切 :>0 成 立 。 最 简单 的 例子 就 是 L(d) = logd。 然 
Ja PRM X A R/S 指数 J 以 及 R/S 前 因子 L(d)。 

主要 结果 (文献 Mandelbrot 1975 w)” 当 X(i) 是 高 斯 白 噪声 
时 ,发 现 J =1/2 带 有 常数 前 因子 。 更 精确 地 说 ,e- YR(e?)/S(e°) 
是 ô = log d 的 平稳 随机 函数 。 

更 一 般 地 ,每 当 S(d) (XP) BE J = 1/2, 而 重新 标 度 的 
a^? X* (at) a> oh BKNF B(1)。 

当 X(i) 是 离散 的 分 数 高 斯 噪声 (就 是 By(i) 的 增 量 序列 时 ， 
REM J- H,ifi HE ]0,1[。 

更 加 一 般 性 ,为 了 得 到 J = H 关 1/2 及 一 个 常数 前 因子 ,只 要 
S(d)> (XM X? (IE SUE. By CO ix" (1)) = PP, 

仍然 是 更 加 一 般 性 的 ,J= Hx 1/2 而 前 因子 2(d) 有效, 如果 
S(d)>(X*), M X (1) 被 吸引 到 By(i) 以 及 满足 (X* G0) 
PLC) 6 

最 后 , 当 S(d)— (XD BE J 1/2, 1 X" (ORRI BBR H = 
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J 的 非 高 斯 标 度 随 机 函数 。 文 献 Taqqu 1975, 1979 a, b 给 出 了 
例子 。 

另 方面 , 当 夺 是 莱 维 稳定 的 白 噪 声 ,因此 (有 不)= % ,我 们 就 
得 到 J = 1/2, 

当 大 成 为 平稳 的 , 当 求 差分 (或 求 微分 ) 时 就 找到 J = 1. 


外 和 尔 斯 特 拉 斯 困 数 及 其 族 
紫外 线 和 红外 线 突变 


复杂 的 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 是 下 列 级 数 之 和 ; 
Wo(t)=(1- w?) V Y wrexp(2nib"t) 

其 中 心 是 实数 且 > 1,8 wSXw- HOCH«I, RAM w= 
刀 -? 而 1< 六 <2。Wo(b) 的 实 部 和 虚 部 就 称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 余 蓄 
和 正弦 函数 。 

函数 Wo (o) FETE BE MT kb Ab AR RT A, (HEM D < 1 的 形式 延 
拓 是 连续 和 可 微 的 。 

除了 Wo(i) 以 外 ,在 此 条 目 里 还 要 讨论 几 个 变量 ,我 发 现 必 须 
引进 它们 ,由 于 Wo(1) 已 经 当 上 了 分 形 理 论 的 新 角色 。 

Wo( 1) 的 频谱 术语 “ 谱 " 由 于 多 种 意义 而 负担 过 重 了 ,频谱 
表示 频率 故而 不 管 相应 项 的 振幅 ) 的 容许 值 所 组 成 的 集合 。 

一 个 周期 函数 的 频谱 是 正 整数 的 序列 ,一 个 布朗 函数 的 频谱 
是 用!。 而 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 频谱 是 离散 序列 b, MA n = 1 #l| n 

Wo(i) 的 能 量 谱 能 量 谱 表 示 由 f 的 容许 值 与 相应 的 能 量 
(振幅 的 平方 ) 一 起 所 组 成 的 集合 。 对 于 形 为 f= 如 的 频率 ， 
Wo(1) 有 一 条 能 量 为 (1 - w?)-!1w”? 的 谱 线 。 因 此 在 频率 f> bn 的 
积累 能 量 是 收敛 的 ,而 且 正 比 于 w= pP gp, 

与 分 数 布朗 运动 的 比较 ”在 前 面 遇 到 的 几 个 情形 里 ,累积 能 
量 也 是 6-7", (A) 分 数 的 健 立 叶 一 布 朗 一 维 纳 周 期 随机 函数 ,其 
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可 接受 频率 具有 形式 /= n MARAE KBE n" 717, (B) 
这 种 随机 过 程 具有 连续 的 总 体 谱 密度 正比 于 29/7" 71. "ETE 
是 第 27 章 的 分 数 布朗 函数 By (0). 4 H = 1/2, 外 尔 斯 特 拉 斯 累 
积 谱 正 比 于 /-!。 对 通常 的 布朗 运动 B(:) 就 会 遇 到 , 它 的 谱 密度 
Ej 其 本 质 差 别 在 于 布朗 谱 是 绝对 连续 的 ,而 传 立 叶 一 布朗 
一 维 纳 和 外 尔 斯 特 拉 斯 谱 是 离散 的 。 

不 可 微 性 ”为 了 证 明 对 任意 的 1 值 Wo(i) 没 有 有 限 的 导数 ， 
外 尔 斯 特 拉 斯 (函数 ) 必 须 增加 2 个 条 件 : (a) b 是 奇数 ,因此 
Wo( t) SEAS sz OF RB, (b). log, (1432/2) < D <2。 充 分 必要 条 件 
b>1 和 1<D<2 来 自 文献 Hardy 1916。 

. 能量 的 发 散 ” 作 为 一 位 习惯 于 谱 的 物理 学 家 , 哈 迪 的 条 件 在 
直观 上 是 显然 的 。 应 用 拇指 法 则 , 函数 的 导数 由 它 的 第 上 个 傅 立 
叶 系 数 乘 以 大 而 得 到 ,物理 学 家 发 现 对 于 Wo(:)( 它 的 傅立叶 系数 
为 k= 如 ) 的 形式 导数 ,其 振幅 的 平方 等 于 (1 - w^) wd, 在 
频率 > 如 里 累积 能 量 是 无 穷 的 , 物理 学 家 们 同意 不 能 定义 
Wo (t) 0 

这 是 饶 有 趣味 的 , 黎 曼 为 了 研究 可 微 性 的 反例 ,他 转向 函数 
RG) = Sn-?sin(2xn?4), 它 的 能 量 ( 当 频 率 >/ =n?) EE Ik + 
n-3=f/- 当 而 H=3/4。 因 此 ,同样 的 直觉 法 论证 提出 R CL) RA 
可 定义 的 ,因此 R(1) 是 不 可 微分 的 ,这 个 结论 “几乎 "是 正确 的 ,但 
是 R'(1) 对 菜 些 t 不 存在 (文献 Gerver 1970, Smith 1972). 

紫外 线 发 散 / 突 变 术语 “突变 "首次 进入 物理 学 在 1900 年 左 
右 , 此 后 瑞 利 和 琼斯 设计 出 一 种 黑体 辐射 理论 ,预测 出 在 /点 附近 
宽度 df 的 频带 中 包含 有 正比 于 广 4 的 能 量 。 总 的 高 频 能 量 是 无 
穷 , 它 的 本 质 是 (对 于 该 理论 ) 突 变 的 。 因 为 从 频率 超过 紫外 线 就 
引 来 了 怀疑 ,这 就 称 为 紫外 线 (VY) 突 变 。 

众所周知 , 普 朗 克 把 量子 理论 建筑 在 由 辐射 的 紫外 线 突变 所 
创建 的 废墟 上 。 

历史 的 一 侧 注意 到 (这 点 必定 已 有 其 他 人 做 过 ,但 我 并 未 参 
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考 ) 同 样 的 发 散 杀 死 了 老 的 物理 学 (1900) ,而 老 的 数学 (1875) 相 信 
连续 函数 必需 是 可 微 的 。 物 理学 家 们 的 反应 是 改变 游戏 的 规则 ， 
而 数学 家 们 的 反应 是 学 习 与 不 可 微 隧 数 及 其 形式 微分 一 起 生活 。 
(后 者 仅 是 在 物理 学 中 常用 的 施 瓦 兹 分 布 的 例子 。) 

探索 标 度 离散 谱 , 红 外 线 发 散 “” 当 布朗 函数 的 频谱 是 连续 ,是 
标 度 的 而 且 扩 展 到 = 0 时 ,适合 于 同样 下 的 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 
的 频谱 是 离散 的 且 界 于 f= 1 之 下 。 出 现 此 下 界 完全 是 由 于 外 尔 
斯 特 拉 斯 的 原始 的 b 是 整数 而 且 函 数 是 周期 的 。 现 在 我 们 能 希 
望 消去 此 特性 ,显而易见 的 方法 就 是 容许 从- wm 变 到 + oo, Æ 
标 度 特性 扩展 到 能 量 谱 , 这 只 要 把 频率 b" 的 成 分 归属 于 振幅 w^ 
就 足够 了 。 

很 遗憾 ,合成 级 数 由 于 低频 成 分 而 发 散 ， 这 个 缺陷 就 称 为 红外 
CIR) RE f (BR “ 突变 ” )。 然 而 必须 面 对 此 发 散 , 因 为 下 界 fa 与 自 
相似 性 相 冲突 ， 否则 就 包括 在 能 量 谱 广 和 2 之 内 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 函数 ,修改 为 关于 能 点 时 间 :=0 是 自 仿 射 的 
要 把 外 尔 斯 特 拉 斯 频谱 向 下 扩展 到 f=0 而 不 引起 可 怕 的 后 果 , 最 
简单 方法 是 首先 建立 表达 式 Wo(0) - Wolt), REE n A- OH 
到 + wm。 相应 于 n <0 所 增加 的 项 ,只 要 0<H<1 就 收敛 ,而 它们 
的 和 是 连续 和 可 微 的 ,因此 函数 修改 为 

Wi) - W,(0) = (1 - W?) "25 W" [exp(2rib") - 1], 

它 仍 是 连续 的 但 无 处 可 微 。 此 外 , 它 在 下 面 意义 下 是 标 度 : 
W^) - W(0) = (1 - W?) ^3 Ww-" petm [expri * ^t - 1] 
= W-"[W,() - W,(0)]. 
于 是 ,函数 W[ w (6%) - W,(00] X T m 独立 。 换 言 之 ,只 要 
r=b™,r-"[ Wy (rt) - W,(0)]X F h Thi, 2#, W,(r) - W,(0) 
以 及 它 的 实 部 和 虚 部 关于 bO "形式 的 r 和 焦点 时 间 : = 0 是 自 仿 
射 的 。 
对 外 尔 斯 特 拉 斯 (修改 的 ) 函 数 WW(i) 进 一 步 的 研究 以 及 带 有 
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启发 性 的 图 形 , 可 以 在 文献 Berry & Lewis 1980 中 找到 。 

带 有 广义 外 尔 斯 特 拉 斯 谱 的 高 斯 随机 函数 ” 当 广 义 的 外 尔 斯 
特 拉 斯 函数 随机 化 后 ,下 一 步 要 迈 向 现实 性 和 可 应 用 性 。 最 简单 
和 5 s s tai 
(修改 的 )- -高 斯 函数 。 在 多 种 方法 里 ， O 
WC, 4 甩 值 匹配 时 ,它们 的 谱 非常 接近 ,就 像 容 许 一 个 是 离散 的 
而 其 他 是 连续 的 一 样 。 此 外 ,文献 Orey 1970 和 Marcus 1976 的 结 
果 保 持 了 可 用 性 ,并 且 表 明 他 们 的 水 平 集合 有 相同 的 分 维 。 

分 形 性 质 ”由 文献 Love & Young 1937 和 Besicovitch & Ursell 
1937 ( 见 Lipschitz…) 中 的 定理 ,一 个 函数 , 它 满足 指数 为 H 的 列 弗 
希 蒋 条件 (对 一 切 x 成 立 ), 此 函数 图 形 的 分 维 在 1 和 2 昌之 间 。 
对 于 具有 相同 累积 谱 广 24 的 分 数 布朗 函数 ,已 知 其 维 数 取 最 大 可 
能 值 2- H = D。 我 猜测 这 对 外 尔 斯 特 拉 斯 曲线 也 同样 成 立 ,但 其 
零 集 的 维 数 为 1- H. 

相关 池 数 的 零 集 ” 拉 德 马赫 函数 是 形 如 sin(2x6%)( 其 中 b = 
2) 的 正弦 函数 的 方形 状 变量 。 当 正弦 分 别 是 正 的 , 负 的 或 零 时 , 拉 
德 马赫 函数 分 别 等 于 1, - 1 或 0( 文 献 Zygmund 1959 1, # 202 页 )。 
外 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 自然 推广 是 一 个 级 数 ,其 第 n 项 是 w" 与 第 n 
个 拉 德 马赫 函数 的 乘积 。 该 函数 不 连续 ,但 它 的 谱 指 数 延 续 到 
2H, 在 直观 上 ,分 数 布朗 运动 的 先例 提出 外 尔 斯 特 拉 斯 - 拉 德 马 
赫 函 数 具有 维 数 1 - 及。 这 已 由 文献 Beyer 1962 所 证 实 ( 但 仅 在 1/ 
H 为 整数 的 限制 条 件 下 )。 

文献 Singh 1935 涉及 到 大 量 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 其 他 变量 。 
在 某 些 情形 里 , 零 集 的 D 很 容易 计算 。 这 个 专题 值得 鲜 为 一 阅 。 
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第 十 二 篇 ”人 物 与 思想 
第 40 章 Me 


在 专门 用 于 作 传 的 这 … 章 的 开头 ,我 们 注意 到 ,那些 为 人 们 所 
津津 乐 道 的 生活 故事 很 少 能 够 成 为 对 那些 投入 科学 主流 的 人 们 的 
报 偿 ( 或 者 是 惩罚 ?)。 以 瑞 利 男 盟 约翰 :威廉 :斯 特 拉 特 (John 
William Strutt, Baron Rayleigh II ) 为 例 ,一 连 串 稳定 的 成 就 使 他 几 
乎 在 科学 的 每 一 个 领域 都 为 人 所 知 。 他 的 生活 看 来 只 是 平凡 地 从 
属于 他 作为 -- 个 科学 家 的 成 长 历程 ,然而 有 一 个 例外 ,就 是 当 他 作 
为 一 个 地 主 的 长 子 而 有 权 进 入 三 一 学 院 时 ,他 决定 成 为 一 名 学 者 。 

科学 家 有 时 候 的 确 很 富 于 传奇 色彩 。 埃 瓦 里 斯 特 ' 伽 罗 华 
(Evariste Galois) 的 故事 合乎 法 国 宫廷 悲剧 的 典范 ,在 同一 天 里 ,他 
作为 一 名 科学 家 闪现 而 又 在 决斗 中 死去 。 然 而 大 多 数 科 学 家 的 故 
事 像 瑞 利 一 样 ( 伯 西 柯 维 奇 即 是 明证 ): 即 便 是 寻根 究 底 也 难以 令 
人 感动 ,他 们 的 生活 是 极端 刻板 的 ,只 有 在 偶尔 出 现 的 吸引 人 的 环 
境 中 才 显 示 出 他 们 的 天 赋 , 另 外 与 众 不 同 的 就 是 他 们 汇 人 了 科学 
的 主流 之 中 。 三 岁 的 高 斯 (Gauss, C.F. ) 纠 正 了 他 父亲 的 计算 错 
误 。 少 年 的 拉 玛 努 入 (Ramanujan,S. ) 重 新 发 明了 数学 。 而 当 沙 普 
利 (Shapley,H.) 发 现 他 必须 等 待 一 个 学 期 才能 在 -- 所 新 闻 学 校注 
册 时 ,他 就 按 字 母 顺序 选择 了 一 个 系 。 他 跳 过 了 考古 学 ,因为 他 不 
知道 这 个 词 是 什么 意思 。 接 下 去 的 是 天 文学 ,这 就 决定 了 他 的 命 
运 。 更 不 同 寻常 的 是 豪 斯 多 夫 。 在 35 岁 以 前 ,他 把 大 部 分 时 间 花 
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费 到 折 学 .诗歌 .写作 .导演 .戏剧 等 等 类 似 的 事情 上 。 然 后 他 定 下 
Ls HE FE RCE ,很 快 他 的 杰作 Hausdorff 1914 就 问世 了 。 

和 和 这 种 典型 模式 -- 致 的 故事 多 得 数不胜数 ,但 是 本 章 中 所 选 
取 的 故事 完全 不 同 。 他 们 汇 入 科学 主流 的 时 间 大 大 拖 后 了 ,有 很 
多 其 至 是 在 去 世 以 后 。 给 人 的 一 种 强烈 而 持久 的 感受 是 他 们 属于 
2j SEAR 主角 们 都 是 弧 独 者 。 他 们 像 一 些 画 家 那样 ,会 被 称 
为 半路 出 家 的 或 者 是 个 幻想 家 ， 不 过 在 美国 英语 中 有 一 个 更 好 的 
hi: :独行 其 是 者 ( maverick )。 当 他 的 生活 故事 的 序幕 落下 时 ， 不 管 
是 出 于 自己 的 选择 还 是 出 于 机 遇 , 他 仍然 未 被 打上 任何 烙印 。 

独行 其 是 者 的 工作 经 常 显示 出 一 种 独特 的 新 鲜 感 。 即 使 是 那 ， 
些 未 能 达到 最 高 境界 的 人 也 与 那些 科学 巨人 一 样 有 着 鲜明 的 个 人 
风格 。 在 这 一 点 上 花 点 时 间 似 乎 是 值得 的 。 用 达 西 :汤普森 的 女 
儿 谈 论 他 的 著作 《生长 与 形体 》(Thompson 1917) 的 话 来 说 ,“ 要 是 
[作者 ] 早 年 没有 在 荒野 中 度 过 三 十 年 的 话 ,能 否 写 出 [这 样 一 本 著 
作 |] 是 值得 深思 的 "事实 上 ,他 出 版 这 本 书 时 已 经 57 岁 。 其 他 一 
些 独 行 其 是 者 的 最 佳 成 果 也 出 现 得 相当 晚 : 那 种 科学 在 很 大 程度 
上 是 年 轻 人 的 游戏 的 陈 词 滥 调 对 他 们 绝对 不 适用 。 

我 发 现 这 样 的 故事 很 感人 ,在 此 愿 与 大 家 分 享 其 中 一 部 分 故 
事 所 激 起 的 情感 。 

作为 独行 其 是 者 们 ,我 们 的 主角 彼此 极为 不 同 。 莱 维 (Paul 
Levy) 活 到 了 他 的 名 声 在 他 所 从 事 的 领域 中 牢 牢 树立 的 年 岁 , 但 是 
他 的 崇拜 者 (我 是 其 中 之 一 ) ,认为 他 应 该 得 到 更 多 ,也 就 是 他 真正 
的 名 誉 。 汤 普 森 也 是 一 样 ,他 不 该 在 科学 史上 没有 一 席 之 地 。 不 
过 ,他 的 生平 在 他 的 著作 的 缩写 本 Thompson 1962 中 有 完整 的 记 
述 。 理 查 森 也 勉 勉 强 强 地 出 了 名 。 但 是 巴 舍利 埃 的 故事 却 更 加 姜 
凉 :没有 人 通读 他 的 著作 和 文章 ,他 常年 都 是 一 个 不 成 功 的 求职 
者 ,直到 有 人 重复 他 的 工作 。 赫 斯 特 (Hurst,H.E. ) 的 运气 好 一 些 ， 
他 的 故事 很 有 意思 。 傅 尼 埃 .达尔 博 和 齐 普 夫 则 应 该 加 上 长 长 的 
注释 。 从 而 ,本 章 中 的 每 个 故事 都 将 给 研究 一 种 独特 的 健全 思想 
的 心理 学 带 来 一 些 启发 。 
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如 果 有 标准 的 传记 ,本 章 中 若 无 必 要 就 不 再 重复 。 内 容 庞大 
的 《科学 传记 辞典 》(Gillispie 1970 ~ 1976) 中 包括 了 参考 书目 ,我 们 
没有 必要 再 重复 。 但 是 它们 省 略 的 东西 也 很 重要 。 


[2272 巴 舍利 埃 (Louis Bachelier，1870 ~ 1946) 


布朗 运动 理论 的 开端 是 一 个 值得 了 解 的 故事 ,这 将 在 下 一 章 
中 涉及 。 但 是 ,物理 学 似乎 让 数学 走 到 了 前 头 , 走 在 前 面 的 同时 还 
有 (由 于 一 系列 非常 不 寻常 的 事件 ) 经 济 学 。 

事实 是 这 样 的 ,布朗 运动 的 数学 理论 大 部 分 真正 了 不 起 的 结 
果 早 在 爱 因 斯 坦 之 前 五 年 就 已 经 得 出 了 。 这 个 先驱 者 就 是 路 易 . 
巴 舍利 埃 (《 科 学 传记 辞典 》, 卷 一 ,第 366 ~ 367 页 )。 

我 们 的 故事 讲 的 是 1900 年 3 月 19 日 在 巴黎 举行 的 一 场 数学 
博士 论文 答辩 。60 年 以 后 ,这 篇 论文 的 带 有 大 量 注释 的 英 译本 受 
到 了 少 有 的 赞誉 。 但 是 ,一 开头 却 糟 透 了 :答辩 委员 会 对 它 的 印象 
很 一 般 , 给 的 评语 是 不 寻常 而 且 近 平 侮 硅 的 “ 良 ”( mention 
honorable) ,在 当时 ,除非 人 们 预见 了 一 个 学 术 职 位 的 空缺 并 确信 
可 以 得 到 必需 的 “ 优 ”( mention tres honorable ) ,他 绝 不 会 当 一 个 法 国 
博士 。 

于 是 ,一 点 儿 也 不 奇怪 ,这 篇 论文 没 对 任何 别人 的 工作 起 到 直 
接 的 影响 ,同样 的 , 巴 舍利 埃 也 没 受 到 本 世纪 的 任何 东西 的 影响 。 
即便 如 此 ,他 仍然 很 活跃 ,并 (在 最 好 的 期 刊 上 ) 发 表 了 几 篇 充斥 着 
无 边 无 尽 的 代数 推导 的 论文 。 此 外 ,他 的 科普 书 Bachelier 1914 重 
印 了 多 次 ,直至 今日 还 颇 值 一 读 。 我 在 这 里 提 到 它 并 非 是 为 了 向 
每 个 人 推荐 ,因为 它 的 主题 内 容 已 经 有 了 深刻 的 变化 ,另外 还 因为 
不 清楚 这 些 话 是 在 总 结 已 有 的 知识 还 是 在 勾勒 值得 探索 的 问题 。 
这 种 模糊 不 清 累 计 起 来 的 后 果 是 相当 使 人 难堪 的 。 巴 舍利 埃 只 
在 好 几 次 失败 以 后 才 最 终 在 小 小 的 贝 桑 松 大 学 得 到 了 一 份 教授 职 
位 。 

与 他 迟缓 和 平庸 的 职业 生涯 和 他 所 留 下 的 微不足道 的 个 人 踪 
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迹 (我 尽管 进行 了 细致 的 考察 ,也 仅仅 能 发 现 一 些 由 他 的 学 生 和 同 
事 收 集 的 片段 ,甚至 连 一 张 照片 也 没有 ) 来 看 ,他 的 论文 在 他 死 后 
的 声望 使 他 几乎 成 了 一 个 传奇 人 物 。 这 么 鲜明 的 对 比 是 为 什么 
呢 ? 

开头 是 这 样 的 :要 不 是 因为 一 个 数学 错误 ,他 的 一 生 本 该 更 光 
明 一 些 。 这 个 故事 记录 在 Levy 1970( 第 97 ~ 98 页 )。 莱 维 1964 年 
1 月 25 日 写 给 我 的 信 中 描述 得 更 详细 。 

“我 最 早 听 说 他 ,是 在 我 的 《概率 演算 》 出 版 后 的 几 年 ,也 就 是 
1928 年 左右 ,相差 不 超过 一 年 。 他 是 第 戎 大 学 教授 职位 的 候选 
人 。 杰 弗 雷 当时 在 那里 任教 ,他 来 询问 我 对 巴 舍利 埃 发 表 于 1913 
年 的 一 篇 文章 (《 师 范 学 校 年 鉴 》, Annales del’ Ecole Normale ) 的 看 
法 。 在 文中 ,他 以 下 述 方式 ( 先 于 维 纳 ) 定 义 了 维 纳 函 数 ; 在 每 个 区 
间 [nr,(m+1l)r] 中 ,他 考虑 函数 X (1/0) ,其 微分 以 等 概率 为 常数 
+ Vk - V。 然 后 他 取 极 限 (V 为 常数 ,r 一 0) ,尔后 宣布 他 得 到 了 
一 个 特征 函数 X (6) 1. 杰 弗 雷 对 这 个 错误 很 反感 。 我 同意 他 的 观 
点 ,并 在 他 给 其 在 第 戎 的 同事 的 一 封 信 中 确认 了 这 一 点 。 巴 舍利 
埃 吃 了 闭 门 妆 。 他 得 知 我 起 的 作用 ,要 我 给 出 解释 。 我 这 样 做 了 ， 
不 过 并 没有 说 服 他 承认 错误 。 我 对 这 件 事 的 直接 后 果 没 有 什么 可 
以 说 的 。 

“ 当 193] 年 我 读 柯 尔 莫 哥 罗 夫 的 奠基 性 论文 时 , 磁 到 了 这 个 
“ 巴 舍利 埃 错误 " ,这 时 我 已 经 把 它 忘 了 。 我 翻 出 巴 舍利 埃 的 文章 ， 
看 到 了 这 个 遍地 都 在 开花 的 错误 并 没有 妨碍 他 得 到 了 那些 本 该 正 
确 的 结果 ,只 要 把 Y 为 常数 改 为 了 = Cr -1 就 可 以 了 。 他 早 于 爱 
因 斯 坦 ,也 早 于 维 纳 , 恰 巧 发 现 了 所 谓 的 维 纳 函 数 或 维 纳 - 莱 维 函 
数 的 一 些 重要 性 质 ,也 就 是 扩散 方程 和 maxX(1) 的 分 布 。” 

“我 们 和 解 了 。 我 写 信 给 他 致歉 ,很 遗憾 由 于 一 个 开头 出 的 错 
误 而 带 来 的 印象 使 我 没有 继续 阅读 一 篇 充满 了 有 益 思想 的 文章 。 
他 在 一 封 长 长 的 回信 中 表达 了 他 对 研究 工作 的 热爱 。 

莱 维 所 扮演 的 角色 是 悲剧 性 的 ,因为 ,正如 我 们 很 快 就 要 看 到 
的 , 菜 维 自己 的 学 术 生 涯 差点 儿 由 于 他 的 论文 缺乏 严格 性 而 苦 送 。 
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我 们 现在 谈 到 巴 合 利 埃 的 职业 问题 的 第 二 个 也 是 更 深刻 的 原 
因 。 这 原因 可 以 从 他 的 学 位 论文 标题 中 看 到 ,在 前 面 我 (故意 ) 没 
有 提 到 它 :《 猜 测 的 数学 理论 》( Mathematical Theory of Speculation )。 
这 个 题目 所 指 的 绝 不 是 关于 机 遇 本 质 的 (哲学 ) 思 辩 ,而 是 指 国家 

合 证 券 市 场 涨 落 的 ( 控 钱 的 ) 投 机 ( “国债 >)。 菜 维 提 到 的 函数 

X(1) 代 表 证 券 在 时 刻 1 的 价格 。 

巴 舍利 埃 要 遭遇 的 职业 困境 是 庞 加 莱 得 体 而 保守 的 评价 的 结 
果 , 这 个 人 负责 撰写 这 篇 论文 的 官方 报告 。 报 告 中 写 道 ,“ 这 个 题 
目 距 离 我 们 的 申请 者 们 所 习惯 于 处 理 的 那些 内 容 多 少 有 些 玩 远 。” 
有 人 会 说 巴 舍利 埃 不 应 该 去 找 那 些 会 做 出 令 人 不 快 的 判断 的 数学 
` 家 ( 当时 的 法 国教 授 们 还 不 习惯 指定 论文 内 容 的 做 法 ), 但 他 别 无 
选择 ;他 的 初级 学 位 是 数学 ,而 尽管 庞 加 莱 几 乎 不 研究 概率 , 他 却 
负责 教 这 门 课 。 

巴 舍利 埃 的 悲剧 是 成 为 一 个 不 合 时 宜 的 人 ,他 应 该 属于 过 去 
或 者 未 来 ,而 不 属于 现在 。 他 属于 过 去 是 因为 他 研究 概率 论 的 历 
史 渊 源 : 赌 博 。 他 引入 连续 时 间 随 机 过 程 来 处 理 连 续 形式 的 赌博 : 
证 券 交 易 ( La Bourse )。 他 属于 未 来 [在 数学 (上 文 莱 维 的 信和 即 为 明 
证 ) 和 经 济 学 两 方面 ] ,他 被 认为 是 “Martingale”( 这 个 词 是 公平 博弈 
或 有 效 市 场 的 正式 表达 , 见 第 37 章 ) 的 概率 概念 的 创立 者 ,他 对 经 
济 学 中 不 确定 性 的 许多 方面 的 理解 大 大 超前 于 他 的 时 代 。 他 的 价 
格 变化 遵循 布朗 运动 过 程 的 思想 为 他 赢得 了 他 的 最 高 名 望 。 然 
而 ,不 幸 的 是 ,在 他 的 那个 时 代 , 没有 一 个 合适 的 科学 团体 能 够 理 
解 和 接受 他 。 为 使 他 的 思想 得 到 承认 ,他 需要 具备 那些 他 显然 不 
具备 的 高 超 的 政治 手腕 。 

为 了 在 这 种 环境 下 生存 并 继续 得 到 新 的 研究 结果 , 巴 舍利 埃 
不 得 不 对 自己 工作 的 重要 性 抱 有 强烈 的 自信 。 特 别 是 他 清楚 地 知 
道 自己 是 概率 扩散 理论 的 创始 人 。 在 他 1921 年 (申请 尚 不 确定 的 
某 个 学 术 职 位 时 ) 写 的 一 份 未 发 表 的 《备注 》( Notice ) 中 写 道 ,他 的 
主要 学 术 贡 献 是 提供 了 “从 自然 现象 而 来 的 图 景 。 比 如 概率 放射 
理论 , 它 把 一 种 抽象 同 能 量 联系 起 来 一 一 一 种 奇怪 而 出 人 意料 的 
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联系 ,也 是 伟大 进步 的 一 个 开端 。 正 是 考虑 到 这 个 观点 , 庞 加 莱 才 
写 道 : 巴 售 利 埃 先生 证 明了 他 具有 独创 而 精确 的 思想 。 ” 

上 面 这 句 话 摘自 前 面 已 经 提 到 过 的 学 位 论文 报告 ,我 们 应 该 
从 中 多 摘录 一 些 。“ 候 选 人 得 到 高 斯 定律 的 方法 是 极为 独创 的 ,而 
出 于 同一 原因 的 更 加 有 意思 的 是 只 要 稍 加 改动 就 可 以 推广 到 误差 
理论 。 在 乍 看 起 来 很 古怪 的 一 章 中 ,他 发 展 了 这 个 理论 ,他 把 这 一 
意 称 为 "概率 放射 "。 在 具体 分 析 上 ,作者 求助 于 同 热传导 的 解析 
理论 的 比较 。 不 难看 出 ,这 种 类 比 是 确实 的 ,这 种 比较 是 合理 的 。 
傅立叶 的 推理 可 以 几乎 不 加 改动 地 用 在 这 个 问题 上 ,这 和 该 问题 
的 产生 方式 极为 不 同 。 很 遗憾 ,作者 没有 进一步 讨论 论文 中 的 这 
一 部 分 。 

因此 , 庞 加 莱 看 到 巴 舍利 埃 已 经 来 到 了 关于 扩散 的 一 般 理论 
的 边缘 。 但 是 , 庞 加 莱 的 记性 不 好 是 出 了 名 的 。 几 年 以 后 , 当 他 积 
极地 参与 有 关 布 朗 扩 散 的 讨论 时 ,已 经 忘记 了 巴 舍利 埃 1900 年 的 
学 位 论文 。 

巴 舍利 埃 在 《备注 》 中 的 其 他 一 些 话 也 值得 我 们 简要 地 记述 一 
下 :“1906: 连 续 概率 理论 。 该 理论 与 范围 狭窄 的 几何 概率 理论 没 
有 任何 关系 。 与 概率 演算 相 比 , 它 的 难度 和 广泛 程度 都 不 是 一 个 
层次 上 的 。 概 念 ,分 析 、 方 法 ,任何 东西 都 是 新 的 。1913: 动态 概 
率 。 这 些 力 学 中 应 用 的 概率 绝对 是 作者 自己 的 。 他 没有 从 任何 别 
人 那里 得 到 这 个 独创 的 思想 ;还 没有 人 做 过 同类 的 工作 。 概 念 方 
法 、 结 果 , 任 何 东西 都 是 新 的 。 

没有 人 要 求 这 些 学术 性 备注 的 不 幸 的 作者 必须 是 谦虚 的 ,而 
路 易 ' 巴 舍利 埃 也 确实 有 些 夸大 其 辞 。 而 且 , 他 没有 什么 证 据 能 告 
诉 人 们 他 曾经 读 过 任何 20 世纪 所 写 的 东西 。 不 幸 的 是 ,他 的 同时 
代 人 对 他 说 的 任何 东西 都 打折 扣 , 还 拒绝 给 他 所 谋求 的 职位 ! 

有 什么 人 对 他 更 了 解 吗 ? 

庞 加 菜 的 话 是 我 经 过 允许 从 皮 埃 尔 和 玛丽 “ 居 里 大 学 (巴黎 六 
大 ) 的 档案 馆 中 保存 的 一 份 报告 中 摘录 的 。 该 档案 馆 继承 了 原来 
巴黎 科学 院 保存 的 档案 。 这 份 用 庞 加 莱 科 普 作 品 那 种 流畅 文笔 写 
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出 来 的 引人入胜 的 文件 暗示 了 更 多 的 庞 加 莱 的 信忠 以 及 他 写 给 大 
学 和 科学 院 的 保密 报告 应 该 公 诸 于 众 。 直 至 今日 ,他 的 人 格 中 许 
多 很 吸引 人 的 方面 并 未 在 他 的 书 和 他 的 《选集 》 中 表现 出 来 。 


爱 德 蒙 爱德华 ' 傅 尼 埃 .达尔 博 
(Edmund Edward Fournier D’ Albe, 1868 ~ 1933) 


傅 尼 埃 . 达 尔 博 选择 了 当 一 名 自由 的 科学 记者 和 发 明 家 (《 科 
学 名 人 录 》, 第 593 页 ) :他 做 了 一 个 使 盲人 能 “ 听 到 ?字母 的 感 党 代 
偿 器 ,他 还 是 从 伦敦 传送 电视 信号 的 第 一 人 。 

他 的 姓 是 胡 格 诺 (Huguenot) 祖 先 的 遗迹 。 他 受过 部 分 的 德国 
教育 ,最 后 定居 在 伦敦 ,他 在 那儿 通过 上 夜 大 学 得 到 了 学 士 学 位 。 
尽管 如 此 ,在 都 柏林 的 时 光 把 他 变 成 了 一 个 爱尔兰 爱国 者 和 泛 凯 
尔 特 运动 的 一 个 民兵 。 他 信仰 唯 灵 论 ,是 个 宗教 上 的 神秘 主义 者 。 

他 因 其 著作 《两 个 新 世界 》( Two New World) 而 载 人 史册 。 这 本 
书 在 《自然 杂志 上 得 到 了 相当 好 的 评价 ,评价 称 书 中 的 论证 “简单 
而 有 道理 ", 《泰晤士 报 》 称 其 中 的 思辨 “古怪 而 吸引 人 ”。 但 是 在 
《自然 》 和 《泰晤士 报 》 上 发 表 的 傅 尼 埃 .达尔 博 的 让 告 都 不 知 为 什 
么 没有 提 到 这 本 书 。 我 们 几乎 不 可 能 再 找到 这 本 书 , 提 到 它 的 时 
候 很 少 有 人 不 带 识 讽 地 评价 它 。 

确实 ,这 是 那 种 物理 学 家 会 因为 发 现 某 种 具有 永久 性 技术 价 
值 的 东西 而 感到 惊奇 的 工作 。 事 实 上 ,有 人 功 我 不 要 对 它 发 生 兴 
趣 , 以免 以 严肃 的 眼光 看 待 这 一 大 堆 有 争议 的 材料 。 可 是 我 们 难 
道 应 该 把 一 个 人 们 不 会 考虑 用 来 反对 开 普 勒 的 论断 用 来 反对 健 尼 
埃 吗 ? 我 并 不 是 说 傅 尼 埃 是 一 个 开 普 勒 式 的 人 ,他 很 难 达 到 本 章 
中 提 到 的 其 他 人 所 取得 的 成 就 的 水 平 。 不 过 一 个 批评 家 所 说 的 
“从 科学 的 观点 看 ,这 种 自称 为 “灵魂 的 牛顿 ' 的 工作 毫 无 用 处 "也 
太 不 认真 了 。 

事实 上 , 傅 尼 埃 是 第 一 个 以 足够 精确 的 语言 重 述 关于 银河 系 
形成 的 一 个 古老 直觉 的 人 (这 个 直觉 可 以 追溯 到 康德 以 及 和 康德 
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[HIE ACA BELL) ,他 的 重 述 使 我 们 今天 可 以 推出 银河 系 必 定 满 足 
D =1。 因 而 ,我 们 要 把 某 些 具有 持久 价值 的 东西 归功 于 他 。 


哈 罗 德 * 埃 得 温 * 赫 斯 特 
(Harold Edwin Hurst, 1880 ~ 1978) 


人 们 认为 赫 斯 特 可 能 是 自古 以 来 所 有 尼 罗 学 者 中 最 重要 的 一 
个 ,他 被 称 为 “阿布 . 尼 罗 " 意 即 尼罗河 之 父 。 他 漫长 的 职业 生涯 是 
在 开罗 度 过 的 ,开始 是 大 英 帝 国 的 文职 人 员 ,后 来 则 成 为 埃及 的 。 
(《 名 人 录 》 第 1973, 1625 页 及 《英国 科学 家 名 人 录 》1969/1970, 第 
417~ 418 页 。) 

他 和 他 的 夫人 玛 格 丽 特 ' 布 莱 纳 尔 ' 替 斯 特 (Marguerite Brunel 
Hurst) 向 我 描述 了 他 的 值得 一 提 的 早期 训练 。 他 是 个 普通 的 乡村 
建筑 师 的 儿子 ,他 的 家 族 在 莱 斯 特 (Leicester) 附 近 住 了 近 三 个 世 
纪 。 他 离开 学 校 的 时 候 15 岁 。 他 受到 的 训练 大 多 是 化 学 方面 的 ， 
同时 他 父亲 也 教 他 做 木工 活 。 他 在 莱 斯 特 的 一 所 学 校 中 当 小 学 教 
师 ,同时 上 夜校 继续 自己 的 学 业 。 

20 岁 时 ,他 获得 了 一 份 奖学金 ,这 使 他 能 够 以 一 个 不 注册 学 
生 的 身分 去 牛津 读书 。 一 年 以 后 ,他 成 为 刚刚 成 立 的 哈 福 德 
(Hertford) 学 院 的 本 科 生 ,很 快 ,他 就 转 去 学 习 物 理 ,并 在 克拉 伦 登 
(Clarendon) 实 验 室 工作 。 

缺乏 数学 基础 是 他 的 弱点 ,但 是 由 于 格雷 北 布 鲁 克 
(Glazebrook) 教 授 对 这 样 一 个 极其 擅长 实际 工作 的 非 同 寻常 的 学 
生 的 兴趣 ,他 出 人 意料 地 赢得 了 头等 荣誉 学 位 ,而且 被 邀请 做 了 三 
年 的 讲师 和 示 教 员 。 

1906 年 , 赫 斯 特 去 了 埃及 ,他 本 来 只 是 要 做 短暂 的 旅行 ,结果 
RT 62 年 。 这 些 年 中 最 富有 成 果 的 则 是 在 他 65 岁 以 后 。 他 的 第 
一 项 工作 是 要 把 天 文 台 的 标准 时 间 转 换 成 开罗 要 塞 时 间 , 要 塞 在 
每 天 正午 要 鸣 炮 。 然 而 ,他 越 来 越 多 地 对 尼罗河 着 迷 ,他 对 尼罗河 
盆地 的 研究 和 考察 使 他 成 了 国际 名 人 。 他 沿 水 路 和 早 路 做 了 大 量 
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的 旅行 。 在 陆地 上 ,他 曾 与 脚 夫 - -起 步行 , 骑 自 行车 ,后 来 乘 汽车 ， 
还 乘 飞 机 。 下 阿 斯 旺 水 坝 于 1903 年 建成 ,但 他 意识 到 对 于 埃及 来 
说 重要 的 不 仅仅 是 为 某 个 干旱 的 年 头 蓄 水 ,而 是 还 要 为 连续 的 干 
AE Sk RJK ,灌溉 积累 应 该 能 够 应 付 任何 情况 ,就 像 《 旧 约 》 中 约 瑟 
为 欠 收 的 年 份 积累 谷物 一 样 。 他 是 最 早 认识 到 有 必要 建设 “ 苏 德 : 
埃 尔 "阿里 " 即 上 水 坝 和 阿 斯 旺 水 库 的 人 之 -…。 

赫 斯 特 还 因为 提出 并 应 用 一 种 统计 方法 而 留 名 。 他 用 这 种 方 
法 发 现 了 地 球 物理 学 中 长 期 依赖 关系 的 一 个 主要 的 经 验 法 则 。 这 
种 结果 会 出 于 一 个 数学 如 此 糟糕 而 且 其 工作 远离 主要 的 学 术 中 心 
的 作者 之 手 , 初 看 起 来 很 令 人 惊讶 。 不 过 接 下 来 想 一 想 ,或 许 这 样 
的 环境 对 于 这 种 思想 的 产生 和 继续 存在 都 是 必 不 可 少 的 。 他 用 一 
种 自己 发 明 的 特殊 方法 研究 尼罗河 。 这 种 方法 可 能 会 被 称 为 狭隘 
的 和 专门 的 ,但 是 事实 上 它 是 特别 本 质 的 。 他 不 受 时 间 限 制 ,又 拥 
有 异乎 寻常 的 大 量 数据 ,他 要 做 的 是 把 这 些 数据 与 随机 变化 的 标 
准 模型 ( 白 噪声 ) 进 行 比较 ,比较 它们 各 自 对 建设 上 水 坝 的 影响 。 
这 使 他 使 用 了 第 28 章 和 第 39 章 中 的 表达 式 R(d)/S(d). 

人 们 可 以 想象 在 计算 机 出 现 之 前 为 完成 这 样 的 研究 所 需 的 艰 
兰 工 作 一 一 但 是 尼罗河 对 于 埃及 来 说 太 重要 了 。 因 而 有 充分 的 理 
由 进行 这 样 规模 的 工作 (以 及 阻止 赫 斯 特 退 休 )。 

赫 斯 特 满怀 热情 地 坚信 他 的 发 现 是 重要 的 ,尽管 当时 没有 任 
何事 实 能 够 客观 地 证 明 这 种 重要 性 。 最 终 , 在 71 岁 和 75 岁 时 ,他 
读 到 了 两 篇 关于 他 的 发 现 的 长 篇 论文 ,他 的 发 现 的 重要 性 得 到 了 
认可 。 

用 劳 埃 德 (Lloyd,E.H. ) 的 话 ( 但 是 用 我 的 表达 ) 来 说 , 赫 斯 特 
将 我 们 置 于 “这 样 的 情况 下 ,这 种 情况 对 理论 家 来 说 是 有 利 的 , 因 
为 经 验 发 现 总 是 固执 地 与 理论 相悖 。 所 有 前 述 的 研究 者 都 认为 
R(d) 的 长 期 效果 是 按 d05 增 长 ,而 赫 斯 特 的 有 着 特别 多 的 证 据 的 
经 验 定律 则 指出 它 按 a" HK, H 大 约 为 0.7。 我 们 不 得 不 承认 ， 
要 么 理论 家 对 他 们 的 工作 的 解释 是 不 完全 的 ,要 么 他 们 的 理论 基 
础 是 错误 的 ; 有 可 能 这 两 种 原因 都 存在 "类 似 地 , Feller 1951 中 
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涪 光 这 里 ,我 们 面临 着 一 个 无 论 从 统计 的 观点 还 是 数学 的 观点 来 
下 部 十 分 有 意义 的 问题 

我 的 分 数 布朗 运动 模型 (第 28 章 ) 的 提出 是 对 赫 斯 特 现象 的 
直接 响应 ,但 这 还 不 是 赫 斯 特 故 事 的 结局 。 很 难 挑 易 上 一 段 中 生 
动 的 描述 …… 但 是 它们 都 不 知 不 觉 地 把 自己 的 论述 基于 对 赫 斯 特 
冰 述 的 不 正确 阅读 。 劳 埃 德 忽略 了 R 被 除 以 5, 而 费 勒 是 从 第 三 
者 的 口头 报告 中 得 知 赫 斯 特 的 工作 的 (如 他 所 注 ), 他 没有 注意 到 
被 S 除 已 经 完成 。 费 勒 推导 中 的 值 不 受 影响 。 关 于 除 以 S 的 重 
要 性 见 Mandelbrot & Wallis 1969 c 和 Mandelbrot 1975 wo 

在 这 件 事 中 我 们 又 一 次 看 到 , 当 一 个 真正 未 曾 预 料 的 结果 出 
现时 ,即使 是 那些 做 了 最 好 的 准备 来 倾听 的 人 也 难以 理解 。 


保罗 . 莱 维 (Paul Levy, 1886 ~ 1971) 


保罗 ' 莱 维 说 他 没有 学 生 , 但 是 他 是 最 接近 于 做 我 的 导师 的 
人 ,他 达到 了 巴 爹 利 埃 只 能 从 远 处 姚 望 的 目标 。 莱 维 活 得 足够 
长 ,因而 能 够 被 承认 为 可 能 是 有 史 以 来 最 伟大 的 概率 论 专家 。 最 
终 , 在 他 快 80 岁 的 时 候 在 巴黎 科学 院 取 得 了 原来 为 庞 加 莱 , 后 来 
是 阿达 玛 ( Hadamard, J. ) 的 席位 。 见 《世界 科学 名 人 录 》, 第 1035 
页 。 

而 且 ,几乎 直到 他 活跃 的 一 生 结 束 , 他 都 被 现存 社会 体制 所 玻 
远 。 不 仅 他 一 次 次 得 不 到 庞 加 莱 原 来 的 大 学 席位 ,甚至 他 多 次 提 
出 讲授 没有 学 分 的 课程 也 因为 害怕 这 些 课 会 毁 了 整个 课程 设置 只 
能 勉 勉强 强 得 到 接受 。 

Levy 1970 中 大 量 记载 了 他 的 生活 、 思想 和 观点 , 那 是 一 本 值 
得 一 读 的 书 ,因为 书 中 没有 那 种 试图 表现 得 比 现实 更 好 或 更 差 的 
侣 髓 已 已。 结尾 最 好 上 略 过 去 ,但 是 最 好 的 段落 光彩 夺目 。 特 别 是 
他 用 感人 的 词句 描写 了 他 对 成 为 "上 一 世纪 仅 存 的 遗 老 "的 惧怕 和 
他 成 为 一 个 “不 像 所 有 其 他 人 的 "数学 家 的 感受 。 这 种 感受 好 多 人 
也 有 。 我 想起 约翰 : 冯 : 诺 伊 曼 (John von Neumann) 在 1954 年 说 的 
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话 : 我 想 我 理解 每 个 其 他 的 数学 家 如 何 进行 工作 ,但 是 莱 维 像 是 
来 自 一 个 陌生 星球 的 观光 客 。 看 起 来 他 有 自己 独特 的 到 达 真 理 的 
方法 ,这 很 容易 让 我 不 舒服 。” 

除了 作为 综合 工科 学 校 的 数学 分 析 教 授 每 年 要 上 的 许多 节 课 
之 外 , 莱 维 几乎 没有 什么 责任 需要 分 心 。 他 独自 工作 ,把 概率 论 从 
-小 团 奇怪 的 结果 变 成 了 一 门 学 科 , 在 这 门 学 科 中 ,变化 多 端的 大 
量 结 果 可 以 通过 直接 的 因而 是 经 典 的 方法 得 到 。 他 对 这 个 题目 感 
兴趣 是 从 他 应 邀 讲授 火炮 发 射 中 的 误差 开始 的 。 那 时 他 快 40 岁 
了 ,富有 才华 ,还 未 能 实现 他 的 愿望 。 综 合 工科 学 校 曾 一 度 因 为 他 
是 校友 而 给 他 一 个 教授 职位 。 他 主要 的 著作 完成 于 50 ~ 60 岁 之 
间 。 而 他 关于 希 尔 伯 特 (Hilber) 空 间 一 直线 布朗 函数 的 大 部 分 工 
作 要 更 晚 一 些 。 

在 他 的 自传 中 的 无 数 有 趣 的 故事 中 ,有 -- 个 讲 他 的 一 篇 关于 
与 牛顿 引力 势 ( 见 第 9 章 ) 相 关 的 本 特 利 悖 论 的 论文 。1904 年 , 莱 
维 还 是 19 岁 的 学 生 , 他 独立 地 发 现 了 宇宙 的 健 尼 埃 模 型 。 然 而 ， 
他 认为 :“ 论 证 太 简 单 了 ,要 不 是 25 年 后 我 偶然 无 意 地 听 到 佩 琳 和 
郎 之 万 (Langevin,P. ) 的 谈话 ,我 是 不 会 想到 要 发 表 它 的 。 这 些 著 
名 的 物理 学 家 同意 只 有 假定 宇宙 是 有 限 的 才能 摆脱 这 个 悖 论 。 我 
大 胆 地 指出 了 他 们 的 错误 。 他 们 似乎 没有 明白 我 的 意思 ,但 是 佩 
琳 被 我 的 自信 和 震惊 了 ,他 要 我 写 下 我 的 观点 ,我 这 样 做 了 。” 

类 似 于 说 这 些 结果 “简单 得 不 足以 发 表 ” 这 样 的 话 ,在 莱 维 的 
回忆 录 中 经 常 出 现 。 许 多 富 于 创造 力 的 头脑 高 估 了 他 们 精细 繁杂 
的 工作 ,而 低估 了 那些 简单 的 工作 。 当 历史 把 这 些 评判 逆转 过 来 
时 ,多 产 的 作者 们 因为 是 “ 引 理 ”的 作者 而 被 牢 牢记 住 ,这 些 引 理 正 
是 那些 被 他 们 认为 本 身 太 简单 的 命题 ， 它们 仅仅 作为 那些 被 人 遗 
忘 的 定理 的 前 奏 才 能 得 以 发 表 。 

下 面 这 段 话 部 分 表达 了 我 在 一 个 纪念 莱 维 的 仪式 上 的 讲话 : 
“他 在 综合 工科 学 校 上 的 课 在 我 的 记忆 中 只 剩 下 模 模糊 糊 的 痕迹 
了 。 由 于 某 些 偶然 我 只 能 坐 在 一 个 大 讲堂 的 后 面 , 菜 维 的 声音 很 
小 ,也 没有 放大 。 最 生动 的 回忆 是 我 们 一 些 人 注意 到 他 的 身 
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材 一 一 修长 ,灰色 衣服 ,打扮 得 整整 齐 齐 一 一 和 他 在 黑板 上 细 查 屠 
些 积分 符号 时 多 少 有 些 特 别 的 方式 之 间 的 相似 性 。 

“但 是 他 写 的 讲义 很 不 一 样 。 它们 不 是 传统 地 按照 良好 的 顺 
序 写 出 的 , 即 从 一 大 堆 定义 和 引 理 开始 ,然后 是 定理 ,每 个 假设 都 
清 清楚 楚 地 叙述 出 来 。 这 个 庄重 的 序列 可 能 会 被 明白 地 强调 出 来 
的 一 些 尚未 证 明 的 结果 所 打 断 。 相反 地 ,在 我 的 回忆 中 , 它 却 是 毫 
无 条 理 的 评述 和 观察 的 汪洋 大 海 。 

“在 他 的 自传 里 , 莱 维 建议 ,为 了 让 孩子 们 对 几何 感 兴趣 ,我 们 
应 该 尽 可 能 快 地 前 进 到 他 们 不 会 认为 是 显然 的 定理 。 他 在 综合 工 
科学 校 的 方法 并 不 是 特别 地 与 众 不 同 。 为 描述 他 的 方法 ,我 们 被 
不 由 自主 地 吸引 到 借助 地 理 和 登山 的 图 景 上 来 。 这 使 我 们 想起 了 
一 个 早期 的 伟大 的 “综合 工科 学 校 分 析 教 程 " 的 旧 的 译 述 。 这 门 课 
是 卡尔 米 . 约 当 (Camille Jordan) 教 的 , 译 述 人 是 享 利 ' 勒 贝 格 (Henry 
Lebesgue) o 因为 勒 贝 格 毫 不 掩饰 对 莱 维 的 工作 的 强烈 鄙视 ,所 以 
他 赞扬 约 当 的 评语 可 以 很 好 地 用 在 莱 维 身上 就 充满 了 讽刺 意味 。 
他 不 像 ' 一 个 试图 攀登 到 未 知 地 域 顶峰 而 不 允许 自己 在 到 达 目 的 
地 之 前 四 处 张望 的 人 。 如 果 他 是 被 别人 领 到 那儿 去 的 ,他 可 能 会 
看 不 起 好 多 东西 ,但 是 他 不 会 知道 那些 东西 是 什么 。 事 实 上 ,通常 
人 们 从 高 峰 上 不 能 什么 都 看 到 ;登山 者 登山 只 是 为 了 那 份 艰辛 。 

“BME A , 莱 维 的 讲义 流传 不 广 。 对 这 综合 工科 学 校 许多 优 
秀 的 学 生来 说 , 当 急匆匆 地 应 付 大 考 时 , 那 是 他 们 焦虑 的 源泉 。 在 
最 终 的 版 本 中 (1957 年 ,作为 他 的 Maitrede Conference, 我 不 得 不 又 
学 习 了 一己 。) 所 有 的 那些 特点 甚至 特别 地 被 强调 出 来 了 。 比如 积 
分 理论 被 坦率 地 处 理 成 只 是 一 种 近似 。 他 曾 写 过 ,没有 人 会 因为 
试图 强制 他 的 天 分 而 干 了 好 事 。 在 他 最 后 的 讲义 中 ,似乎 他 的 天 
分 还 是 受到 了 强制 。 

“但 是 在 我 的 记忆 中 ,他 教 1944 年 人 学 的 那个 班 时 还 是 特别 
积极 的 。 直 觉 ,虽然 它 无 法 被 教授 ,但 它 能 被 轻易 地 滑 过 去 ,我 相 
信 这 是 菜 维 特别 要 避免 的 ,我 认为 他 差不多 成 功 了 。 

“在 综合 工科 学 校 ,我 听 说 有 很 多 人 引用 他 创造 性 的 工作 。 人 
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们 会 称赞 这 些 工 作 十 分 重要 ,然后 马上 再 加 一 句 , 说 它 还 没有 一 个 
不 含 错误 的 数学 证 明 ,而 且 还 带 着 多 得 令 人 气愤 的 脚注 。 结 果 , 最 
迫切 的 就 是 使 一 切 都 严格 起 来 。 这 项 任务 已 经 完成 了 ,今天 莱 维 
的 孙子 们 很 高 兴 能 被 接受 为 完全 彻底 的 数学 家 。 就 像 他 们 中 的 一 
位 刚刚 说 过 的 ,他 们 把 自己 看 作 ' 概 率 论 学 家 变 成 了 中 产 阶 级 '。 

“我 担心 为 了 这 种 接受 所 付出 的 已 经 远 远 地 太 多 了 。 在 知识 
的 每 个 分 支 ,似乎 都 有 相继 的 精确 度 和 普遍 性 的 层次 。 有 一 些 除 
了 最 平凡 的 问题 之 外 ,不 能 对 付 任何 问题 。 但 是 几乎 在 知识 的 任 
何 分 支 ,人 们 越 来 越 有 能 力 把 这 种 精确 度 和 普遍 性 向 前 推进 。 比 
如 ,证 明定 理 的 一 个 形式 并 不 比 原来 的 形式 更 具 普遍 性 可 能 要 有 
一 百 页 的 准备 ,而 它 并 没有 开拓 出 新 的 视野 。 但 是 某 些 幸运 的 知 
识 分 支 允许 一 个 可 以 被 称 为 经 典 的 中 间 层 次 的 精确 度 和 普遍 性 存 
在 。 保 罗莱 维 的 伟大 就 在 于 他 同时 是 他 的 领域 的 先驱 者 和 经 典 
者 。 

“ 莱 维 很 少 关心 除了 纯粹 数学 之 外 的 事物 。 而 且 ,那些 必 须 解 
决 菜 个 被 定义 了 的 问题 的 人 在 他 的 著作 中 往往 很 难 找到 一 个 恰好 
合用 的 公式 来 为 他 们 服务 ,而 不 再 花费 任何 努力 。 另 一 方面 ,如 果 
我 可 以 相信 我 的 个 人 经 历 , 莱 维 处 理 系 统 阐述 机 遇 中 更 加 基本 的 
问题 时 的 方法 使 他 越 来 越 像 一 个 巨人 一 样 引 人 注目 。 

“不 论 是 在 本 文 所 致力 于 阐述 的 那些 彼此 不 同 的 主题 中 ,还 是 
在 我 检查 过 的 其 他 著作 中 ,一 个 恰当 的 数学 形式 似乎 都 急切 地 要 
求 莱 维 提供 的 概念 做 工具 ,或 者 要 求 以 同样 精神 制 成 的 并 具有 同 
样 普遍 性 的 工具 。 更 进一步 , 莱 维 探索 的 内 部 世界 把 它 自己 揭示 
为 与 我 们 周围 的 世界 分 享 一 种 带 有 预见 性 的 -- 致 ' 那 无 疑 是 他 的 
”天 才 的 标志 。” 


刘易斯 " 弗 莱 ' 理 查 森 
(Lewis Fry Richardson，1881 ~ 1953) 


甚至 按照 本 章 的 标准 ,L.F. 理 查 森 的 一 生 也 是 非 同一 般 的 ， 
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他 生活 的 各 个 方向 无 法 在 任何 一 个 占 主导 地 位 的 方向 上 结合 起 
来 。 他 恰巧 是 演员 拉 尔 夫 : 理 查 森 (Ralph Richardson) É$ + BY ALAR o 
参见 《世界 科学 名 人 录 》 第 1420 页 ;《 皇 家 学 会 会 员 让 告 》9, 1954 
年 ,第 217 ~ 235 页 ,摘自 Richardson 1960 a 和 Richardson 1960 s, 以 
RE SEXE ( Greiser, M.) TE( Ë 3h CBE Ab E) ( Datamation ) 1980 # 6 A 
号 中 的 故事 。 一 些 个 人 趣闻 是 由 理 查 森 的 一 个 亲戚 大 卫 ' 埃 德 蒙 
森 (David Edmandson) 提 供 的 。 

用 他 的 颇具 影响 的 同时 代 人 泰勒 (Taylor, G.I. ) 的 话说 : 理 查 
森 是 一 个 十 分 有 趣 并 且 富 于 创造 性 的 人 ,他 很 少 以 和 他 的 同时 代 
人 一 样 的 方式 考虑 问题 ,也 常常 不 为 他 们 所 理解 。 而 戈 尔 德 
(Gold, E. ) 的 话 可 以 这 样 理解 :他 的 科学 工作 是 独创 性 的 ,有 时 难 
以 理解 ,有 时 被 清晰 得 出 人 意料 的 例证 阐述 得 明明 白白 。 在 他 的 
湛 流 研究 和 后 来 导致 了 Richardson 1960 a 和 1960 s 发 表 的 出 版 物 
中 ,他 偶尔 地 ,但 是 并 不 是 不 自然 地 ,摸索 着 前 进 ,也 许 还 带 有 一 点 
迷惑 。 他 据 开 新 的 地 面 , 而 后 必须 用 他 在 前 进 中 获取 的 高 深 的 数 
学 探索 前 进 。 那 些 数学 并 不 是 从 他 大 学 生涯 的 积累 中 找 出 来 的 。 
看 到 他 开拓 新 课题 一 一 甚至 是 一 组 课题 一 一 的 倾向 ,如 果 没 有 意 
识 到 他 惊人 而 有 条 理 的 勤奋 ,人 们 肯定 会 对 他 的 成 就 目 内 口 呆 。 

他 靠 奖 学 金 上 了 剑桥 ,获得 了 物理 学 .数学 .化 学 .生物 学 D 
物 学 的 学 士 学 位 ,因为 他 不 能 确定 自己 该 从 事 哪 项 工作 。 玄 姆 直 
效 (Helmholtz,H.) 在 成 为 物理 学 家 之 前 是 个 医生 ,和 理 查 森 相 比 他 
似乎 是 在 按 逆序 参加 人 生 的 宴席 。 

出 于 某 种 原因 , 理 查 森 与 剑桥 曾 发 生 过 争执 。 当 他 多 年 以 后 
申请 博士 学 位 时 ,他 拒绝 获得 硕士 学 位 ,因为 那 要 花费 10 英镑 。 
于 是 ,他 注册 了 伦敦 大 学 , 那 时 他 正在 那里 讲课 ,下 面 坐 着 他 自己 
的 学 生 。 在 47 岁 时 ,他 获得 了 数理 心理 学 博士 学 位 。 

他 的 职业 生涯 是 在 气象 台 开 始 的 ,但 他 是 个 一 丝 不 苟 的 贵 格 
会 教徒 (Quaker) ,是 1914 ~ 1918 年 战争 的 发 自 内 心 的 反对 者 。 因 
此 当 气 象 台 在 战 后 并 人 新 的 空军 部 时 ,他 辞职 了 。 

利用 数值 过 程 进行 天 气 预报 是 Richardson 1922 ~ 1965 年 的 主 
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题 ,很 明显 ,这 是 一 部 对 现实 有 预见 力 的 著作 。33 年 以 后 ,这 部 书 
作为 经 典 而 重印 。 但 是 在 20 年 时 间 里 它 一 直 章 到 鄙视 。 实 际 的 
情况 是 , 当 理 查 森 用 有 限 差分 方程 去 逼近 大 气 演 化 的 微分 方程 时 ， 
他 曾 选 取 不 适当 的 空间 和 时 间 基 本 步 长 中 的 值 。 既 然 没 有 觉察 到 
这 些 步 长 需要 小 心地 选择 ,他 的 错误 就 难以 避免 了 。 

然而 ,这 部 书 很 快 就 使 他 被 选 人 皇家 学 会 。Richardson 1922, 
第 66 页 的 五 行 诗 被 广 为 引 用 : 


大 轮 身 上 长 小 轮 ， 

小 轮 吃 掉 它们 的 速度 ， 
小 轮 身上 有 小 小 轮 ， 
这 样 一 直到 粘度 

《就 在 分 子 的 意义 上 )。 


事实 上 ,这 几 行 诗 由 于 经 常 被 不 具名 地 引用 而 变 得 极为 有 名 。 
一 位 研究 英语 文学 的 学 者 在 看 到 这 几 行 诗 以 后 向 我 指出 了 它 和 一 
些 古 典 作 品 之 间 的 联系 。 很 明显 , 理 查 森 模 仿 了 斯 威夫 特 (Swift， 
J. ) 的 诗 , 即 Swift 1733 中 的 第 337 ~ 340 行 , 原 诗 是 这 样 的 : 


于 是 ,博物 学 家 观察 到 ,一 只 跳蚤 ， 
身上 还 有 小 跳蚤 咬 ， 
身上 还 有 小 小 跳蚤 咬 ， 

还 有 还 有 到 无 穷 。 


但 是 , 理 查 森 避免 了 采用 de Morgan 1872, 第 377 页 中 的 另 一 
种 表述 : 


大 跳 重 有 小 跳 重 背 上 咬 ， 
小 跳蚤 还 有 小 小 跳 重 , 小 小 小 ,小 到 无 穷 小 。 
大 跳 重 自 己 还 有 大 大 跳蚤 可 以 找 ， 
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大 大 跳 重 还 找 大 大 大 跳 重 , 还 有 更 大 .更 大 .更 大 的 。 


这 些 变 体 之 间 的 差异 ,并 不 像 看 起 来 那么 小 。 事 实 上 ,这 些 差 
异 给 人 一 种 奇妙 的 感觉 ,让 人 相信 理 查 森 仔 细 地 把 他 的 文学 模型 
和 物理 学 术语 匹配 到 一 起 。 他 确实 认为 油 流 只 包括 从 大 洲 涡 到 小 
洲 涡 的 “直接 的 ” 逐 级 能 量 交 换 一 一 斯 威夫 特 (Swift,J. ) 式 的 交换 。 
要 是 他 也 相信 从 小 到 大 的 “ 反 向 的 "能量 交换 一 一 就 像 有 些 人 现在 
相信 的 那样 一 一 他 大 概 会 模仿 德 摩根 (De Morgan, A. ) ! 

用 一 种 类 似 的 轻松 方式 , Richardson 1926 的 第 二 节 的 标题 取 
名 为 “ 风 有 速度 吗 ”? 这 一 节 的 开头 这 样 写 道 ,“ 这 个 初 看 起 来 思 毒 
的 问题 增进 了 认识 。 "他 接 下 来 提 到 如 何在 不 必 提 及 风速 的 前 提 下 
研究 风 的 扩散 。 为 了 对 空气 运动 的 不 规则 性 的 程度 有 所 了 解 ,他 
提 到 了 一 个 由 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 ( 它 连 续 但 处 处 不 可 微 ; 第 2 章 提 
到 过 ,在 第 39 章 和 第 41 章 中 研究 ) 构 成 的 短暂 的 评述 。 不 幸 的 
是 ,这 件 事 立 刻 就 中 断 了 。 他 没有 注意 到 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 是 标 
度 可 变 的 ,这 是 一 件 多 么 遗憾 的 事情 啊 ! 而 且 , 如 泰勒 所 说 的 , 理 
查 森 还 定义 了 粒子 的 湛 流 互 扩 散 法 则 ,他 只 差 一 根 头发 丝 的 距离 
就 会 发 现 柯 尔 莫 哥 罗 夫 谱 。 但 是 ,每 次 重 看 他 的 论文 ,都 会 发 现 某 
个 以 前 被 漏 过 去 的 观点 。 

理 查 森 还 是 一 个 细致 而 成 功 的 实验 家 。 他 最 早 的 实验 包括 测 
量 云层 中 的 风速 ,在 实验 中 MABE PAA ADAIR 
桃 不 等 。 后 来 他 进行 关于 满 流 扩散 的 实验 (Richardson & Stommel 
1948) 需 要 大 量 的 浮标 ,这 些 浮标 必须 清晰 可 见 ,因此 最 好 采用 白 
色 加 彩色 ,还 要 保持 几乎 全 部 淹没 在 水 下 以 免 受 风 的 影响 。 他 的 
解决 办 法 是 买 了 一 大 包 欧 洲 防 风 草 ,把 它们 从 科 德 角 运 河 (Cape 
Cod Canal) 的 一 座 桥 上 扔 下 去 ,他 在 另 一 座 桥 上 作 观 察 。 

他 做 了 多 年 不 落 俗套 的 教师 和 管理 员 。 后 来 ,一 份 遗 产 使 他 
可 以 提前 退休 去 倾心 研究 国家 间 武 装 冲 突 的 心理 学 ,这 是 他 自 
1919 年 就 作为 副业 进行 探讨 的 学 科 。 他 死 后 出 版 了 两 本 书 ， 
Richardson 1960 a, s(Newman 1956, 第 1238 ~ 1263 页 重印 了 作者 的 
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jj). HEA BREET HU LAS SC às tg FF Richardson 1961, X fa XC 8E 1| 
探讨 了 第 5 eps mg i e KE n] 96, ix a] Bp A do mm pn 
有 着 特 殊 的 影响 。 


(George Kingsley Zipf, 1902 ~ 1950) 


美国 学 者 齐 普 夫 起 初 是 一 名 文献 学 家 ,但 他 后 来 把 自己 称 做 
统计 人 类 生态 学 家 。 他 在 哈佛 做 了 20 年 讲师 ,在 刚刚 出 版 了 
《人 类 行为 与 最 小 努力 原则 》 后 死去 。 很 显然 , 书 是 他 自己 出 钱 印 
的 。 

这 就 是 那 种 在 很 多 方面 暴露 出 天 才 的 火花 的 书 (Foumier 1907 
是 男 外 一 本 ), 同 时 , 书 中 充斥 着 杂七杂八 的 随意 的 记号 和 放肆 的 
言辞 。 一 方面 , 它 讨 论 性 器 官 的 形状 ,还 涉及 奥地利 被 德国 吞并 ， 
因为 这 些 改进 了 某 个 数学 公式 的 适应 度 。 另 一 方面 , 它 有 很 多 的 
图 片 和 表格 ,它们 一 刻 不 停 地 强调 着 这 样 一 条 经 验 法 则 :在 社会 科 
学 统计 中 ,数学 上 便利 与 经 验 的 拟 合 程度 的 最 佳 组 合 经 常 是 由 一 - 
个 标 度 可 变 的 概率 分 布 给 出 。 第 38 章 中 研究 了 几 个 例子 。 

自然 科学 家 在 “ 齐 普 夫 定律 "中 找到 了 标 度 律 的 对 应 物 ,这 种 
标 度 律 在 物理 学 和 天 文学 中 只 要 有 证 据 证 明 其 有 效 性 而 无 须 特别 
的 感情 就 能 被 接受 。 因 此 ,物理 学 家 会 发 现 他 们 难以 想象 当 齐 普 
夫 一 一 在 他 之 前 还 有 巴 莱 多 (Pareto) 一 一 在 社会 科学 中 遵循 同样 
的 步骤 并 产生 同样 的 结果 时 他 的 反对 者 们 所 表现 的 愤怒 。 极 为 不 
同 的 尝试 在 不 断 进行 ,那些 人 试图 事先 证 明 所 有 基于 使 用 双 对 数 
图 表 的 证 据 为 假 。 但 我 认为 ,倘若 不 是 因为 它 所 导出 的 结论 的 性 
质 的 话 , 它 本 该 是 没有 什么 争议 的 。 不 幸 的 是 ,直接 的 双 对 数 图 表 
指示 出 公然 违背 高 斯 法 则 的 分 布 ,而 该 法 则 长 期 以 来 都 是 无 可 非 
议 的 和 奏效 的 。 应 用 统计 学 家 和 社会 科学 家 没有 注重 齐 普 夫 ,这 
-点 可 以 解释 他 们 领域 中 惊人 的 倒退 。 

齐 普 夫 用 一 种 百科 全 书 式 的 热情 搜集 社会 科学 中 的 双 曲 线 法 
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JUI D] I T , ATR BJ š 71 A h BJ R AA ft K AL) 2 HP 
但 是 ,本 文明 确 地 认为 他 的 基本 观点 没有 什么 价值 。 频 率 分 布 在 
社会 科学 中 并 不 总 是 双 曲 线 型 的 ,而 在 自然 科学 中 也 不 总 是 高 斯 
型 的 。 一 个 更 为 严重 的 错误 是 齐 普 夫 把 他 的 发 现 同 空 润 的 语言 i 
证 联系 在 一 起 ,而 远 远 没 有 把 它们 结合 成 整体 的 思想 。 

在 我 一 生 中 的 一 个 关键 点 上 (第 42 38) ,我 读 了 数学 家 沃 尔 什 
(Walsh, J. L. ) 为 《人 类 行为 所 写 的 豁 智 的 书评 。 它 只 提 到 了 那些 
好 的 部 分 ,就 极 大 地 影响 了 我 早期 的 科学 工作 ,其 间接 的 影响 也 依 
然 存在 。 因 此 ,我 应 该 通过 沃 尔 什 感谢 齐 普 夫 。 

否则 , 齐 普 夫 的 影响 很 可 能 还 是 无 足 轻重 。 人 们 十 分 清楚 
地 一 一 甚至 通过 讽刺 画 一 一 从 他 那里 看 到 了 环绕 着 任何 交叉 学 科 
研究 的 特殊 困难 。 - 


4? 
ie np 
SR 


亲爱 的 读者 ; 

我 最 大 的 愿望 是 你 们 会 针对 我 的 回答 问 更 进一步 的 问题 。 

这 幅 作 于 1964 年 1 月 30 日 的 画 经 过 让 . 艾 菲 尔 (Jean Effel) 先 生 的 允许 
重印 于 此 。 
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S45 历史 


数学 家 们 常常 引用 高 斯 的 格言 ，“ 当 一 座 大 楼 完工 的 时 候 ,应 
该 没有 人 人 能够 看 到 脚手架 的 痕迹 ”, 作 为 借口 来 忽略 隐藏 在 他 们 自 
已 的 工作 或 他 们 研究 领域 的 历史 背后 的 推动 力 。 幸 运 的 是 ,与 此 
相反 的 观点 获得 了 越 来 越 强 的 力量 ,本 文中 的 颇 多 插入 语 也 表明 
了 我 本 人 在 这 一 问题 上 的 立场 。 在 这 里 ,我 把 几 个 稍 长 一 些 的 故 
事 留 下 来 启迪 和 娱乐 读者 。 它 们 中 有 我 最 近 在 对 莱 布 尼 效 和 庞 加 
莱 的 热情 驱使 下 在 图 书馆 中 突击 搜索 到 的 琐碎 事 。 


亚 里 士 多 德 和 莱 布 尼 兹 ,伟大 的 生物 链 , 客 迈 拉 ? 
和 分 形 


对 亚 里 士 多 德 和 莱 布 尼 效 的 引用 ,在 那些 严肃 的 书 中 已 经 没 
有 必要 很 入 了 。 但 是 ,尽管 连作 者 本 人 也 没有 料 到 ,这 里 的 引用 并 
不 是 开玩笑 。 分 形 的 一 些 基 本 思想 可 以 上 溯 到 亚 里 士 多 德 和 莱 布 
尼 效 ,这 些 思想 渗透 在 我 们 的 文化 之 中 ,甚至 影响 着 那些 自 认 为 不 
受 哲学 的 支配 力 影响 的 人 们 所 坚持 的 不 十 分 严谨 但 有 说 服 力 的 观 
点 在 数学 和 科学 中 的 体现 。 
我 的 第 一 个 线索 来 自 Bourbaki 1960 rH f — Bii : 3E 46 Jë 25 Hl 
刚 建立 了 微 积分 并 发 明了 表达 式 d'F/dx* 和 (d/dx) 红 ,他 的 头脑 
中 就 产生 了 第 27 章 中 所 描述 的 分 数 的 积分 -微分 观点 。 莱 布 尼 效 
在 1695 年 9 月 30 日 写 给 德 . 罗 必 塔 (de 1 Hospital) 的 信 (Leibniz 
1849-, IL, XXIV, 197 ff) Pix FE 5 iË (Bie): “ARB AG Al 
(John Bemoulli) 好 像 已 经 告诉 过 你 我 曾经 对 他 提起 一 个 惊人 的 类 
O 客 迈 拉 , 译 自 Chimera, 希 腊 神 话 中 的 怪兽 。 一 一 译 者 注 
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比 , 通 过 它 我 们 可 以 把 连续 微分 类 比 为 几何 级 数 。 人 们 也 许 会 问 
一 个 有 分 数 指数 的 微分 是 什么 样子 的 ,实际 上 ,其 结果 可 以 表达 为 
一 个 无 穷 级 数 。 虽 然 这 看 起 来 和 几何 学 过 然 不 同 ,几何 学 中 还 没 
有 这 样 的 分 数 指数 ,但 是 由 于 很 少 有 哪 一 个 悖 论 是 无 用 的 ,这些 似 
是 而 非 的 推论 总 有 一 天 会 产生 有 用 的 结果 。 一 些 就 自身 而 言 无 关 
紧要 的 思想 也 许 恰 巧 会 产生 更 美好 的 思想 。 莱 布 尼 兹 在 1695 年 
12 月 28 日 对 约翰 ' 伯 努 利 谈 到 了 更 进一步 的 细节 (Leibniz，1849-， 
I ,1,226 ff). 

虽然 菜 布 尼 效 对 这 类 问题 想 得 很 多 ,这 些 想法 却 从 来 没有 被 
融 人 牛顿 的 微 积 分 观点 中 ,这 种 方法 上 的 差异 是 有 其 原因 的 。 实 
际 上 [ 见 《 伟 大 的 生物 链 》( The Great Chain of Being) , Lovejoy 1936], 
莱 布 尼 兹 深信 被 他 自己 称 为 “连续 性 原理 ”或 “完全 性 ”的 观点 。 亚 
里 士 多 德 旱 就 认为 ,任意 两 个 生物 物种 之 间 的 差异 都 可 以 被 其 他 
的 生物 物种 连续 地 补充 。 因 此 ,他 被 那些 “ 介 于 两 者 之 间 ” 的 动物 
们 所 吸引 。 故 用 -- 个 特定 的 术语 ,两 类 之 间 的 (exraygoremtewwv ) ,来 
命名 这 些 动物 (这 些 是 我 从 劳 埃 德 Lloyd,G.E.R. 那 里 听 说 的 ), 同 
时 可 以 参见 本 章 自然 无 飞跃 一 节 。 

连续 性 原理 反映 了 (或 验证 了 ?) 对 各 种 事物 间 “ 缺 失 的 环节 ” 
的 信念 ,包括 相信 客 迈 拉 的 存在 ,在 这 里 这 个 词 取 其 在 古 希 腊 神 话 
中 描述 的 意思 :一 种 有 着 狮 头 , 羊 身 一 一 还 有 蛇 尾 并 且 嘴 里 喷 火 的 
女 怪 ! (这 本 书 里 应 不 应 该 提 到 客 迈 拉 ? 如 果 我 会 读 到 关于 客 迈 
拉 的 传说 的 一 个 分 形 的 书面 描写 ,我 知道 谁 会 受到 谴责 。) 

当然 ,现代 原子 理论 对 遥远 的 本 原 的 探索 使 人 们 把 更 多 的 注 
意 力 集中 于 与 此 相反 的 古 希腊 哲学 思想 , RA 
(Democritus) 的 哲学 思想 。 这 两 种 相反 力量 之 间 的 张力 继续 在 我 
们 的 思想 中 扮演 富有 创造 力 的 中 心 角色 。 也 许 康 托 尘埃 正 传 播 着 
一 个 古老 的 悖 论 : 它 无 穷 可 分 但 不 连续 。 在 这 里 顺便 提 一 句 ,就 像 
Soler 1973 中 从 一 个 惊人 的 角度 所 证 明 的 一 样 ,在 古 希 伯 来 文化 传 
统 中 , 客 迈 拉 不 是 被 人 忘记 ,就 是 被 人 抛弃 。 

相信 有 生物 的 客 迈 拉 存 在 的 观点 日 渐 被 人 们 抛弃 ,但 是 这 并 
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不 重要 。 亚 里 士 多 德 的 思想 在 数学 中 有 这 样 一 个 应 用 , 即 在 整数 
序列 中 插入 整数 之 比 , 然 后 插入 整数 之 比 的 极限 。 在 这 样 的 传统 
中 ,每 一 个 由 整数 序列 定义 的 现象 都 是 内 插 的 候选 对 象 。 这 样 E 
布 尼 兹 急于 讨论 分 数 微 分 是 受到 了 他 思想 中 最 核心 的 (并 且 构 成 
了 他 填充 圆 环 的 基础 , 见 第 18 章 ) 观 点 的 极 大 鼓舞 。 

那么 康 托 . 皮 亚 诺 . 科 替 、 豪 斯 多 夫 的 情形 又 怎么 样 呢 ? 他 们 
创建 了 各 自 的 怪物 集合 ,难道 不 足以 成 为 最 早 的 三 位 真正 献身 于 
实际 实现 数学 客 迈 拉 的 人 ? 而 且 , 难 道 我 们 不 应 该 把 豪 斯 多 夫 维 
数 看 作为 客 迈 拉 排序 的 一 种 尺度 ? 现在 的 数学 家 们 已 经 不 再 去 读 
莱 布 尼 效 或 康德 ,但 1900 年 的 学 者 要 读 。 因 此 , 当 读 了 上 一 章 理 
查 森 一 节 中 斯 威夫 特 的 诗 ,我 们 可 以 想象 科 赫 根据 下 面 的 规则 构 
筑 雪 花 曲线 。 他 把 “大 跳 重 "定义 为 画 在 图 6-1 上 的 初始 三 角形 。 
然后 他 在 大 跳蚤 的 每 个 俏 背 的 中 点 为 中 心 放 一 个 小 的 三 角形 “ 跳 
重 ”。 他 依据 这 样 的 规则 直到 无 限 。 这 种 想象 并 不 是 建立 在 事实 
依据 之 上 ,但 它 阐 明了 我 的 观点 。 科 赫 不 能 不 从 莱 布 尼 效 流传 下 
来 的 文化 洪流 中 吸取 营养 ,斯 威夫 特 的 小 诗 也 通俗 地 展示 了 莱 布 
尼 兹 的 思想 。 

下 面 ,让 我 们 从 这 些 为 艺术 而 艺术 的 数学 家 们 (他 们 信服 康 托 
那 句 “ 数 学 的 本 质 是 自由 ”) 转 向 那些 崇尚 自然 并 试图 模仿 自然 的 
人 们 。 

他 们 做 梦 都 不 会 想到 客 迈 拉 , 对 不 对 ? 事实 上 ,他 们 中 的 许多 
人 想到 了 客 迈 拉 。 第 10 章 中 引用 了 实际 研究 满 流 的 人 员 在 决定 
他 们 所 研究 的 过 程 是 否 收敛 于 “ 竞 豆 ,意大利 面条 或 万 苟 " 时 遇 到 
了 困难 ,他 们 因为 不 同 的 提问 方式 看 起 来 应 该 得 到 不 同 的 答案 而 
感到 恼火 ,最 后 以 需要 一 些 “ 介 于 两 者 之 间 " 的 既 有 直线 的 性 质 又 
有 平面 的 性 质 的 形状 而 告终 。 第 35 章 中 提 到 了 另 一 群 寻找 介 于 
两 者 之 间 ” 的 人 , 那 是 一 些 研究 星团 的 人 员 ,他 们 必须 描述 一 些 形 
状 "看 起 来 像 河流 ”的 构造 ,尽管 这 些 构造 显然 由 一 些 孤 立 的 点 组 
成 。 难 道 这 些 巧夺天工 的 东西 不 是 在 告诉 这 些 清醒 的 寻找 者 ,他 
们 虽然 浑然 不 知 古 代 记 述 和 古 希 腊 的 梦 麻 , 却 正 沿 着 一 条 已 经 有 
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很 多 人 走 过 的 路 朝 客 迈 拉 走 去 。 

我 们 在 对 星团 星系 团 的 研究 中 发 现 指明 康 托 学 派 和 理 查 森 学 
派 的 共同 基础 的 另 一 个 线索 。 对 那些 寻找 概念 根源 的 人 这 是 一 个 
敏感 的 话题 ,因为 那些 职业 天 文学 家 们 懂 恶 承认 任何 来 自 那 些 占 
星 术士 的 影响 ， 无 论 他 们 的 概念 在 他 们 的 花言巧语 中 听 起 来 多 么 
ARII JI” (Simon Newcomb 语 )。 这 种 厌恶 也 许可 以 解释 为 什么 人 
们 习惯 于 把 第 一 个 完整 地 描述 分 级 模型 归功 于 查理 ,一 个 天 文学 
家 ,而 不 是 傅 尼 埃 ' 达 尔 博 ( 于 第 40 章 中 讨论 过 ) 或 依 曼 纽 尔 - 康 
德 。 

康德 对 物质 分 布 缺 少 各 向 同性 的 评论 是 有 说 服 力 并 且 清 楚 明 
白 的 。 让 我 们 来 看 看 这 些 最 精彩 的 评论 (这 些 话 应 该 鼓舞 读者 去 
欣赏 Kant 1755 ~ 1969 或 Munitz 1957) :“ 那 赋予 我 的 理论 最 大 魅力 
的 部 分 vade 包括 下 面 的 观点 pe 我 们 sais 很 自然 地 Re 把 模糊 的 
恒星 看 作 是 …… 由 很 多 恒星 组 成 的 系统 ……[ 它 们 ] 不 过 是 一 些 星 
系 ,或 者 换 句 话说 ,是 银河 …… 我 们 可 以 更 进一步 猜测 这 些 更 大 的 
星系 彼此 之 间 并 不 是 没有 联系 的 ,而 且 , 通 过 这 种 相互 的 联系 , 它 
们 又 组 成 了 一 个 更 为 巨大 的 系统 …… 也 许 , 就 像 前 面 说 到 的 系统 ， 
这 一 个 又 只 是 新 的 大 量 的 组 合 中 的 一 个 成 员 ! 我 们 看 到 了 天 体 和 
系统 的 一 种 具有 递 进 关 系 的 开头 的 成 员 ; 而 且 , 这 无 穷 递 进 的 第 一 
部 分 已 经 可 以 使 我 们 认识 到 什么 必须 被 推测 为 整体 。 没 有 止境 ， 
只 有 深渊 …… 无 边 的 深渊 。 

康德 把 我 们 带 回 了 亚 里 士 多 德 和 菜 布 尼 效 时 代 , 而 且 , 上 面 的 
故事 也 许可 以 解释 为 什么 康 托 和 理 查 森 的 思想 经 常 地 听 起 来 如 此 
相似 ,至 少 对 于 我 来 说 是 这 样 的 。 为 把 这 一 系列 戏剧 性 的 事件 推 
向 高 潮 ,请 允许 我 引用 威 尔 第 (Verdi,G. ) 的 歌剧 《 游 叭 诗人》 中 讲 
Azucena 和 Luna “彼此 是 兄弟 (Egl'era tuo fratello)” 的 最 后 一 句 话 : 


这 些 伟大 的 传统 的 领导 者 们 变 得 互相 轻视 和 相互 争 
斗 , 但 在 他 们 相互 纠缠 的 根 中 他 们 是 兄弟 。 
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当然 历史 并 不 能 解释 数学 不 可 思议 的 有 效 性 中 的 玄妙 ( 见 第 
1 章 )。 这 玄妙 仅仅 是 随 着 时 间 的 推移 改变 了 个 性 。 为 什么 信息 、 
观察 和 寻找 内 省 地 令 人 满意 地 能 够 表现 我 们 古代 的 著述 者 们 的 结 
构 的 混合 物 ,应 该 不 断 地 产生 如 此 强 有 力 的 主题 ,以 至 于 甚至 在 许 
多 与 更 好 的 观察 相悖 的 细节 发 现 后 很 久 , 以 及 这 些 主题 本 身 看 起 
来 已 经 衰落 的 时 候 , 它 们 还 继续 激励 着 物理 和 数学 中 有 成 果 的 进 
FRYE? 


布朗 运动 和 爱 因 斯 坦 


自然 界 的 布朗 运动 是 “生物 学 家 贡献 给 或 帮助 贡献 给 物理 科 
学 基本 现象 中 最 有 价值 的 ”(Thompson 1917)。 一 个 生物 学 家 ( 早 在 
1800 年 以 前 ) 发 现 了 这 个 现象 , 另 一 个 生物 学 家 罗伯特 :布朗 在 
1828 年 发 现 这 一 现象 从 本 质 上 说 并 不 是 生物 的 而 是 物理 的 。 这 
后 一 步 发 现 是 至 关 重 要 的 ,因此 形容 词 “布朗 的 ”并 不 像 某 些 批 评 
家 所 说 的 那样 不 当 。 

布朗 还 有 其 他 令 人 称道 的 荣誉 ,而 在 《不 列 颠 百科 全 书 》 第 九 
版 (1878) 他 的 传记 中 并 没有 提 到 布朗 运动 。 在 第 十 一 版 至 第 十 三 
版 (1910 ~ 1926) ,布朗 运动 被 寥寥 数 语 一 带 而 过 。 当 然 ,在 佩 琳 获 
得 了 1926 年 诺 贝尔 奖 之 后 的 几 版 中 , 它 得 到 了 充分 的 论述 。Brush 
1968 和 Nye 1972 中 描绘 了 对 布朗 运动 物理 本 质 的 缓慢 接受 。 在 
最 近 的 《不 列 颠 百科 全 书 》 中 , 提 到 了 Perrin 1909 和 1913,Thompson 
1917 和 Nelson 1967。 

从 布朗 开始 的 发 展 在 1905 ~ 1909 年 间 被 绝 大 多 数 来 自爱 因 
斯 坦 的 理论 和 佩 琳 的 实验 结果 推 向 高 潮 和 结局 。 有 人 也 许 会 以 为 
爱 因 斯 坦 从 解释 19 世纪 的 观察 人 手 , 但 事实 上 并 非 如 此 。 

Einstein 1905( 在 Einstein 1926 中 重印 ) 以 这 样 的 话 开 头 … 在 这 
篇 论文 中 ,将 要 说 明 : 按 照 热 的 分 子 运 动 论 ,由 于 热 的 分 子 运动 ,大 
小 可 以 用 显微镜 看 见 的 物体 悬浮 在 液体 中 ,必定 会 发 生 其 大 小 可 
以 用 显微镜 容易 观测 到 的 运动 。 可 能 ,这 里 所 讨论 的 运动 就 是 所 
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谓 “ 布 朗 分 子 运动 ”; 可 是 ,关于 后 者 我 所 能 得 到 的 资料 是 如 此 的 不 
准确 ,以 至 在 这 个 问题 上 我 无 法 形成 判断 。 

接 下 来 让 我 们 来 看 Einstein 1906( 在 Einstein 1926 中 重印 ): 
“在 [Einstein 1905] 发 表 后 不 久 , [我 被 ] 告 知 [说 ] 物 理学 家 们 一 一 
首先 是 (里 昂 的 ) 古 伊 (Gouy) 一 一 通过 直接 的 观测 而 确信 所 谓 布朗 
运动 是 由 液体 分 子 的 不 规则 热 运 动 引起 的 。 不 仅 布朗 运动 的 定性 
特性 ,而 且 粒 子 所 经 历 的 路 径 的 数量 级 都 完全 符合 这 个 理论 的 结 
果 。 在 这 儿 我 将 不 会 随意 尝试 把 它 同 不 充足 的 实验 材料 进行 对 
比 。 

再 晚 些 时 候 , 在 爱 因 斯 坦 1948 年 1 月 6 日 写 给 米 凯 耳 ' 贝 索 
(Michele Besso) 的 信 中 ,他 忆 起 他 曾经 “从 力学 推导 出 [布朗 运动 ]， 
全 然 不 知 曾经 有 人 已 经 观察 过 这 一 类 东西 。 


“ 康 托 ” 尘 埃 和 享 利 .史密斯 (Henry Smith) 


一 个 说 话 风趣 的 人 察觉 到 把 布朗 运动 归功 于 罗 杰 .布朗 
(Roger Brown) 违 背 了 命名 由 来 的 一 个 基本 规律 ,因为 名 誉 和 一 个 
像 布 朗 这 样 平淡 无 奇 的 名 字 联 在 一 起 是 不 和 谐 的 。 也 许 这 可 以 解 
释 为 什么 我 写 了 二 十 年 关于 康 托 尘 埃 的 事情 , 直到 偶然 的 机 会 才 
知事 情 真 相 , 它 应 该 归功 于 一 个 叫 享 利 ' 史 密斯 的 人 。 

H.J.S. 史密斯 (1826 ~ 1883) 长 期 在 牛津 担任 萨 维 里 (Savilian) 
几何 教授 ,他 的 《科学 论文 曾经 被 出 版 和 重印 , 见 Smith 1894。 在 
埃 尔 米 特 (Hermite) 导 演 的 一 幕 怪 剧 中 ,他 因为 与 赫 尔 曼 * 闵 科 夫 斯 
基 (Hermann Minkowski) 分 享 一 项 奖 而 在 死 后 名 声 大 振 。 他 还 是 一 
个 黎 曼 积分 理论 的 早期 批评 者 。( 另 ) 一 个 说 话 风趣 的 人 发 现 ,如 
果 说 阿 基 米 德 (Archimedes) , 柯 西 和 勒 贝 格 的 积分 理论 是 上 天 赋予 
的 , 那 末 黎 曼 的 理论 无 疑 是 人 类 的 笨拙 发 明 。 实 际 上 ,Smith 1875 
(Smith 1894 的 第 25 章 ) 指 出 黎 曼 的 理论 无 法 应 用 于 那些 不 连续 点 
水 在 某 些 特定 集合 中 的 函数 。 他 举 的 是 什么 样 的 反例 ?他 举 了 第 
8 章 中 谈 到 的 康 托 尘埃 和 第 15 章 中 谈 到 的 正 测度 的 康 托 尘埃 。 
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HEHE AR IR BERL (Vito Volterra, 1860 ~ 1940) F 1881 年 重新 构建 
了 史密斯 的 第 二 个 反例 。 

当然 ,史密斯 和 伏 尔 泰 拉 并 没有 深入 地 研究 他 们 的 例子 ,但 是 
康 托 也 没 做 什么 ! 所 有 这 些 在 Hawkins 1970 中 都 有 记载 ,为 什么 
从 来 没有 把 发 明 “ 康 托 ” 尘 埃 归功 于 史密斯 呢 ( 至 少 据 我 所 知 )? 


维 X 


欧 几 里 得 (Euclid, 公 元 前 300 年 前 后 ) “ERE MILE UL 
何 原本 ) 第 一 卷 开 篇 关于 平面 几何 的 定义 的 基础 : 
1. 点 不 能 再 分 
线 只 有 长 度 而 没有 宽度 


2. 
3. 
S. 面 只 有 长 度 和 宽度 

6. 面 的 边缘 是 线 

这 一 主题 在 他 关于 空间 几何 的 简短 的 第 11 卷 的 定义 中 得 到 
TRE: 

1. FAKE .宽度 和 高 度 

2. 体 的 边缘 是 面 

(Heath 1908 中 对 这 个 问题 有 评论 ) 

实际 上 ,这 些 观 点 的 基础 模糊 不 清 。 格 丝 里 (Guthrie)(1971 - 
I E HA BEL (Pythagoras, 公元 前 582 ~ 前 507) 中 看 出 了 维 数 
观点 的 端倪 ,但 范 . 德 .瓦尔 登 (Von der Waerden) 认 为 对 此 必须 持 
怀疑 态度 。 另 一 方面 ,在 《4 共和国) 的 第 证 卷 中 ,柏拉图 (Plato, 公 元 
前 427 ~ 前 347) 对 苏 格 拉 底 (Socrates) 评 论 道 ,“ 讨 论 过 平面 之 
后 ，…… 正确 的 方法 是 下 一 步 按 顺 序 在 第 二 维 之 后 研究 第 三 维 , 即 
立体 或 任何 有 深度 的 物体 的 维 数 。 多 了 解 一 些 在 欧 几 里 得 之 前 对 
维 数 的 其 他 研究 是 大 有 神 益 的 。 

RE BSA th 1854 年 的 学 位 论文 《关于 构成 几何 学 基础 的 
假设 ?中 , 提 到 了 缺少 对 维 数 概念 的 任何 研究 。 
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查尔斯 : 埃 尔 米 特 ” 埃 尔 米 特 作为 一 个 数学 上 极端 保守 分 子 
的 名 声 ( 如 第 6 章 中 引用 的 他 写 给 斯 蒂 尔 吉 斯 的 信 中 记载 的 那样 ) 
被 由 他 写 给 米 塔 格 - 列 夫 勒 (Mittag-Leffler) 的 信 证 实 了 (Dugac 
1976 c). 

1883 年 4 月 13 日 的 信 中 写 道 :“ 读 康 托 的 著作 似乎 是 一 种 名 
副 其 实 的 痛苦 …… 而 且 ,我 们 中 没有 谁 会 被 引诱 去 追随 他 …… 线 
和 平面 之 间 的 映射 使 我 们 绝对 不 愿意 去 关心 它 ,我 们 认为 ,这 种 观 
察 ,既然 人 们 将 不 会 从 它 演绎 出 什么 结论 是 因为 考虑 得 过 分 随意 ， 
从 而 最 好 让 作者 等 一 等 ……[ 但 康 托 也 许 ] 会 找到 有 兴趣 愉快 地 研 
究 他 的 读者 ,这 是 我 们 不 会 做 的 。 

1883 年 5 月 5 日 的 信 中 写 道 :“ 康 托 的 一 篇 文章 的 译文 由 庞 加 
莱 极 为 细心 地 编辑 ……[ 他 的 ] 观 点 是 几乎 所 有 的 法 国 读者 将 对 这 
种 同时 是 数学 和 哲学 的 研究 格格 不 人 ,并 且 , 这 种 研究 中 有 太 多 的 
随意 性 ,我 认为 这 种 观点 是 正确 的 。” 

Amk 对 欧 几 里 得 观点 的 一 个 有 说 服 力 的 并 且 最 终 非常 成 
功 的 阑 释 是 庞 加 莱 在 1903 年 (Poincare 1905, 第 三 章 ,第 三 节 ) 和 
1912 年 (Poincare 1913, 第 9 部分) 给 出 的 。 下 面 是 一 段 意译 : 


“ 当 我 们 说 空间 有 三 维 的 时 候 ,我 们 的 意思 是 什么 ? 
如 果 我 们 在 分 割 连续 统 C 时 只 需要 把 一 定数 目的 可 以 
相互 区 别 的 元 素 作为 割 集 就 能 满足 要 求 ,我 们 说 这 个 连 
续 统 是 一 维 的 …… 如 果 , 相 反 地 ，…… 在 分 割 一 个 连续 统 
时 要 使 用 构成 一 个 或 几 个 一 维 连 续 统 的 割 集 才能 满足 要 
求 ,我 们 就 说 C 是 二 维 连续 统 。 如 果 使 用 构成 一 个 或 几 
个 最 多 为 二 维 连续 统 的 割 集 才能 满足 要 求 , 我 们 则 说 C 
是 一 个 三 维 连续 统 ; 依 此 类 推 。 

“为 了 验证 这 个 定义 ,我 们 必须 检查 几何 学 家 们 是 如 
何在 他 们 的 工作 开始 时 引入 维 数 观 点 的 。 那 么 ,我 们 发 
现 了 什么 呢 ? 他 们 通常 这 样 开始 :把 面 定义 为 体 或 空间 
的 边界 ,把 线 定义 为 面 的 边界 ,把 点 定义 为 线 的 边界 ,而 
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且 , 他 们 声称 同样 的 过 程 不 能 继续 进行 。 

“这 正 是 前 面 给 出 的 观点 : 称 作 面 的 割 集 对 于 分 割 空 
间 是 必需 的 ; 称 作曲 线 的 割 集 对 于 分 割 面 是 必需 的 ;点 不 
可 分 ,不 是 连续 统 。 因 为 线 可 以 被 不 是 连续 统 的 割 集 分 
割 , 所 以 它们 是 一 维 连续 统 ; 因 为 面 可 以 被 一 维 连续 的 割 ， 
集 分 割 ,所 以 它们 是 二 维 连续 统 ; 最 后 ,空间 可 以 被 二 维 
连续 的 割 集 分 割 ,所 以 它们 是 三 维 连续 统 。 


< 上 面 的 话 不 适用 于 分 维 。 对 于 这 篇 文章 中 不 同 的 岛屿 内 
部 ,D 和 Dr 一致 并 且 都 等 于 2, 但 是 海岸 线 却 是 完全 不 同 的 一 番 
情形 :它们 在 拓扑 上 是 一 维 的 ,但 在 分 形 上 是 高 于 一 维 的 。b> 

布 劳 书 尔 到 门 杰 ”现在 让 我 们 引用 Hurewicz & Wallman 1941 
中 的 话 :“1913 年 , 布 劳 韦 尔 在 庞 加 莱 直 观 的 基础 之 上 构造 了 一 个 
精确 的 、 拓 扑 不 变 的 维 数 定义 ,这 个 定义 在 很 宽 范围 的 一 类 空间 上 
和 我 们 现在 使 用 的 维 数 定义 是 一 致 的 。 布 劳 韦 尔 的 文章 多 年 来 一 
直 没 有 人 注意 。 然 后 在 1922 年 , 门 杰 和 乌 里 估 恩 独立 于 布 劳 韦 尔 
并 且 彼 此 独立 地 重新 创造 了 布 劳 韦 尔 的 概念 ,取得 了 重要 的 进展 。 

“在 那 以 前 ,数学 家 们 在 含混 的 意义 上 使 用 维 数 这 个 词 。 如 果 
以 某 种 非特 定 方式 描述 一 个 构 形 上 的 点 所 需 的 最 少 实 参数 的 个 数 
是 已, 则 称 这 个 构 形 是 E 维 的 。 这 种 方法 的 危险 性 和 不 一 致 性 被 
19 世纪 晚期 两 个 著名 的 发 现 展示 得 清 清 楚楚 : 康 托 把 线 上 的 点 与 
面 上 的 点 一 一 对 应 ,和 皮 亚 诺 把 一 个 区 间 映 射 到 整个 正方 形 上 的 
连续 映射 。 第 一 个 发 现 打破 了 人 们 认为 平面 上 的 点 比 线 上 的 点 多 
的 观念 ,并 且 表 明 维 数 可 以 通过 一 一 映射 发 生 改 变 。 第 二 个 发 现 
反驳 了 维 数 可 以 定义 为 描述 一 个 空间 所 需 的 最 少 连续 实 参 数 的 个 
数 的 观点 ,并 且 表 明 维 数 可 以 经 过 单 值 连续 映射 而 提高 。 

“还 有 一 个 极为 重要 的 问题 尚未 解决 :我 们 是 否 可 以 把 康 托 和 
皮 亚 诺 构造 的 特征 相 结 合 , 在 E HERI E, 维 欧 氏 空间 之 间 建 立 对 
应 ? 也 就 是 说 ,建立 一 个 既是 一 一 的 又 是 连续 的 对 应 ? 这 个 问题 
至 关 重 要 ,因为 在 欧 氏 E 维 空间 和 欧 氏 Eo 维 空间 之 间 上 述 类 型 
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的 变换 的 存在 性 会 证 明 , 维 数 (在 自然 意义 上 欧 氏 E EAE 
维 的 ) 根 本 没有 任何 拓扑 意义 ! 拓扑 变换 的 类 因此 将 宽 得 无 法 具 
有 任何 几何 上 实际 应 用 的 意义 。 

“ 布 劳 韦 尔 在 1911 年 给 出 了 第 一 个 证 明 : 欧 氏 E 维 空间 和 欧 
FS Ey 维 空间 同 胚 的 充分 条 件 是 E tE Ey (Brouwer 1975-2, 第 
430 ~ 43401 ;特殊 情形 E <3 和 Eo > E 在 此 之 前 已 经 于 1906 年 被 
月 洛 特 (J. Liroth) 证 明 )。 但 是 ,这 一 证 明 并 没有 明确 指出 任何 使 
欧 氏 E MEZ |a] DX 9L EK S Eo 维 空间 ,从 而 保证 两 者 之 间 同 胚 的 
不 存在 性 的 简单 拓扑 特性 ,因此 ,更 具有 说 服 力 的 是 布 劳 韦 尔 在 
1913 年 的 论证 过 程 ,他 引入 了 空间 的 一 个 整数 值 函 数 ,这 个 函数 ， 
由 于 它 特定 的 定义 方法 ,是 拓扑 不 变 的 。 在 欧 氏 空间 中 , 它 恰好 是 
E( 因 此 与 它 的 名 字 相 符 )。 

“同时 勒 贝 格 用 另 一 种 方法 证 明了 欧 氏 空间 的 维 数 是 拓扑 不 
变 的 。 他 在 1911 年 曾经 观察 到 一 个 正方 形 可 以 被 任意 小 的 “ 积 
木 " 覆 盖 而 没有 任何 点 包含 于 三 块 以 上 的 积木 中 ,除非 这 些 积木 小 
得 每 三 块 就 有 一 个 公共 点 (Lebesgue 1972-4, 第 169 ~ 210 页 )。 以 
类 似 方式 可 以 把 欧 氏 E 维 空间 中 的 立方 体 任意 分 解 为 任何 小 的 
“积木 ”, 使 得 不 超过 E+ 块 积木 有 公共 点 。 勒 贝 格 猜测 E + 1 这 
个 数 不 可 能 再 减 小 了 ;也 就 是 说 ,对 于 任意 分 为 足够 小 的 积木 的 分 
解 , 至 少 必 有 一 个 点 同时 属于 E+1 块 积木 。( 布 劳 韦 尔 在 1913 年 
给 出 了 证 明 。) 勒 贝 格 定理 还 表明 了 一 个 使 欧 氏 E 维 空间 区 别 于 
网 氏 Eo 维 空间 的 拓扑 性 质 ,因此 它 也 意味 着 欧 氏 空间 维 数 的 拓扑 
不 变性 。” 

关于 庞 加 莱 、 布 劳 韦 尔 、 勒 贝 格 . 尤 里 森 和 门 杰 在 这 一 领域 作 
出 的 贡献 ,参见 H. 弗 劳 登 塔 尔 (Freudenthal) 为 Brouwer 1975-2, 第 
六 章 作 的 注解 ,Menger 1979 的 第 21 章 中 也 对 此 作出 了 回答 。 

”分 维和 德尔 波 夫 (Delboeuf,J.) 关于 分 维 的 故事 要 简单 得 
多 : 它 几 乎 全 副 武 装 地 从 豪 斯 多 夫 的 著作 中 显露 出 来 。 但 无 论 如 
何 有 一 点 神秘 。 实 际 上 ,在 Russel 1897 的 第 162 页 中 虽然 没有 提 
及 康 托 和 皮 亚 诺 引 起 的 激烈 争吵 , 却 有 这 样 的 脚注 :德尔 波 夫 确 
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实 谈 到 了 具有 m/n 维 的 几何 结构 ,但 是 没有 指出 文献 来 源 (Rev. 
Phil. T. XXXXW ,第 450 页 )。 ”德尔 波 夫 变 得 引 人 注 目 ( 见 “ 莱 布 尼 
兹 和 拉 普 拉 斯 的 标 度 变换 "一 节 ); 但 是 我 [在 了 . 威 尔 布 鲁 根 
(Verbruggen) 的 帮助 下 ] 对 他 的 著作 的 研究 中 ,没有 发 现 关 于 分 维 
的 更 进一步 的 谈论 。 

布 利 高 ” 维 数 的 康 托 一 闵 科 夫 斯 基 一 布 利 高 定义 远 不 及 豪 斯 
多 夫 一 伯 西 柯 维 奇 定义 那样 让 人 满意 ,但 在 这 里 我 要 称赞 乔治 . 布 
利 高 (1889 ~ 1979)。 他 的 很 多 书 今天 即使 在 巴黎 也 已 经 没什么 人 
读 了 ,但 是 这 些 书 在 我 是 一 名 学 生 并 且 他 为 我 们 出 题 进行 考试 的 
时 候 是 那么 重要 。 每 当 我 翻 开 他 的 书 ,都 想起 是 它们 领 我 走 进 了 
“现代 数学 。 我 怀疑 能 否 有 比 该 书 更 少 一 些 证 据 不 足 的 猜测 和 人 
文 的 描述 但 也 许 在 教育 上 更 耐久 的 著作 , 当 我 们 需要 时 ,能够 从 我 
们 归档 的 知识 中 找到 并 给 我 们 以 同样 直观 的 理解 。 我 想 不 会 有 。 
倘若 布 利 高 能 够 活 到 今天 ,看见 他 挚爱 的 几何 学 所 取得 的 进展 ,我 
希望 他 能 把 这 些 看 作 是 自己 的 成 就 。 


自然 无 飞跃 和 “ 丢 托 巴 库 斯 (Theutobocus) 
的 真实 故事 ” 


们 在 本 章 的 第 一 节 里 已 经 讨论 过 , 它 还 被 莱 布 尼 兹 看 作 “[ 他 的 ] 被 
最 好 地 证 明了 的 最 好 的 论断 之 一 "。 而 且 , 它 是 那些 “ 介 于 两 者 之 
间 “的 几何 形状 一 一 分 形 一 一 的 尚未 成 形 的 遥远 的 祖先 。 但 是 ， 
Bartlett 1968 中 把 这 一 论断 归功 于 林 耐 (C.von Linné) ,我 为 一 种 看 
起 来 不 公平 的 荣誉 感到 震惊 ,经 过 探寻 发 现 了 若干 事实 和 一 个 
故事 。 
确实 ,18 世纪 著名 的 植物 学 家 和 分 类 学 家 林 耐 曾 写 下 这 样 的 
话 , 但 仅仅 是 随便 提 及 ,并 不 是 作为 一 个 新 的 有 分 量 的 论述 发 表 ， 
而 是 在 一 句 传统 的 格言 中 。 他 当时 正在 翻译 菜 布 尼 兹 的 《自然 无 
飞跃 》( La Nature ne fait jamais de sauts )。 莱 布 尼 兹 同时 写 了 无 数 其 
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他 变 体 ,其 中 包括 :《 变 化 无 飞跃 》( Nulla mutatio fiat per saltum) (3E 
XEX BK) ( Nullam transtionem fieri per saltum ) ,《 自 然 的 一 切 都 是 渐 
进 没有 突变 的 》( Tout va pardegres dan la nature et rien par saut), fH 
林 耐 的 拉丁 文 译文 的 确切 的 原文 也 许 无 法 在 莱 布 尼 兹 的 著作 中 找 
到 。 

接 下 来 ,有 意思 的 是 早 在 1613 年 , 远 在 莱 布 尼 兹 之 前 ,就 有 人 
一 字 不 差 地 预测 到 了 林 耐 的 话 。 这 句 话 是 这 样 的 ,自然 之 功 无 飞 
EK ( Natura in suis operationibus non facit saltum)( 少 数 那些 认为 0 是 
单数 的 脾气 怪异 的 人 宁愿 以 复数 saltus 来 替换 掉 句 中 的 单数 
saltum) 。 是 谁 写 下 了 这 句 话 ? Stevenson 1956 第 1382 页 第 18 条 中 
把 它 归功 于 雅克 . 梯 索 (Jacques Tissot) 。 谁 是 梯 索 ? 没有 人 能 够 告 
诉 我 ,于 是 我 去 巴黎 的 国家 图 书馆 寻找 答案 。 

我 在 一 本 15 页 的 小 册子 里 找到 了 这 句 话 ,小 册子 有 一 个 很 长 
的 题目 ,开头 是 这 样 的 ,关于 丢 托 巴 库 斯 大 帝 的 生死 和 遗 骨 的 真 
实 故事 ……, 他 在 (公元 前 )105 年 被 罗马 执政 官 马 略 打败 并 被 埋 
昔 在 …… 罗 马 附 近 , 文 字 用 法 语 写 成 ,夹杂 着 拉丁 语 ,记录 了 在 格 
勒 诺 布尔 附近 发 现 巨人 尺寸 的 遗 骨 , 和 讲述 为 什么 这 副 遗 骨 是 一 
个 人 即 前 述 的 丢 托 巴 库 斯 的 原因 。 

在 M. Ett TAER (M. Edouard Foumier) 做 注 的 《各 式 各 样 
的 历史 与 文学 ,稀奇 古怪 的 空中 悬 物 大 集成 》( Varietes historiques et 
litteraires , recueil de piece volantes rares et curieuses ) 55 IX 3$, 1859, 第 
241 ~ 257 页 有 一 个 《真实 故事 》 的 重印 本 。 我 的 好 奇 得 到 了 报 偿 。 
在 一 个 极 长 的 脚注 中 , 傅 尼 埃 描述 了 下 面 这 个 长 期 以 来 的 谎言 。 
存 1613 年 1 月 11 日 ,正在 5.18~5.49 米 沙子 下 挖 拨 的 工人 发 所 
出 了 许多 很 长 的 骨骼 ,于 是 ,这 个 坑 是 一 个 巨人 的 坟墓 的 流言 就 四 
处 传播 ,这 个 坑 里 还 印 有 马 略 的 徽章 ,还 有 一 块 刻 着 丢 托 巴 库 斯 名 
字 的 石头 。 这 些 骨骼 被 两 个 当地 乡绅 “证 实 ”, 上 了 报纸 ,还 拿 给 国 
王 路 易 八 世 看 了 。 关 于 它们 的 起 源 的 争议 随 之 而 来 ,而 后 又 渐渐 
消失 了 ,只 是 当 其 他 的 古老 骸骨 被 认定 为 消失 了 的 物种 时 , 才 会 再 
次 出 现 。 古 生物 学 家 加 入 了 这 场 讨 论 ,确定 “ 丢 托 巴 库 斯 王 ”是 一 
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头 乳 齿 象 。 

这 个 脚注 还 说 到 ,实际 上 根本 就 没有 什么 雅克 ' 梯 索 ,前 面 提 
到 的 《真实 故事 ?是 那 两 个 乡绅 用 一 个 假名 出 版 的 …… 作 为 一 个 提 
议 的 马戏 表演 的 节目 介绍 。 

但 是 自然 无 …… 还 是 很 神秘 。 它 由 假装 引用 亚 里 士 多 德 的 小 
城镇 的 江湖 骗子 说 出 来 总 是 有 些 驴 层 不 对 马 嘴 。 更 可 能 地 ,他 们 
只 不 过 是 重复 着 他 们 时 代 的 一 句 套 话 ,起 源 的 问题 并 没有 划 上 
句号 。 


庞 加 莱 和 分 形 吸引 子 


与 本 章 中 的 其 他 小 节 不 同 ,本 节 的 内 容 不 仅仅 吸引 人 ,而且 对 
我 的 工作 有 即刻 而 长 久 的 影响 。 昂 利 . 庞 加 莱 (1854 ~ 1912) 的 一 
些 文章 引起 我 的 注意 正 是 1977 年 《分 形 》 在 校对 的 时 候 , 它 们 导致 
了 第 18 ~ 20 章 中 概述 的 新 的 研究 方向 ,并 且 计 划 在 其 他 地 方 完整 
地 陈述 出 来 。 下 面 让 我 来 回答 一 下 由 庞 加 莱 的 这 些 工作 和 一 些 相 
关 的 工作 所 不 可 避免 地 引出 的 几 个 问题 。 

是 又 否 :他 确实 是 分 形 (“奇怪 ”) 吸 引子 的 第 一 个 研究 者 。 但 
是 ,在 我 看 来 ,他 的 工作 中 没有 一 点 可 使 他 成 为 哪怕 是 大 自然 分 形 
几何 一 些 可 见 侧面 的 .关系 朴 远 的 先驱 者 。 

是 :有 些 事实 被 遗忘 了 , 距 Cantor 1883 一 年 之 内 ,与 三 分 尘埃 
和 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 相近 的 集合 就 出 现在 正统 的 数学 中 , ue 
于 实 变量 集合 和 实 变 函数 的 革命 性 理论 的 创建 。 

否 :这 些 应 用 在 当时 并 非 没 有 引起 注意 。 第 一 次 是 在 自 守 函 
数理 论 中 (第 18 章 ), 这 理论 使 庞 加 莱 和 菲 力克 斯 . 克 莱 因 成 了 名 。 
探索 这 些 应 用 的 是 保罗 . 潘 勒 韦 (Paul Painleve, 1863 ~ 1933) ,他 是 
一 位 影响 远 远 超出 了 纯 数学 王国 的 学 者 。 他 对 工程 着 迷 [ 他 是 奥 
维尔 :莱特 (Orvile Wright) 的 (飞机 ) 事 故 后 威 尔 伯 :莱特 (Wilbar 
Wrght) 的 第 一 位 乘客 ], 他 最 终 走 上 了 从 政 的 路 , 曾 出 任 法 国 总 
理 。 我 碰巧 注意 到 , 佩 琳 曾 是 潘 韦 勒 的 密友 ,这 样 第 2 章 中 描述 的 
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“ 白 日 梦 ? 看 起 来 就 不 那么 孤立 了 。 

是 ; 康 托 和 庞 加 菜 最 终 成 为 好 几 场 智力 争斗 的 对 手 ,而 康 托 就 
像 皮 亚 诺 一 样 是 庞 加 莱 的 讽刺 的 牺牲 品 ,比如 下 面 这 段 著 名 的 话 : 
“ 康 托 主义 者 (许诺 ) 那 种 医生 称 为 磁 到 好 病例 的 快乐 。 参 见 埃 尔 
米 特 小 节 。 因 此 ,知道 下 面 这 些 对 我 们 是 有 益 的 , 当 需 要 来 临时 ， 
庞 加 莱 发 现 那些 经 典 的 怪物 并 不 是 钻 进 了 对 可 见 的 大 自然 的 描述 
之 中 ,而 是 跑 到 了 抽象 的 数学 物理 学 中 去 了 。 我 把 (天 体力 学 新 方 
法 》( Poincare 1892- [II ) 88 389 ~ 390 页 意译 如 下 : 

“让 我 们 试 着 描画 出 对 应 于 [三 体 问 题 ] 双 重 渐进 解 的 两 条 曲 
线 [C 和 0C ] 所 形成 的 图 形 。 他 们 的 交点 形成 了 一 种 无 穷 紧 密 
的 …… 网 格 。 每 条 曲线 绝 不 自 交 , 但 是 肯定 以 一 种 极其 复杂 的 方 
式 折 释 起 来 ,并 与 网 格 的 每 个 顶点 无 限 频繁 地 相交 。 

人 们 必定 会 为 这 个 图 形 的 复杂 程度 感到 震惊 ,我 简直 不 想 画 
下 来 。 没 有 任何 东西 会 使 我 们 对 三 体 问 题 的 复杂 性 有 一 个 更 好 的 
理解 ,而 且 一 般 地 对 所 有 那些 没有 通 积分 的 动力 学 问题 也 是 如 
此 E pr 

“可 以 设想 几 种 不 同 的 假设 ， 

(1) [定义 为 C (或 C) 加 上 此 曲线 的 极限 点 的 集合 S (或 
8 ) ] 充 满 一 个 半 平 面 。 如 果 是 这 样 , 太阳系 是 不 稳定 的 。 

(2) (5S' 或 S) 处 于 [ 正 的 ] 的 有 限 区 域 中 ,占据 平面 的 一 个 有 
界 区 域 ,可 能 有 一 些 ' 间 隙 '……… 

(3) RR (S 或 S) 处 于 趋 于 0 的 区 域 。 它 类 似 于 “ 康 托 尘 

为 了 加 深 对 这 些 不 该 被 忽略 的 评述 带 来 的 印象 ,下 面 是 
Hadamard 1912, Painleve 1895 和 Denjoy 1964, 1975 中 部 分 内 容 的 
意译 。 

首先 是 阿达 玛 :“ 庞 加 莱 是 集合 论 的 先驱 者 ,这 是 指 早 在 集合 
论 诞生 之 前 ,他 就 把 它 应 用 在 他 的 最 引 人 注 目 也 最 值得 赞美 的 一 
项 著名 研究 中 。 实 际 上 ,他 给 出 自 守 函数 的 奇 点 构成 整个 圆周 或 
康 托 尘埃 。 这 后 一 种 情况 是 在 他 之 前 的 人 的 想象 力 所 不 可 能 构想 
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的 。 这 个 集合 不 是 集合 论 中 最 重要 的 成 就 之 一 , WI Z 3k xz ## 
(Bendixson) 和 康 托 本 人 直到 后 来 才 发 现 了 它 。 

“ 自 黎 曼 和 外 尔 斯 特 拉 斯 以 来 ,没有 切线 的 曲线 的 例子 已 经 是 
经 典 的 了 。 然 而 , 谁 都 能 抓 住 其 中 的 深刻 区 别 , 在 一 方面 ,是 在 为 
了 心灵 的 愉悦 所 设 定 的 情况 下 确立 起 来 的 事实 ,不 带 有 任何 除了 
显示 其 可 能 性 之 外 的 目标 和 意义 ,一 个 在 怪物 展厅 中 的 展品 ;而 另 
一 方面 , 则 是 根植 于 分 析 中 最 经 常 和 最 基本 的 问题 的 理论 中 所 遇 
到 的 同样 的 事实 。” 

其 次 是 潘 韦 勒 :我 必须 坚持 存在 于 函数 论 和 康 托 尘埃 之 间 的 
联系 。 后 面 这 种 研究 在 精神 上 是 如 此 标新立异 以 至 于 数学 期 刊 必 
须要 有 点 勇气 才能 发 表 它 。 许 多 读者 把 它 当 成 哲学 而 不 是 科学 。 
然而 数学 的 进展 很 快 就 否认 了 这 种 评判 。 在 1883 年 (这 一 年 在 该 
世纪 的 数学 史上 称 得 上 是 双喜 临门 ),《 数 学 学 报 》( Acta 
Mathematica ) 交 替 登 载 庞 加 莱 论 富 克 斯 函数 及 克 莱 因 函数 的 文章 
和 康 托 的 论文 。” 

康 托 的 论文 在 《学报 ) 的 第 二 卷 第 305 ~ 414 页 上 ( 康 托 集 在 第 
407 页 ), 是 《4 学报) 的 编辑 米 塔 格 一 列 夫 勒 (Mittag 一 Leffler) 自 愿 为 
康 托 争取 承认 而 翻译 成 法 文 的 。 有 一 些 ( 见 本 章 的 埃 尔 米 特 小 节 ) 
是 庞 加 莱 编 辑 的 。 然 而 , 庞 加 莱 的 结果 已 经 在 《评论 》( Comptes 
Rendus ) 上 简要 发 表 过 了 ,而且 是 在 康 托 的 工作 用 德 文 发 表 之 前 。 
庞 加 莱 如 此 迅速 地 就 采用 了 康 托 的 一 个 发 明 , 在 他 的 第 一 篇 《学 
报 》 论 文中 ,他 用 德 文 的 Mengen 来 代表 集合 ,而 没有 时 间 来 选 定 一 
个 法 文中 相当 的 词 。 

再 次 是 Denjoy 1964 ; “有 些 科学 家 把 某 些 真理 看 作 优 雅 的 、 受 
过 良好 教育 的 ,有 教养 的 人 ,而 对 另 一 些 来 说 ,这 扇 绅士 的 大 门 必 
须 水 远 紧 闭 。 我 反复 考虑 集合 论 这 样 一 个 全 新 的 世界 , 它 无 可 比 
拟 地 更 加 广阔 ,更 少 人 工 雕 琢 的 痕迹 ,更 简单 ,更 富有 逻辑 性 ,也 更 
适合 于 作为 物理 世界 的 模型 ;总 之 , 比 旧 的 世界 更 真 。 康 托 尘 埃 具 
有 很 多 连续 体 的 性 质 ,似乎 对 应 于 一 种 非常 深刻 的 实在 。” 

在 Denjoy 1975 第 23 页 ,我们 见 到 下 面 这 段 话 :“ 我 认为 ,很 明 
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显 ,不 连续 模型 比 现在 的 模型 以 一 种 更 令 人 满意 的 方式 ,更 成 功 地 
解释 许多 自然 现象 。 因 此 ,不 连续 的 法 则 与 连续 的 法 则 相 比 还 远 
未 阐明 ,应 该 在 更 广 和 更 深 的 层次 上 对 它们 加 以 讨论 。 确 保 关 于 
这 两 类 知识 的 均等 ,将 使 物理 学 家 能 够 按 需 要 使 用 这 种 或 那 种 方 
法 。” 

不 幸 的 是 , 登 乔 伊 (Denjoy,A. ) 不 能 用 超出 庞 加 菜 和 潘 韦 勒 的 
泛泛 的 暗示 的 任何 特定 的 进展 来 支持 他 的 “ 白 日 梦 ”"。 一 个 例外 是 
登 乔 伊 1932 年 关于 环 面 上 的 微分 方程 的 论文 。 为 了 回答 庞 加 菜 
提出 的 一 个 问题 ,他 指出 , 解 和 子午 线 的 交 可 能 是 整个 子午 线 或 任 
何 一 个 指定 的 康 托 尘 埃 。 前 者 的 行为 符合 物理 学 家 关于 遍历 性 行 
为 的 概念 ,但 后 者 不 符合 。 一 个 类 似 的 例子 由 波 尔 (Bohl) 在 1916 
年 给 出 。 

雅克 阿达 玛 (Jacques Hadamard, 1865 ~ 1963) 是 著名 的 数学 家 
和 数学 物理 学 家 ,阿诺德 . 登 乔 伊 (Amaud Denjoy, 1884 ~ 1974) 是 
一 位 杰出 的 非常 纯粹 的 数学 家 ,但 是 没有 哪个 物理 学 家 愿意 听 听 
他 们 。 他 们 的 话 在 他 们 的 时 代 没 有 任何 反响 。 这 两 个 人 都 出 现在 
庞 加 莱 和 潘 韦 勒 的 悼词 中 , 他们 共同 复兴 了 那些 首创 者 们 无 法 通 
过 重复 而 振兴 的 思想 。 


庞 加 莱 和 吉 布 斯 分 布 


当今 庞 加 莱 的 复兴 可 以 作为 借口 在 这 里 叙述 一 个 与 本 文 其 他 
部 分 无 关 的 技术 性 趣闻 。 

这 关系 到 物理 学 家 熟知 的 吉 布 斯 标准 分 布 , 这 种 分 布 对 于 统 
计 学 家 而 言 是 一 种 指数 型 分 布 。Poincare 1890 寻找 一 种 概率 分 
布 , 它 使 得 某 个 参数 p 基于 MM 个 样本 值 ams ay 的 最 大 
似 然 估计 取 CLS F(x)/M] 的 形式 。 换 言 之 ,它们 使 得 * Mp 的 
标 度 可 以 通过 函数 (x) 和 G-1(p) 发 生变 换 ,从 而 p 的 最 大 似 然 


估计 是 x 的 样本 均值 。 这 当然 是 . 为 高 斯 变量 的 期 望 时 的 情形 ， 
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但 庞 加 莱 给 出 了 更 一 般 性 的 解答 ,现在 称 为 吉 布 斯 分 布 。 

这 个 事实 由 齐 拉 特 (Szilard) 于 1925 年 独立 地 重新 发 现 。 之 
后 ,在 1935 年 前 后 , 库 普 曼 (Koopman) ,皮特 曼 (Pitman) ,达尔 称 瓦 
(Darmois) 就 最 一 般 的 估计 过 程 提出 了 同样 的 问题 ,但 并 不 局 限于 
最 大 似 然 法 。 吉 布 斯 分 布 的 这 种 性 质 又 被 统计 学 家 称 为 充分 性 ， 
在 统计 热力 学 的 齐 拉 特 一 曼 德 布 特 公 理 表 示 中 起 核心 作用 
(Mandelbrot 1962 t, 1964 t)。 在 这 种 方法 中 ,统计 推断 固有 的 随 
意 性 存在 于 封闭 系统 的 温度 定义 之 中 ,但 是 不 在 这 种 标准 分 布 的 
导数 中 出 现 。( 后 来 的 一 个 基于 “最 大 信息 诚 律 "的 公理 表示 把 标 
准 分 布 本 身 根植 于 统计 推断 ,我 认为 这 焉 曲 了 它 的 重要 性 。) 


标 度 变换 : 老 的 经 验证 据 


弹性 丝线 中 的 标 度 变换 ”非常 令 人 吃惊 ,现今 被 重新 解释 为 
物理 系统 中 标 度 变换 的 例证 的 最 早 的 经 验 观 测 是 在 150 年 前 进行 
的 。 在 卡尔 * 弗 里 德里 希 : 高 斯 (Carl Friedrich Causs) 的 鼓励 下 , 威 
尔 海 姆 "韦伯 (Wilhelm Weber) 着 手 探讨 用 于 支撑 电磁 仪表 中 的 移 
动 线圈 的 丝线 的 扭力 。 他 发 现 施加 径 向 负载 会 导致 瞬时 的 拉 伸 ， 
之 后 还 有 随时 间 变 化 的 伸 长 。 撤 去 负载 后 ,产生 一 个 与 初始 的 瞬 
时 拉 伸 相等 的 瞬时 收缩 。 随 后 也 有 长 度 的 进一步 逐渐 变 短 , 直 到 
成 为 原来 的 长 度 。 扰 动 的 后 效 遵 循 二 ”形式 的 定律 :它们 随时 间 
按 双 曲 方式 衰减 ,而 不 是 当时 人 人 预计 的 按 指数 形式 衰减 ,预见 到 
如 今 的 结果 。 

关于 这 个 题目 的 下 一 个 著作 是 Kohlrausch 1847 ,威廉 .汤姆 森 
(Willam Thomson) 更 进一步 研究 了 弹性 玻璃 纤维 的 扭力 ,后 来 还 有 
JFAR XC BJ) R$ ( Kelvin) 于 1865 年 ,詹姆斯 "克拉克: 麦克 斯 韦 (James 
Clerk Maxwell) 于 1867 年 , LÀ É Fi 08 HE 35 - SE IR 2£ £ ( Ludwig 
Boltzmann) ,他 1874 年 的 论文 被 麦克 斯 韦 认 为 十 分 重要 , 以 至 在 
《不 列 直 百科 全 书 ) 第 九 版 (1878 年 ) 中 加 以 讨论 。 

这 些 名 字 和 日 期 值得 我 们 仔细 琢磨 。 它 们 证 明了 要 使 一 个 问 
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ASS ,仅仅 是 高 斯 .开尔文 . 玻 尔 兹 曼 和 麦克 斯 书 这 样 的 人 
的 兴趣 还 不 够 。 一 个 吸引 他 们 但 击败 了 他 们 的 问题 会 变 得 完全 地 
默默 无 闻 。 

He RMP OO RRR MET. 惠 特 克 (Whittaker) 的 话 
说 ,背景 是 这 样 的 :“1745 年 菜 顿 大 学 的 教授 彼 德 ' 范 ' 称 申 布鲁克 
(Pieter van Musschenbroek ,1692 ~ 1761 ) 试 图 找到 一 种 保存 电荷 的 方 
式 , 以 防止 观察 到 的 带电 体 在 空气 中 的 电荷 衰减 。 带 着 这 个 目的 ， 
他 试验 了 把 带电 的 水 封闭 在 某 些 绝缘 体 ( 比 如 玻璃 ) 内 的 效果 。 在 
他 的 一 项 试验 中 ,他 把 一 小 瓶 水 用 金属 线 悬 挂 在 枪 管 上 , 线 穿 过 软 
木 塞 几 英寸 插入 水 中 ; 枪 管 用 丝线 悬挂 起 来 ,距离 一 个 带电 的 玻璃 
球 非常 近 , 以 使 在 运动 中 插入 枪 管 的 一 些 金属 条 接触 球体 。 在 这 
些 条 件 下 ,一 个 名 叫 库 那 乌 斯 (Cunaeus) 的 朋友 碰巧 用 一 只 手 抓 住 
了 小 瓶 ,又 用 另 一 只 手 接触 了 枪 管 ,结果 受到 了 强烈 的 电击 ;很 明 
显 ,一 种 积累 或 放大 电力 的 方法 已 经 发 现 了 。 这 项 发 明 被 诺 赖 
(Nollet) 称 为 菜 顿 瓶 。 

Kohlrausch 1854 发 现 了 菜 顿 瓶 放 电 的 速度 与 他 关于 丝线 的 工 
作 具 有 相同 的 结果 :电荷 随时 间 按 双 曲 方式 衰减 。 在 雅 各 * 居 里 
(Jacques Curie, 皮 埃 尔 ' 居 里 的 兄弟 和 他 的 第 一 个 合作 者 ) 的 博士 
论文 中 ,详细 研究 了 不 同 于 玻璃 的 电介质 ,他 发 现在 某 些 电介质 中 
的 衰减 是 指数 型 的 ,但 是 在 其 他 一 些 电 介质 中 是 双 曲 型 的 ,其 指数 
y 的 值 是 变动 的 。 


标 度 变换 : 恒久 而 古老 的 万 灵 药 


数不胜数 的 关于 标 度 可 变 的 衰减 或 噪声 的 解释 ,散布 在 一 百 

多 年 间 为 数 众多 的 各 种 杂志 上 。 所 有 这 些 读 起 来 都 令 人 伤心 。 它 

们 一 直 而 且 千 篇 一 律 地 缺乏 成 功 ,因为 早 在 19 世纪 初 就 已 经 被 发 
现 的 死路 被 在 不 同 的 情况 下 用 不 同 的 词语 探索 了 一 遍 又 一 遍 。 

霍 普 金 森 的 混合 物 万 灵 药 ” 面 对 莱 顿 瓶 电荷 的 双 曲 型 衰减 ， 

E H £ A (Hopkinson, Z Jf P H2 E ) # 1878 年 提出 :“ 粗 略 的 解 
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释 把 玻璃 看 成 多 种 不 同 的 硅 酸 盐 混 合 物 ,它们 各 自 的 特性 不 同 。” 
从 中 可 以 得 到 ,类 似 于 双 曲 线 的 衰减 函数 实际 上 是 两 个 或 多 个 不 
同 的 exp( — s/t ) 型 的 指数 型 函数 的 混合 ,它们 中 的 每 一 个 都 有 
FEE AY) REIS] z,,。 然 而 ,即使 是 早期 的 数据 也 是 以 说 明 两 个 到 
四 个 指数 是 不 够 的 ,于 是 这 种 论证 被 放弃 了 。 

然而 , 它 还 是 在 没有 充分 数据 驳斥 它 的 地 方 不 时 冒 出 来 。 

WOR AT I A EIS 当 数 据 存 在 了 好 几 十 年 ,而 人 们 除非 
用 非常 可 笑 的 17 个 或 23 个 指数 得 到 的 混合 否则 不 能 去 拟 合 它们 
的 时 候 , 他 们 试图 走 到 底 ,干脆 用 无 穷 多 个 指数 进行 混合 。 由 欧 拉 
的 伽 玛 函 数 的 定义 可 得 : 

its Lr)? [* cU *Dexp( — 1/r)dr, 


x AB, EEUU ER INE IR] c RUE ER COD , 则 混合 物 
是 双 曲 型 的 。 然 而 ,在 逻辑 上 ,这 种 论证 却 是 循环 推理 。 一 种 科学 
解释 的 输出 先 验 地 被 认为 应 该 不 如 其 输入 明显 ,但 是 ,上 -> 和 
rt 在 实质 上 是 一 样 的 。 

BSAA DR 听 到 上 节 中 列 出 的 标 度 变换 的 种 种 特征 ， 
另 一 个 几乎 普遍 适用 的 第 一 反应 是 : 毫 无 疑问 ,这 些 双 曲 函 数 1-7 
只 不 过 是 瞬 态 的 复杂 现象 , 当 衰减 观察 了 足够 长 时 间 以 后 ,它们 就 
会 被 指数 地 截断 。 第 一 系统 地 研究 这 种 截断 的 是 von Schweidler 
1907, 他 测量 了 莱 顿 瓶 的 衰减 ,起 初 是 以 100 秒 的 间隔 ,之 后 间隔 
增 大 ,至 总 时 间 为 一 千 六 百 万 秒 (200 天 ,从 夏天 到 冬天 !) 双 曲 型 
衰减 依然 分 毫 不 差 。 更 近 的 关于 1/f 电 品 声 的 实验 开头 持续 了 几 
小 时 ,后 来 是 一 个 晚上 ,之 后 是 一 个 周末 ,再 往 后 是 一 个 短 假期 。 
在 令 人 吃惊 的 许多 案例 中 ,1/f 行 为 也 是 分 毫 不 差 。 

从 前 面 几 章 , 比 如 第 9 章 对 星系 团 的 研究 ,可 以 注意 到 科学 家 
们 会 变 得 如 此 热衷 于 寻找 一 个 截断 ,以 便 忽略 对 描述 和 解释 那些 
表征 标 度 变换 范围 的 现象 的 需要 。 奇 怪 的 是 ,这 种 对 截断 的 过 分 
热衷 ,在 工程 师 中 更 加 厉害 。 以 第 27 章 中 讨论 过 的 例子 为 例 , 许 
多 水 文 工 作者 不 愿 采用 我 的 模型 ,因为 其 中 包括 了 对 标 度 变 换 的 

516 


HOUUUOUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


一 个 无 穷 截 断 。 在 工程 项 目 中 ,截断 的 有 限 性 无 关 紧 要 ,然而 有 限 
的 截断 大 概 是 实际 工作 者 所 热烈 向 往 的 。 


莱 布 尼 兹 和 拉 普 拉 斯 的 标 度 变换 


简 述 莱 布 尼 兹 的 科学 工作 是 一 种 严肃 的 经 历 。 除 了 微 积分 以 
及 其 他 日 至 完善 的 思想 ,有 预见 性 的 观点 的 数量 和 广度 都 极为 丰 
富 。 我 们 在 第 17 章 中 见 到 的 例子 “填充 ,还 有 本 章 第 一 节 引 用 
的 ,都 是 这 样 的 例子 。 此 外 , 莱 布 尼 兹 开创 了 形式 逻辑 ,还 第 一 个 
[在 1679 年 给 惠 更 斯 (Huygens) 的 信 中 ] 建 议 几 何 学 中 应 该 包括 后 
来 称 为 拓扑 学 的 分 支 。( 在 不 那么 崇高 的 层次 上 ,他 开创 了 在 数学 
记号 中 使 用 希 伯 来 字母 的 先河 …… 作 为 对 黄道 符号 的 补充 !) 

我 有 一 次 发 现 莱 布 尼 兹 对 几何 标 度 变 换 的 重视 之 后 ,我 对 他 
的 着 迷 愈 发 强烈 了 。 在 试图 严格 化 欧 几 里 得 公理 的 “ 欧 几 里 得 原 
RI" (Euclidis xourx )(Leibniz 1849, |l ,1, 第 183 ~ 211 页 ) 中 ,他 在 第 
185 页 写 道 : “NN (2): 我 有 直线 的 好 几 个 定义 。 直 线 是 一 条 曲线 ， 
它 的 每 一 部 分 都 与 整体 相似 ,而 且 ,不 仅 在 曲线 当中 而 且 在 集合 当 
中 ,只 有 它 具 有 这 个 性 质 。 这 个 论断 现在 已 经 可 以 证 明了 。 后 来 
菜 布 尼 效 描述 了 更 严格 的 平面 的 自 相 似 性 。 

约瑟夫 .德尔 波 夫 (Joseph Delboeuf, 1831 ~ 1896) 在 1860 年 独 
立 产生 了 同样 的 想法 ,他 是 个 比利时 作家 ,Russel 1897 善意 地 批评 
了 他 的 观点 。 人 们 发 现 他 是 一 个 真正 不 平凡 的 科学 人 物 ,他 把 他 
对 古典 作品 的 业余 热情 带 到 了 几何 哲学 中 。 然 而 ,他 的 “相似 性 原 
理 " 并 没有 在 数学 上 为 上 文 引用 的 莱 布 尼 效 的 论断 增加 什么 内 容 
( 当 他 进行 工作 时 ,他 不 知道 莱 布 尼 效 的 工作 ,而 后 他 以 一 种 优雅 
的 宽容 和 自豪 引用 了 莱 布 尼 兹 的 言论 一 一 也 指引 了 我 )。 德 尔 波 
夫 还 在 本 书 第 523 ~ 524 页 (黯淡 地 ) 闪 现 了 一 下 。 

另 一 个 与 标 度 变换 不 同 的 相遇 ,是 在 莱 布 尼 效 的 《单子 论 》 
( Monadology ) 的 第 64 和 69 条 (对 于 那些 向 极为 富有 的 人 表现 慷慨 
的 人 们 而 言 ) ,那里 认为 世界 的 每 一 个 小 部 分 都 精确 地 具有 大 的 部 

517 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


分 的 复杂 程度 和 组 织 方式 。 

拉 普 拉 斯 也 产生 过 一 个 与 标 度 变换 有 关 的 思想 。 在 他 1842 
年 出 版 并 翻译 成 英文 的 第 五 版 (但 是 1813 年 的 第 四 版 中 没有 )《 宇 
宙 体 系 论 》( System of the World) 中 ,人 们 可 以 在 第 五 部 的 第 五 章 中 
发 现下 面 一 段 话 (Laplace 1879, WI)。“( 牛 顿 引力 ) 的 一 个 重要 性 
质 就 是 ,如 果 宇宙 中 的 所 有 物体 ,它们 之 间 的 距离 和 速度 的 大 小 成 
比例 地 增加 或 减 小 ,它们 的 轨迹 会 与 它们 当前 的 轨迹 完全 相似 ; 因 
而 ,缩小 到 可 以 想象 的 最 小 的 空间 中 的 宇宙 ,对 观测 者 而 言 总 是 呈 
现 出 同样 的 现象 。 自 然 法 则 因而 只 允许 我 们 观测 相关 的 大 小 …… 
[以 下 接 脚注 ] 几 何 学 家 证 明 欧 氏 平行 线 公 理 的 企图 迄今 为 止 是 不 
成 功 的 …… 圆 的 定义 不 包括 任何 只 依赖 于 其 绝对 量 的 东西 。 然 
而 ,如 果 我 们 缩小 半径 ,我 们 不 得 不 也 以 同样 的 比例 缩小 其 周 长 ， 
以 及 其 内 接 图 形 的 边 长。 这 种 比例 性 质 似乎 是 比 欧 氏 公理 更 加 自 
然 的 一 条 公理 。 在 万 有 引力 的 结果 中 观察 这 种 性 质 是 十 分 有 趣 


外 和 尔 斯 特 拉 斯 函数 


外 尔 斯 特 拉 斯 的 连续 而 处 处 不 可 微 函数 ,对 数学 的 发 展 有 重 
大 影响 ,因而 人 们 很 想 知 道 这 个 故事 是 否 也 遵循 法 卡 斯 : 鲍 耶 
(Farkas Bolyai) 对 他 的 儿子 雅 诺 斯 (Janos) 所 描述 的 模式 :“ 许 多 事 
情 都 有 那么 一 个 时 刻 ,在 那 时 会 同时 在 许多 地 方 发 现 它们 ,就 像 春 
天 里 到 处 都 有 紫罗兰 一 样 。 这 里 蕴藏 着 真理 ,” 同 样 可 以 预料 到 这 
些 共 同 发 现 者 一 古 脑 地 出 版 。 

但 是 ,在 这 件 事 中 ,情况 完全 不 同 。 几 乎 令 人 难以 置信 的 是 ， 
事实 上 ,除了 1872 年 7 月 18 日 曾 在 柏林 科学 院 宣读 过 一 次 ,外 尔 
斯 特 拉 斯 从 来 没有 发 表 过 他 的 发 现 。 这 次 讲演 的 手稿 也 确实 被 收 
人 了 他 的 全 集 Weierstrass 1895, 但 是 世人 得 知 这 一 发 现 并 冠 之 以 
外 尔 斯 特 拉 斯 的 名 字 , 是 在 Dubois Reymond 1875 中 。 因 而 ,1875 年 
只 是 标志 数学 的 重大 危机 开始 的 一 个 方便 的 年 代 。 
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ith # BL ` 8 S (Dubois Reymond) 写 道 ”“ 这 些 函 数 原理 基础 似乎 
隐藏 着 许多 我 所 关心 的 谜 ,我 难以 摆脱 的 一 个 想法 是 ,( 它 们 ) 会 导 
向 我 们 智力 的 极限 。" 然 而 ,人 们 有 一 种 不 同 的 感觉 ,没有 人 急于 去 
探索 这 些 极限 。 有 些 同时 代 人 一 度 对 这 项 任务 有 所 涉猎 (比如 加 
斯 东 . 达 布 Gaston Darboux) ,而 后 就 很 快 地 转向 极度 的 保守 主义 ， 
但 是 没有 其 他 人 更 勇敢 了 。 人 们 也 被 迫 想 起 高 斯 隐藏 他 发 现 非 欧 
几何 的 那个 更 出 名 的 故事 ,高 斯 在 1829 年 1 月 27 日 写 给 贝 塞 尔 
(Bessel) 的 信 中 说 :“ 害 怕 皮 奥 夏 人 (愚笨 的 人 ) 的 喧 器 。( 但 是 ,后 
来 他 把 它 告诉 了 雅 诺 斯 ' 鲍 耶 一 一 给 后 者 的 头脑 带 来 了 灾难 性 的 
后 果 一 一 后 来 , 雅 诺 斯 ' 鲍 耶 一 个 朋友 的 儿子 发 表 了 自己 独立 的 发 
现 )。 最 后 ,人 们 会 想到 米 塔 格 - 列 夫 勒 后 来 对 康 托 的 忠告 ,他 不 该 
与 编辑 们 争吵 ,只 应 该 保存 好 他 的 那些 更 大 胆 的 发 现 直 到 这 个 世 
界 准备 好 接受 它们 。 先 锋 派 人 物 中 绝 少 像 这 几 个 不 同 的 例子 中 描 
述 的 那样 极其 不 情愿 。 

除了 外 尔 斯 特 拉 斯 ,还 有 三 个 名 字 必 须 在 此 处 提 及 。 长 时 期 
以 来 一 直 传 言 ,并且 在 Neuenschwander 1978 中 有 记载 , 黎 曼 大 约 在 
1861 年 告诉 他 的 学 生 R(t) = in 2cos( nt) E — 4 E EAR BJ ER 
数 。 但 是 ,人 们 不 知道 确切 的 陈述 和 证 明 。 实 际 上 ,如 果 “ 不 可 微 ” 
指 的 是 “处 处 不 可 微 ", 则 任何 提出 的 证 明 都 是 有 缺陷 的 ,因为 
Gerver 1970 和 Smith 1972 指出 , R(1) 在 某 些 点 处 确实 有 正 的 和 有 
限 的 导数 。 克 罗 内 克 (Kronecker) 也 知晓 有 关 黎 曼 函 数 的 事 ,这 是 
一 种 强调 在 当时 存在 问题 重要 性 的 兴趣 。( 我 从 Manheim 1969, T. 
Hawkins 1970 和 Dugac 1973,1976 得 到 了 关于 这 段 背景 的 知识 。) 

波 尔 查 诺 (Bolzano) 的 名 字 与 外 尔 斯 特 拉 斯 是 在 一 个 不 同 的 但 
更 为 著名 的 情况 下 连 在 一 起 的 ,他 也 和 这 个 故事 有 关 。 伯 恩 哈 特 ， 
波 尔 查 诺 (Bemhard Bolzano, 1781 ~ 1848) 是 数学 上 很 少 的 几 个 无 
名 英雄 之 一 ,他 的 大 部 分 工作 在 1920 年 之 前 都 默默 无 闻 。 他 在 
1834 年 发 现 了 一 个 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 翻版 ,但 是 他 没有 注意 到 
那个 使 我 们 感 兴 趣 的 函数 的 性 质 (Singh 1935, 第 8 页)。 

第 三 个 人 在 他 的 时 代 和 今天 一 样 无 人 知晓 ,但 他 在 这 个 故事 

519 


HOUUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


H AM) SH u IX IK Eb AR HT. ETE + BE SK E R (Charles Cellerier, 
1818 ~ 1890) 在 日 内 瓦 教书 ,只 出 版 过 很 少 的 讲义 ,但 是 在 他 死 后 
启封 的 文件 中 有 一 份 “ 启 示 录 ”。 一 个 没有 标注 日 期 的 文件 夹 上 写 
着 “十 分 重要 ,本 人 认为 新 颖 、 正 确 ,可 以 按 原样 出 版 ”, 其 中 一 份 他 
手写 的 文本 描述 了 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 D = 1 的 极限 情况 ,而 且 把 
它 用 于 类 似 的 目的 。 有 人 把 这 些 发 黄 的 纸 页 拿 给 了 一 个 叫 凯 莱 的 
学 者 ,他 加 了 一 个 注释 (前 面 的 内 容 就 是 从 中 选取 的 ) 然 后 立刻 作 
为 Cellerier 1890 出 版 了 。 零 零星 星 的 有 趣 的 证 据 接 中 而 至 ,特别 
ER H TE t CH (Grace C. Young) I £s ZR * Hz 35 3€ (Raoul 
Pictet) Æ 1916 年 回忆 道 ,大 约 在 1860 年 , 皮 克 泰 是 瑟 莱 里 埃 的 学 
生 时 ,他 曾 在 课 上 提 到 过 这 项 工作 。 但 是 没有 书面 的 证 据 出 现 。 
最 后 , 瑟 莱 里 埃 的 论断 被 证 明 是 有 缺陷 的 。 

这 样 ,外 尔 斯 特 拉 斯 还 是 独自 而 未 受 挑战 地 保有 以 他 的 名 字 
命名 的 论断 ,但 是 给 我 们 留 下 了 一 些 确实 很 奇怪 的 值得 思考 的 事 
情 。 波 尔 查 诺 实际 上 发 表 了 一 个 声明 ,因为 他 认为 这 无 关 紧要 ,但 
是 后 两 位 学 者 知道 得 更 清楚 ,他 们 是 没有 什么 名 气 而 且 可 能 会 使 
名 誉 受 损 的 朴实 的 地 方 派 , 而 大 师 可 能 觉得 不 会 有 损 名 声 , 他 们 都 
选择 了 坐 下 来 ,等 一 等 ,看 一 看 。“ 要 么 发 表 , 要 么 发 臭 (Publish or 
Perish)” 不 可 能 远离 他 们 的 头脑 。 

因为 外 尔 斯 特 拉 斯 函数 经 常用 于 支持 数学 和 物理 学 双方 一 臻 
性 分 离 , 提 一 提 它 的 发 现 者 们 对 这 两 个 学 科 间 的 关系 的 态度 可 能 
是 有 益 的 。 他 的 名 字 也 出 现在 几何 光学 中 (球面 透镜 的 杨 一 外 尔 
斯 特 拉 斯 点 )。 而 且 , 在 外 尔 斯 特 拉 斯 1857 年 首次 讲课 的 时 候 (被 
Hilbert 1932,3,337 ~ 338 页 引用 ) ,他 强调 物理 学 家 不 应 该 把 数学 
只 看 做 一 个 辅助 性 的 学 科 ,数学 家 不 应 该 认为 物理 学 家 的 问题 只 
是 他 的 方法 的 一 批 简单 例子 的 简单 集合 。“ 至 于 是 否 真正 可 能 从 
现代 ( 指 1857 年 ) 数 学 家 看 来 热衷 的 抽象 理论 中 抽取 一 些 有 用 的 
问题 ,人 们 会 回答 道 只 有 在 纯粹 腾 测 的 基础 上 希腊 数学 家 才能 推 
演出 圆锥 曲线 的 性 质 ,而 这 是 远 在 人 们 能 够 猜测 出 它们 表达 了 行 
星 的 轨道 之 前 。” 阿 们 。 
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第 42 章 后 记 : 通 向 分 形 之 路 


我 在 1975 年 和 1977 年 写 的 论 分 形 的 文章 ,开头 没有 前 言 , 结 
尾 没 有 结语 。 和 它们 相 比 ,这 本 书 才 真是 这 样 。 不 过 ,有 一 些 东 西 
荣 绕 在 我 的 头脑 中 。 既 然 分 形 几 何 学 正在 朝向 组 织 不 妙 的 方向 前 
进 ,这 是 一 个 很 好 的 时 机 让 我 来 简 述 一 下 这 个 题目 的 未 必 确 实 的 
起 源 ,并 且 谈 一 谈 它 对 科学 认识 ( 即 描述 和 人 解释) 所 作 的 贡献 。 当 
这 种 新 几何 学 从 各 个 方向 自 描述 向 解释 前 进 时 (或 者 是 像 第 11 章 
和 第 20 章 那样 通用 的 ,或 者 调整 成 特定 的 案例 研究 ) ,我 们 最 好 回 
忆 一 下 为 什么 它 会 因 用 “模型 "解释 而 遭 到 的 非 同 寻 常 的 (也 是 不 
多 见 的 ) 非 议 中 获 益 。 

时 至 今日 ,读者 已 经 清楚 地 知道 分 形 的 概率 分 布 特 征 是 双 曲 
型 的 ,分 形 的 研究 充斥 着 其 他 短 律 关系 。 通 过 接受 标 度 变换 的 有 
效 性 并 仔细 地 探索 其 几何 -物理 含义 ,我 们 发 现 有 那么 多 吸引 人 的 
事情 可 做 ,以 至 于 确实 让 人 觉得 奇怪 。 直 到 昨天 我 还 觉得 我 自己 
独 个 占有 这 片 富饶 而 新 奇 的 土地 。 在 它 周 围 环绕 着 许多 人 所 共 知 
的 开阔 地 ,许多 作者 曾经 稼 了 一 眼 , 但 是 没有 人 留 了 下 来 。 

这 种 我 毕生 的 牵挂 是 1951 年 由 对 齐 普 夫 定律 (第 38 章 和 第 
40 章 ) 的 一 个 漫不经心 的 次 要 的 兴趣 所 触发 的 。 这 种 词 频 的 经 验 
规律 通过 一 篇 书评 引起 了 我 的 注意 。 这 件 事 看 起 来 太 具 象征 意味 
而 不 像 是 真 的 ,不 过 ,这 篇 书评 确实 是 从 一 个 “ 纯 " 数 学 家 的 废 纸 签 
里 翻 出 来 为 了 在 巴黎 地 铁 上 读 的 。 齐 普 夫 定律 被 证 明 为 最 易于 解 
释 ,而 我 的 工作 也 促成 了 数理 语言 学 的 诞生 。 但 是 , 词 频 的 研究 是 
一 种 自生 自 灭 的 工作 。 

然而 , 它 的 后 果 依 然 存在 。 当 我 认识 到 (用 当今 的 名 词 ) 我 的 
工作 是 标 度假 设 有 效 性 的 一 个 案例 分 析 ,我 开始 加 售 注意 多 个 领 
域 中 类 似 的 经 验 规律 性 ,首先 就 是 经 济 学 。 这 些 规律 性 ,尽管 数量 
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惊人 地 大 ,很 难 被 看 作 既 定 领域 的 推论 。 我 把 它们 解释 得 越 成 功 ， 
它们 就 越 是 像 一 些 广泛 存在 的 科学 难以 面 对 的 可 见 的 符号 那样 互 
相交 织 在 一 起 。 对 这 些 现实 ,我 能 够 在 一 段 时 间 内 为 之 献身 。 

起 初 ,我 研究 这 些 规律 的 方法 是 通常 地 寻找 生成 模型 ,但 我 的 
方法 逐渐 发 生 了 改变 ,因为 我 不 断 地 观察 到 那些 在 模型 中 看 起 来 
不 重要 的 假设 上 的 小 变化 却 在 后 来 引起 了 预言 发 生 巨大 的 变化 。 
比如 ,很 多 高 斯 分 布 的 实例 都 习惯 地 通过 概率 的 标准 中 心 极限 定 
理 而 解释 为 由 于 添加 了 许多 独立 分 布 。 这 种 论断 的 说 服 力 取决 于 
许多 其 他 的 中 心 极限 定理 甚至 不 为 从 事 研究 的 科学 家 所 知 ,而 被 
保罗 莱 维 和 其 他 的 先驱 者 看 作 是 “病态 的 "。 但 是 ,对 标 度 变换 律 
的 研究 使 我 意识 到 , 非 标准 的 中 心 极限 行为 事实 上 是 自然 界 的 组 
成 部 分 。 不 幸 的 是 ,中 心 极限 定理 一 旦 被 看 出 有 多 个 可 能 的 结果 ， 
它 就 不 再 具有 说 服 力 了 。 如 果 解 释 比 其 结果 更 复杂 或 者 一个 解释 
的 同样 可 行 的 多 个 变种 得 出 完全 不 同 的 预言 ,那么 解释 很 难 增进 
认识 。 

无 论 如 何 ,探索 自 相似 性 的 结果 被 证 明 充满 了 意外 的 惊奇 ,这 
探索 增进 了 我 对 自然 结构 的 认识 。 与 此 相反 ,关于 标 度 变换 的 原 
因 的 恼人 的 讨论 却 缺 乏 引 人 和 胜 之 处 。 有 些 时 候 , 这 似乎 不 比 齐 
普 夫 极力 推崇 的 最 小 努力 原则 更 好 。 

重新 灼 起 的 对 于 Yule 1922 中 提出 的 分 类 学 中 的 标 度 变换 模 
型 的 兴趣 加 强 了 这 种 倾向 。 这 个 复兴 声称 可 以 提供 对 社会 科学 中 
的 标 度 变换 每 个 事例 的 全 能 式 解释 , 它 基于 一 个 技术 错误 (如 我 所 
指出 的 ), 但 是 当时 我 的 许多 读者 不 知 为 什么 被 确信 社会 科学 中 的 
标 度 变换 关系 有 一 种 普遍 而 直接 的 解释 , 从 而 ( !) 不 值得 注意 。 

我 现存 的 对 于 在 原因 之 前 强调 结果 的 爱好 被 作为 一 种 结果 而 
强调 了 。 当 (1961 年 ) 我 转向 研究 竞争 的 市 场 中 商品 价格 随时 间 
的 变动 (第 37 章 ) 时 ,我 很 快 发 现 这 是 一 种 天 蝎 ,尤其 是 有 助 于 把 
标 度 变换 方法 的 全 部 能 力 变 得 明显 了 。 尽 管 关于 价格 和 收入 的 数 
据 像 注 洋 大 海 -一 样 ,经 济 学 家 们 仍 在 抱 忽 他 们 数据 的 贫乏 和 质量 
低劣 。 然 而 ,经 济 学 理论 和 经 济 计量 学 声称 它们 可 以 阐明 上 百 个 
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不 良 定义 的 变量 之 间 的 关系 ,但 不 敢 对 价格 记录 的 结构 做 任何 预 
测 。 通 常 的 统计 技术 也 被 证 明 不 能 从 数据 中 提取 任何 有 序 状态 。 
这 一 点 证 实 了 W. 列 昂 捷 夫 (Leontief) 的 观察 : “没有 一 个 经 验 研 究 
的 领域 使 用 了 如 此 大 量 而 复杂 的 统计 机 制 , 却 得 到 了 如 此 不 同 的 
各 种 结果 。" 但 是 ,由 标 度 变换 方法 导出 的 结论 却 令 人 吃惊 地 好 。 
这 种 标 度 可 变 的 性 质 结 合 了 竞争 市 场 价格 的 两 个 最 引 人 注 目的 特 
性 :高 度 的 不 连续 性 和 “循环 "但 非 周 期 的 特性 。 这 项 研究 可 能 恰 
巧 是 物理 学 式 的 不 变性 一 一 对 称 性 在 经 济 学 中 应 用 的 仅 有 例证 。 

我 在 1961 年 扩展 了 标 度 变换 的 记 法 来 试 着 处 理 几 个 噪声 现 
象 。 所 有 这 些 不 同 的 努力 都 是 近乎 与 物理 学 家 和 数学 家 绝缘 的 。 
但 是 , 当 我 在 1962 ~ 1964 年 间 在 哈佛 做 访问 教授 时 ,人 徊 莱特 * 伯 克 
Æ K (Garrett Birkhoff) 指出 我 的 方法 和 由 理 查 森 开 创 又 由 
Kolmogorov 1941 发 扬 光大 的 沸 流 理论 之 间 的 相似 。 当 我 在 学 生 时 
代 听 说 这 一 理论 时 , 它 的 影响 还 不 如 第 40 章 中 亚 里 士 多 德 小 节 描 
述 的 哲学 传统 那样 有 力 。 不 管 怎样 ,所 有 这 一 切 都 是 远 在 物理 学 
家 对 标 度 变换 着 迷 之 前 发 生 的 ! 

另外 ,G.W. 斯 图 尔 特 关于 满 流 间 菊 性 的 讲座 把 我 引 向 了 
Kolmogorov 1962。 这 项 工作 的 预 印 本 和 Berger & Mandelbrot 1963 4% 
此 相差 几 个 星期 ! 尽管 柯 尔 莫 哥 罗 夫 处 理 的 是 一 个 更 有 意义 的 问 
题 ,我 的 工具 却 更 加 有 力 ,而 且 ,我 立刻 把 它们 用 到 满 流 的 研究 中 ， 
并 得 到 了 第 10 章 和 第 11 章 的 基本 内 容 。 

最 后 ,我 弄 清楚 了 1/f URS, Hurst 1951, 1955, Richardson 1961 
以 及 星系 团 问 题 。 我 又 一 次 在 每 个 事例 中 感觉 到 好 的 描述 及 对 结 
果 的 探寻 有 助 于 我 的 理解 。 与 此 相反 ,我 设想 的 早期 模型 看 起 来 
只 不 过 是 加 到 这 种 描述 上 的 无 关 紧 要 的 装饰 。 它 们 脱离 了 我 正在 
规范 的 基本 几何 思想 ,而且 ,就 我 看 来 ,实际 上 妨碍 了 理解 。 我 一 
直 坚 持 着 这 些 观点 ,即使 当 我 的 论文 无 人 接受 发 表 时 也 是 如 此 。 
此 外 ,第 11 章 和 第 20 章 ,以 及 其 他 遍及 全 书 的 解释 讲 的 是 完全 不 
同 的 “个 故事 RAZ MKB. 

这 样 ,对 标 度 变 换 的 探求 被 复苏 并 由 于 研究 领域 的 变化 而 为 
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新 的 工具 和 思想 所 丰富 ,而 且 导 致 了 一 个 全 面 的 理论 的 逐步 出 现 ， 
这 个 理论 一 点 也 没有 因 循 最 初 被 发 现 .规范 而 又 “应 用 "了 的 “ 自 顶 
而 下 ”的 模式 。 它 从 一 个 谦逊 的 基底 发 展 到 一 个 令 人 目眩 的 不 断 
增长 的 雄心 勃勃 的 顶峰 , 令 包括 我 在 内 的 每 个 人 大 吃 一 惊 。 它 的 
星期 的 综述 是 在 逻辑 学 和 科学 哲学 国际 会 议 (1964) 上 ,和 在 耶鲁 
的 特 朗 伯 尔 (Trumbull) 讲 座 上 (1971) 以 及 法 兰 西学 院 (1973,1974) 
给 出 的 。 

这 个 标 度 变换 理论 的 几何 方面 变 得 更 加 重要 ,给 分 形 几何 学 
增光 添彩 。 鉴 于 对 汕 流 和 临界 现象 的 早期 研究 的 强烈 的 几何 味 
道 ,人 们 预期 在 这 几 个 领域 中 发 展 出 分 形 理论 。 但 是 事实 并 非 
如 此 。 

新 概念 和 新 技术 通过 低 竞 争 性 的 分 支 进入 科学 的 事例 在 今天 
已 经 非常 罕见 了 ,因而 是 反常 的 。 分 形 几何 学 是 这 种 历史 性 反常 
的 一 个 新 例子 。 
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彩 图 注释 


这 部 分 彩 图 和 注释 可 称 为 “ 书 中 书 "。 奉 献 给 它 这 样 的 命题 :因为 “眼见 
为 实 "是 真 的 ,所 以 观察 彩 图 会 导致 更 高 的 可 信和 度 。 当 然 ,假定 读者 翻 开 的 
是 本 书 的 第 1 页 ,而 不 是 “ 书 中 书 " 的 第 1 页 ( 即 第 彩 - 1 页 ), 那 末 这 种 方式 
对 我 们 的 重要 企图 是 不 合适 的 ,然而 “ 书 中 书 ” 的 注释 与 其 余 各 章 是 独立 的 。 


彩 图 -1, 彩 图 -10 和 彩 图 - 11 是 古代 的 三 位 伟大 艺术 家 对 
大 自然 的 阐述 ,并 由 此 把 读者 引入 了 分 形 之 门 。 


大 自然 的 分 形 几 何 学 是 作者 首创 的 ,该 几何 学 把 数学 和 科学 相 结 合 , 它 
是 处 理 某 些 重要 而 广 为 传 播 的 各 类 自然 形状 所 必需 的 。 

这 些 形状 中 有 许多 都 是 非常 熟悉 的 ,但 以 前 的 作者 们 却 很 少 谈 到 过 由 
它们 引起 的 各 种 问题 。 另 一 方面 , 彩 图 - 1, 彩 图 - 10 和 彩 图 - 11 却 是 古代 
艺术 著作 中 处 理 分 形 几 何 学 的 现成 例子 。 


彩 图 -1 上 帝 创造 了 加、 波 和 分 形 


彩 图 -1 道德 圣经 的 卷首 画 ”西欧 历史 阶段 以 1200 年 为 中 心 ,当时 
科学 和 哲学 停滞 不 前 ,而 工程 界 却 繁荣 而 有 活力 ,在 那个 时 代 要 建造 歌德 式 
的 大 教堂 ,作为 一 名 高 超 的 泥 瓦 区 是 非常 崇高 的 职业 。 因 此 该 时 代 的 “道德 
圣经 ”(“ 连 环 画 "圣经 ) 上 常常 出 现 手 担 泥 瓦 匠 两 脚 规 的 上 帝 形 象 (Friedman， 
1974), 

彩 图 1 是 一 个 例子 。 它 是 一 本 著名 的 道德 圣经 的 卷首 画 , 该 书写 于 
1220 年 至 1250 年 之 间 , 是 用 法 国 东 部 香槟 省 的 方言 写成 的 。 现 在 保存 在 维 
也 纳 的 国家 图 书馆 。 这 次 得 到 馆 方 的 友好 人 允许 而 准 于 复制 。 该 图 的 说 明文 
为 : 


ICI CRIE DEX CIEL ET TERRE SOLEIL ET LUNE ET TOZ 


ELEMENTZ 
(这 里 上 帝 创 造 出 天 和 地 ,太阳 和 月 亮 以 及 万 物 ) 
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在 那 最 新 创造 的 世界 里 我 们 觉察 到 三 类 不 同 的 形状 : 圆 , 波 和 ”摆动 曲 
线 ”, 贺 和 波 的 研究 已 从 人 类 投入 的 巨大 努力 中 获得 了 收益 ,而 且 已 经 成 为 
科学 中 非常 基础 的 内 容 。 与 此 相 比 , “摆动 曲 线 " 却 被 遗忘 了 ,几乎 完全 没有 
接触 。 

本 书 的 目标 就 是 要 面 对 这 样 的 挑战 :对 被 称 为 分 形 的 某 些 “摆动 曲线 ” 
建立 大 自然 的 几何 学 。 

本 彩 图 最 诱 人 之 处 在 于 请 求 科 学 家 “测量 宇宙 "”。 早 就 证 明 , 把 两 脚 规 
用 于 圆 和 波 的 测量 是 件 很 容易 的 事 。 但 是 如 果 把 两 脚 规 用 来 测量 本 图 的 摆 
动 曲线 …… 或 者 海岸 线 又 将 如 何 呢 ? 结果 是 难以 预料 的 。 我 们 已 经 在 第 5 
章 中 作 过 讨论 ,以 后 几 章 又 探索 了 它 的 结论 。 因 此 本 图 把 读者 引 向 一 条 充 
满 了 学 问 的 道路 。 


彩 图 -2 自 平 方 分 形 龙 


此 彩 图 设计 得 光辉 灿烂 ,但 它 的 黑色 背景 却 必须 看 作 极端 极 小 化 艺术 

的 一 个 例子 。 的 确 , 公 式 

|z: lim Ifn(z)| = o, B f(z) 2 az(1- z)] 
就 是 所 需 的 一 切 , 有 了 它 ,就 可 以 完美 的 精度 来 重 现 所 讨论 的 背景 。 现 在 来 
解释 一 下 这 个 公式 的 意义 :为 了 确定 “发 生 函 数 IC) , 先 选择 复数 ) ,于 是 可 
构造 f,(z) = UG) ,然后 f,(z) = fU5 GO). BI A(z) = UGG) 855, B 
于 无 穷 。 

在 彩 图 - 2 中 取 复 数 A= 1.64 +0.96i。 显 然 这 不 是 可 以 随便 选中 的 。 
龙 的 形状 对 非常 敏感 ,但 是 由 我 发 展 的 一 种 特殊 理论 (已 于 第 19 章 中 概 
XE) ,容许 在 变化 万 千 的 龙 之 中 选择 到 4 ,从 而 得 到 我 们 所 需 形状 的 龙 。 

“BK” 在 黑色 背景 中 出 色 的 设计 是 由 25 种 “石头 "组 成 的 ,每 一 种 的 
定义 是 

iz: lim fasa (z) = zç! 
其 中 25 ^ REL, 是 方程 fs(z) = z 的 根 ,另外 还 要 满足 
| dfas Cz) | «I 
dz 


仔细 观察 本 图 可 以 看 到 有 5 种 不 同 的 红色 ,5 种 不 同 的 兰 色 等 等 。 选 
择 这 样 的 彩色 方案 是 因为 z 的 25 个 值 落 人 5 个 “类 " ,每 一 类 都 由 5 个 “种 ” 
所 组 成 ,我 们 把 一 种 颜色 附着 于 … 个 “类 " ,把 一 种 颜色 的 不 同 明暗 度 附着 于 
相应 的 一 个 “种 "。 例 如 ,全 部 5 个 金黄 色 的 “种 " 沿 着 龙 的 金黄 色 主 体 串 起 
来 ,就 象 黄蜂 一 样 聚集 龙 体 的 屡 部 。 
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经 典 数 学 中 一 副 曾 被 隐藏 的 面孔 。 f(z) 的 表达 式 是 如 此 简短 ,看 起 来 
又 不 十 分 显眼 (因为 只 包含 微 积 分 的 基础 ) ,因此 对 它 没有 什么 大 的 期 望 ,但 
当 在 计算 机 屏幕 上 预览 这 类 设计 图 形 时 却 令 人 吃惊 ,就 象 是 一 种 沉重 的 美 
学 冲击 。 

经 典 的 数学 分 析 ( 它 是 微 积 分 的 最 高 形式 ) 已 经 在 所 有 那些 爱 它 或 恨 它 
的 人 们 面前 开 了 个 玩笑 。 它 揭示 出 数学 分 析 具 有 两 副 面 孔 。 几 个 世纪 以 来 
一 直 以 严峻 的 面孔 展现 在 我 们 面前 。 但 是 我 要 表明 ,数学 分 析 还 具有 另 一 
副 隐藏 着 的 面孔 , 它 是 如 此 地 具有 吸引 力 和 惹 人 喜爱 。 

为 了 表示 对 严峻 的 分 析 大 师 的 尊敬 和 钦佩 ,我 得 赶紧 声明 ,对 于 少数 数 
学 家 (很 幸运 ,我 也 是 其 中 之 一 ) 说 来 ,这 种 黑色 绒布 轮廓 线 的 极端 复杂 性 并 
未 使 他 们 吃惊 ,因为 他 们 早 就 从 佩 琳 、 法 图 和 尤 利 亚 等 人 的 “古老 〈 多 半 是 
1920 年 左右 ) 著 作 中 见 到 过 这 些 形 状 了 。 但 是 这 种 形状 的 复杂 性 已 经 献 给 
了 增强 数学 分 析 的 严格 性 ,而 把 如 此 多 智 多 慧 的 复杂 性 理解 为 美丽 的 愿望 
却 -- 无 所 得 。 

包含 循环 的 算法 ”法 图 和 尤 利 亚 的 发 现实 际 上 已 经 证 实 ,一 个 非常 复 
杂 的 人 工 制品 能 够 以 十 分 简单 的 工具 (可 想象 为 雕刻 家 手中 的 沙子 ) 制 造 出 
来 ,只 要 该 工具 能 够 反复 使 用 ,而 现在 的 工具 就 是 F(z), 由 它 产生 出 函数 
falz): 

因此 我 们 不 处 理 那 种 执行 一 次 就 停止 (已 经 完成 ) 的 运算 ,而 处 理 那些 
执行 后 又 再 重复 执行 的 运算 。 这 种 迭代 函数 是 踏 车 或 循环 的 例子 ,每 转 一 
圈 作 为 一 个 新 任务 处 理 。 

最 简单 的 循环 程序 是 线性 的 ,这 意味 着 所 增添 的 细部 只 是 全 部 形状 在 
较 小 尺度 上 的 复制 。 这 样 构成 的 形状 称 为 自 相似 的 。 

现在 的 例子 却 相反 , 当 它 成 为 较 小 尺度 时 其 细部 是 变形 的 ， 因为 函数 
f(z) 不 是 线性 的 , 它 是 二 次 函数 ,天 鹅 绒 背景 的 边界 用 第 19 章 的 术语 ， RA 
自 平 方 的 。 


彩 图 -3 自 反 演 的 分 形 补 缀 物 


LE - 3 象 个 挂件 ,其 上 补 有 6 类 透明 的 不 同 织 物 。 大 量 的 开 圆 盘 (好 
圆 的 内 部 ) 被 这 6 种 不 同 颜色 的 织物 所 切 开 ,这 样 就 缝 制 成 一 件 透明 的 织品 
(单独 的 或 重合 的 ) ,大 量 的 圆 盘 看 上 去 都 很 远 和 很 小 。 

本 图 的 形状 是 第 18 章 讨 论 的 自 反 演 分 形 更 加 复杂 的 变种 ,为 了 构造 
它 , 先 要 选择 发 生 器 ,本 例 是 由 4 个 圆 和 4 条 直线 组 成 的 集合 ,排列 成 如 图 
(a) 所 示 。 
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Ri (a) 


由 于 第 18 章 中 说 明 的 许多 原因 ,最 重要 的 是 如 何 处 理 形状 2, 2 是 关 
于 任 一 条 发 生 器 直线 作对 称 ,或 关于 任 一 发 生 器 的 圆 作 反 演 后 完全 保持 不 
变 的 最 小 形状 。 

从 理论 上 说 ,现在 关于 直线 和 圆 之 间 的 差别 并 不 是 基本 的 :的 确 ,假如 
上 面 的 这 些 直 线 和 圆 受到 关于 不 在 其 上 之 点 的 几何 学 反 演 ,它们 就 变 成 8 
个 圆 ,因此 把 “ 自 反 演 和 自 对 称 " 的 KA ARR REBT. 

因为 图 (a) 包 含有 4 条 对 称 且 交叉 的 直线 (构成 一 个 矩形 ) ,这 是 很 有 利 
的 , 且 这 又 进一步 保证 了 现在 的 集合 2 是 周期 的 。 第 1 个 周期 就 以 此 矩形 
为 界 ,其 余 的 则 由 沿 另外 的 轴线 平移 而 得 到 。 

确定 2 的 构造 是 个 古老 而 著名 的 问题 。 现 在 我 给 出 了 可 操作 的 解法 ， 
并 作 图 说 明 ,该 新 解法 表明 2 是 由 下 列 点 构成 , 即 在 这 些 点 上 , 圆 盘 状 补 级 
物 是 沿 着 包围 它们 的 圆 相 切 的 ,而 圆 盘 内 部 的 点 永 不 计 和 人 2 之 中 ,即使 当 
它们 在 相同 或 不 同 颜色 的 不 同 圆 盘 边 界 上 时 也 是 如 此 。 


f 一 一 
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现在 说 明 如 何 选择 圆 盘 状 补 缀 物 。 从 发 生 器 形状 开始 , 画 6 个 圆 ( 称 为 
夏 癌 ), 其 中 每 一 个 都 与 发 生 器 里 8 个 形状 中 的 3 个 相 正 交 ,还 有 许多 其 他 
的 圆 也 与 发 生 器 里 8 个 形状 中 的 3 个 相 正 交 。 但 我 们 只 需要 取 图 (b) 所 示 
的 6 个 圆 作为 下 圆 。 每 个 下 圆 限制 一 个 圆 盘 与 一 个 不 同 颜色 的 织物 相连 
接 , 然 后 将 一 个 下 圆 作 变换 ( 即 关于 发 生 器 里 4 个 圆 作 反 演 或 关于 发 生 器 里 
4 条 直线 作对 称 ) 而 得 到 的 每 一 个 圆 盘 都 使 用 相同 的 颜色 。 中 间 “ 大 奖牌 ” 
里 的 圆 盘 相互 重生 ,但 不 与 它 的 任 一 个 反 演 盘 相 重 司 。 相 反 , 在 角 上 的 那些 
圆 盘 可 与 其 几 个 反 演 盘 重 登 。 


彩 图 -4 标 图 山上 行星 升 
(来 自 一 次 永 不 存在 的 空间 使 命 之 纪念 品 ) 


彩 图 -4 至 彩 图 - 9 可 以 看 作 是 “真实 的 " ,而 且 ( 用 他 们 自己 的 话说 ) 有 
些 是 艺术 作品 ,然而 这 些 图 形 并 不 是 照片 ,也 没有 企图 成 为 艺术 家 的 作品 。 
此 外 ， 他 们 也 不 是 那 种 对 真实 景色 作 加 工 处 理 后 的 大 众 化 的 伪造 景色 (这 种 
方法 好 象 通过 变换 其 他 化 学 物 合成 为 一 种 化 学 品 )。 现 在 的 彩 图 就 象 彩 图 
-2 和 彩 图 - 3 一 样 , 完 全 是 人 为 的 。 它 们 是 由 原子 组 成 的 血红 蛋白 和 (大 
量 的 ) 时 间 以 及 能 力 " 完 全 "合成 而 产生 的 分 形 等 价 物 。 

彩 图 -4 组 合 了 我 的 行星 曲面 理论 两 次 提供 的 工具 , 即 以 图 28 - 10 和 
28 - 11 为 基础 的 文献 Mandelbrot 1975 w 中 的 首次 进展 ,以 及 本 书 第 28 和 29 
章 中 所 作 的 探索 。 本 图 的 各 种 特征 与 现实 不 很 吻合 ,但 是 上 述 几 章 已 经 表 
明了 怎样 改正 这 些 缺 点 。 

行星 的 水 份 集中 在 海洋 和 雪 地 (例如 极 冠 ), 而 天 空 万 里 无 云 。 谨 慎 地 
说 ,这 样 的 一 颗 行星 只 是 粗糙 的 近似 。 现 在 尽 我 们 的 最 大 努力 来 对 它 着 色 ， 
而 选择 颜色 完全 与 我 的 理论 无 关 。 第 一 步 算 法 是 用 相同 的 颜色 来 显示 高 度 
(就 象 《 时 代 地 图 册 》 那 样 )。 然 后 ,显然 只 要 对 颜色 方案 稍 作 调整 而 不 需要 
作 其 他 过 多 的 考虑 就 会 产生 十 分 好 的 效果 。 

这 种 艺术 不 能 要 求 像 彩 图 - 2 和 彩 图 - 3 RAR) AAR ABA 
能 简化 为 一 边 一 颗 行 星 的 一 条 直线 而 不 增添 许多 人 为 的 修饰 。 

这 种 艺术 不 能 称 为 极 小 的 第 二 个 理由 是 画 出 阴影 包含 了 巨大 的 创造 
力 ; 对 每 一 个 细节 都 要 用 好 些 大 本 书 来 解释 。 此 外 ,所 用 的 工具 对 该 算法 的 
影响 十 分 大 ,因此 当 要 重复 此 工作 时 必需 使 用 完全 相同 的 计算 机 设备 。 

较 早 版 本 的 “行星 升 " 图 案 出 现 于 茄克 衫 的 背部 ,而 其 他 的 分 形 景色 出 
现 于 《分 形 》(1977 年 版 ) 一 书 的 插图 中 ,他 们 因 无 数 模仿 品 而 得 到 很 大 荣誉 。 
由 于 模仿 品 的 质量 相对 较 低 , 更 加 证 明了 这 种 艺术 的 非 极 小 性 。 
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然而 ,每 一 颗 行 星 的 主要 特性 能 由 非常 少 又 非常 基本 的 性 质 ( 连 续 性 和 
不 变性 ) 唯 一 地 表征 ,而 这 种 性 质 将 在 后 面 的 注释 中 探讨 。 

献 词 ” 把 此 彩 图 命名 为 标 码 山 是 为 了 纪念 “lblgraph” ,这 是 一 堆 具 有 独 
立 想 法 又 常常 不 守 规矩 的 图 形 程序 ,这 些 程序 是 IBM HH 2F ER. A (Hurwitz) 
和 束 特 (Wright) 首 创 的 ,在 1974 年 ~ 1981 年 期 间 曾 为 华 特 森 研究 中 心 增添 
了 许多 光彩 , 当 对 它 作 仔细 研究 时 就 会 得 到 回报 ,而 且 它 (以 及 活着 的 继承 
人 ,瑜珈 信徒 "(“yogi”)) 使 得 本 书 的 阐述 成 为 可 能 。 安 息 吧 ! 


彩 图 -5 永 不 存在 的 高 斯 山 


高 斯 (1777 ~ 1855) 的 名 字 几乎 出 现在 每 一 本 数学 和 物理 学 书籍 中 ,使 
他 在 同时 代 的 数学 家 (包括 物理 学 家 ) 中 整 占 第 一 。 现 在 把 这 些 想 象 中 的 山 
以 高 斯 命名 是 受到 一 种 概率 分 布 (高 斯 因此 而 得 到 了 很 多 的 荣誉 ) 的 启发 。 
这 种 分 布 的 形状 是 著名 的 “ 锤 状 曲线 "或 “Galton 尖顶 "。 在 彩 图 - 4 至 彩 图 
-9 中 高 斯 分 布 支配 着 图 形 上 任意 两 个 规定 点 (至少 在 适当 变换 后 ) 的 高 度 
差 。 

许多 学 者 在 他 们 的 研究 中 应 用 高 斯 概率 分 布 却 没有 想到 这 样 的 选择 必 
须要 有 理由 。 或 许 这 是 他 们 熟悉 和 信任 的 唯一 分 布 ,或 者 他 们 相信 它 解释 
了 大 自然 中 从 应 征 士兵 的 高 度 到 天 文学 家 测量 误差 中 每 个 随机 量 的 分 布 。 

实际 上 ,上 述 信赖 是 完全 没有 根据 的 。 本 书 中 的 许多 例子 表明 ,世界 上 
充满 了 大 量 的 非 高 斯 现象, 因此 应 用 高 斯 分 布 时 要 有 一 个 各 相同 且 较 少 争 
汉 的 正当 理由 。 对 我 来 说 ,唯一 的 完整 理由 基于 这 样 的 事实 , 即 高 斯 分 布 是 
具有 菜 些 标 度 不 变性 质 的 唯一 分 布 ,也 导致 连续 变化 的 地 形 。 结 论 是 这 样 
的 ,最 简单 的 可 能 的 地 形 受 “布朗 函数 ”, 或 者 至 少 是 其 变种 (我 称 它 为“ 分 数 
布衣 函数 ") 所 控制 。 

我 们 把 唯一 的 参数 (这 些 迫切 要 求 的 量 仍 是 不 确定 的 ,因此 可 在 独立 地 
域 上 挑选 ) 称 为 分 维 , 记 作 D. 

当 D 达到 它 的 最 小 值 D=2 时 ,地 形 是 极端 光滑 的 。 当 D 增加 时 ,地 形 
就 越 来 越 成 为 “波浪 状 的 "而 且 开 始 类 似 于 高 起 的 地 球 山脉 。 最 终 它 完全 像 
山脉 那样 的 起 伏 ,而 极端 情形 是 几乎 充满 全 空间 的 。 

一 个 布朗 函数 的 明显 特征 是 ,每 个 竖 直 截面 都 是 普通 的 布朗 线 - 线 函 
数 。 

对 于 每 幅 景 色 (除了 彩 图 - 4 中 远 处 的 行星 以 外 ), 先 从 由 经 度 和 纬度 
构成 的 正方 形 网 格 上 计算 出 高 度 ,然后 由 下 述 方法 形成 图 状 的 外 狐 : 把 该 地 
形 的 平坦 型 基 面 围绕 一 个 圆柱 滚动 ,而 此 国术 的 轴 又 从 左 向 右 移动 。 再 编 
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制 计算 机 程序 来 模拟 光线 (光源 在 左上 方 6085). 

说 来 也 奇怪 ,有 些 人 观察 此 景色 后 ,简短 地 评述 了 地 形 的 特征 ( 它 完全 
基于 不 变性 和 连续 性 的 准则 ) 是 巧妙 和 有 效 的 ,最 终 就 转 到 批评 这 种 方法 ， 
因为 它 的 准则 太 抽象 而 且 ( 在 事先 或 事后 ) 不 都 是 从 明显 的 “模型 "或 发 生机 
构 中 导出 的 。 

我 勉强 (拙劣 地 ) 答 复 ,因为 未 能 出 现 十 分 接近 于 实际 的 伪造 景色 而 来 
批评 和 具体 的 地 形 * 主 流 "理论 是 由 于 我 的 “抽象 "理论 而 造成 的 。 指 出 这 点 是 
有 好 处 的 ,许多 科学 中 最 好 的 理论 从 活塞 、 弦 线 和 滑轮 的 精巧 组 合 开始 , 几 
代 人 以 后 却 以 贫乏 的 不 变性 原理 告终 。 从 这 种 观点 看 来 ,现在 阐述 的 工作 
和 本 书 中 研究 的 其 他 情形 ,都 是 在 终止 线 上 开始 的 。 这 就 是 足以 使 得 不 愉 
快 的 原因 吗 ? 


彩 图 - 6 和 彩 图 -7 永 不 存在 的 非 高 斯 山 


本 彩 页 部 分 ,包括 第 28 章 所 有 高 斯 景色 的 底部 都 被 弄 平 以 便 形 成 任意 
放置 的 参考 水 准 面 。 这 种 方法 首先 应 用 于 产生 岛屿 ,而 在 山脉 景色 里 本 想 
有 助 于 区 别 不 同 的 曲面 。 

现在 作 详细 说 明 ,在 准备 我 的 1975 年 版 本 时 我 们 把 全 部 数据 都 画 在 图 
LMA IR RAE BE ARMS AS: AR ABR A DTA 
同 ,但 用 肉眼 却 很 难 区 别 其 特征 。 后 来 为 了 把 与 地 形 在 一 起 的 岛屿 海岸 线 
描述 出 来 ,我 们 就 在 同一 画面 中 引进 一 个 平坦 的 参考 水 准 面 。 突 然 ,不 同 的 
D 值 在 图 上 极为 明显 。 我 们 还 应 记得 ,为 了 确定 运动 需要 一 种 称 为 静止 的 
标准 ,对 于 粗粮 度 同 样 也 是 真 的。 f 

最 近 我 们 意外 而 又 十 分 幸运 地 发 现 , 当 把 对 山脉 同样 的 方法 应 用 到 出 
谷 时 还 会 有 第 二 效应 。 当 构造 一 些 平 坦 部 分 (使 人 想起 湖泊 、 雪 堆 或 冲积 
地 ) 隐 藏 在 山谷 的 底部 ,就 迫使 人 们 注意 到 高 山 , 这 样 的 模型 表明 ,其 有 效 性 
超出 了 原来 的 预期 。 假 若 我 们 对 整个 地 形 看 得 太 久 ,就 会 极端 扫兴 了 ,因为 
在 高 斯 模型 里 谷底 象山 顶 一 样 “ 非 光滑 ”, 而 实际 的 山谷 要 光滑 得 多 。 目 前 
还 没有 能 计 入 这 种 差别 的 方法 。 

但 是 存在 “修改 "山脉 高 斯 模型 的 方法 ,使 山谷 解决 得 比较 好 。 最 简单 
的 修改 是 假定 地 形 各 部 分 之 间 的 唯一 差别 集中 在 竖 直 尺度 上 ,而 D 值 到 处 
都 相同 。 为 了 证 实 这 一 假定 ,我 们 减少 了 彩 图 - 5 中 高 斯 山脉 的 竖 直 尺度 。 
令 人 吃惊 地 ,它们 变 成 了 滚动 的 岩层 ! 相反 ,考察 任 一 几乎 接近 于 平坦 的 曲 
面 (例如 飞机 的 支 板 ) ,放大 它 的 粗糙 部 分 ,结果 证 明 在 一 阶 近似 里 非常 像 彩 
图 -5 中 的 高 斯 小 山 ,其 维 数 则 依赖 于 错综复杂 的 周围 环境 。 我 认为 此 结 

531 


HOUOUUUUUUO 


http: / / www. tulongwaihui. com 


果 不 能 应 用 到 谷底 是 无 根据 的 想法 。 因 此 人 们 不 会 奇怪 :把 D 对 山顶 有 效 
的 假定 也 应 用 到 谷底 的 一 阶 近似 。 

一 种 更 加 特殊 的 想法 是 , 当 竖 直 尺度 随 谷底 以 上 高 度 增加 时 ,对 各 处 具 
有 同样 维 数 的 小 区 域 的 尺度 加 以 限制 。 为 达 此 目的 ,在 本 彩 图 - 6 及 彩 图 
-4 的 标 图 山里 ,湖泊 水 平面 或 谷底 以 上 的 主 度 取 3 K aE 

相反 , 当 竖 直 尺度 随 底部 以 上 的 高 度 减少 时 (高 度 的 寡 次 小 于 1) ,我 们 
就 得 到 彩 图 - 7 中 的 高 坪 和 峡谷 。 

这 种 技术 虽然 很 粗粮 ,但 惊人 地 有 效 。 


彩 图 -8 和 彩 图 -9 永 不 存在 的 分 形 岛 屿 (从 天 项 观察 ) 


在 彩 图 - 4 的 底部 图 形 和 彩 图 - 4 至 彩 图 - 9 中 应 用 的 算法 都 基于 数 
值 傅 里 叶 方法 ,因此 产生 出 断断续续 的 光滑 曲面 ,虽然 根据 分 形 曲面 的 定义 
它 是 极端 粗糙 的 。 然 而 我 们 可 以 想象 成 这 是 在 光线 ( 它 的 波长 就 是 网 格 中 
格子 的 宽度 ) 下 看 到 的 山脉 ,在 这 种 光线 下 所 有 的 细节 部 分 全 都 看 不 见 了 。 

为 了 得 到 岛屿 ,我 们 集中 到 一 个 最 大 岛屿 周围 的 地 狐 ,把 某 个 参考 平面 
以 下 的 高 度 作 为 零 而 略 去 不 画 。 

彩 图 - 8 的 群岛 对 应 于 通常 的 布朗 地 貌 。 这 是 一 个 粗 劣 的 地 球 模型 ， 
因为 它 的 细部 太 不 规则 了 ,其 吻合 性 也 很 差 , 因 为 一 个 分 维 D = 5/2 的 曲线 
与 维 数 D = 3⁄2 的 海岸 线 相差 太 大 了 。 

彩 图 - 9 的 群岛 以 维 数 D = 2.200 的 持久 性 布朗 函数 代替 了 通常 的 布 
朗 函 数 ;而 把 到 为 与 人 的 直觉 相近 的 维 数 D = 1.200, 图 中 清晰 的 分 界线 与 
由 各 向 同性 机 制 而 生成 的 事实 完全 相 容 。 它 与 夏威夷 群岛 相 类 似 而 且 更 加 
美丽 ,难道 这 种 模型 就 不 能 对 火山 群岛 也 有 效 吗 ! 

海岸 线 怎样 紧密 地 充满 于 画面 对 海岸 线 的 直观 形状 有 很 大 影响 ,而 群 
岛 形状 的 侧面 并 不 完全 由 分 维 D 确定 ;因为 彩 图 -5、 彩 图 -8 和 彩 图 -9 
显示 出 它 与 靠近 一 个 最 小 的 或 最 大 的 区 域 有 关 , 这 参考 平面 起 着 最 重要 的 
作用 。 


彩 图 -10 达 芬 奇 的 洪水 图 


本 彩 图 只 是 达 芬 奇 图 画 中 的 一 部 分 , 达 芬 奇 在 本 图 中 把 水 流 表示 为 许 
许多 多 不 同 大 小 的 旋涡 之 到 加 。 对 旋涡 结构 的 认识 要 很 迟 才 进入 到 科学 阶 
段 。 在 十 九 世 纪 20 年 代 由 理 查 森 建 立 的 公式 才 部 分 进入 到 满 流 性 质 的 “ 标 
度 " 观 。 然 而 这 种 观点 迅速 地 滑 进 了 对 公式 的 探讨 ,而 完全 失去 了 几何 味 ， 
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这 也 (不 可 能 是 一 种 巧合 !) 就 证 明了 有 限 的 有 效 性 。 
本 书 所 阐述 的 理论 允许 把 几何 学 返回 到 对 满 流 的 研究 ,而 且 表 明 许 多 
其 他 科学 领域 在 几何 上 十 分 类 似 并 能 以 相关 方法 来 处 理 。 


彩 图 -11 北 高 的 伟大 之 波 


B adk R (1760 ~ 1849) 是 一 位 具有 巨大 智慧 和 能 力 的 画家 及 雕刻 家 ， 
从 任何 标准 看 ,他 都 是 一 位 天 才 , 他 为 各 色 各 样 的 旋涡 和 螺旋 所 吸引 。 作 为 
例子 ,只 要 用 一 张 邮票 大 小 的 雕刻 复制 品 ( 彩 图 - 11) 就 足以 说 明 他 的 声誉 
To 

分 形 的 概念 ”我 把 某 些 非常 不 规则 和 非常 支离破碎 的 几何 形状 放 在 一 
起 ,并 且 给 它们 造 了 一 个 术语 分 形 。 分 形 的 特征 是 对 每 一 种 想像 得 到 的 线 
性 尺度 (范围 在 零 和 一 个 最 大 值 之 间 ) 的 特殊 性 能 都 存在 的 。 而 线性 尺度 的 
最 大 值 有 如 下 两 种 情形 。 当 一 个 分 形 有 界 时 ,最 大 特征 尺度 就 具有 分 形 总 
尺度 的 数量 级 ; 当 无 界 分 形 的 一 部 分 可 以 框 在 以 Q 为 边 长 的 盒子 内 时 ,此 
图 形 就 具有 O 级 的 最 大 特征 尺度 。 从 数学 上 讲 ,构造 分 形 的 例子 可 从 彩 图 
-2 至 彩 图 - 9 中 找到 。 

分 形 分 别 在 两 个 不 同时 期 ( 近 一 个 世纪 ) 里 扮演 主角 ,而 且 担 当 了 完全 
相反 的 角色 。 

在 第 一 个 时 期 ,从 1875 年 到 1925 年 期 间 遵 愤 地 设计 的 某 些 分 形 (不 是 
“ 书 中 书 " 里 讲 到 的 ) 侵 蚀 了 流行 数学 的 根基 ,每 个 人 都 把 见 到 的 这 些 点 集 看 
作 “ 怪 物 ”。 

当 其 余 的 数学 被 当 作 物理 学 家 们 寻找 新 工具 的 潜在 猎物 场地 时 ,每 个 
人 都 同意 这 些 怪 物 与 描述 大 自然 完全 无 关 。 在 50 年 的 时 间 里 几乎 创造 出 
了 这 些 怪物 的 全 部 变种 。 

分 形 的 相反 角色 是 这 样 开始 的 。 当 我 在 研究 工作 中 开始 发 现 一 个 又 一 
个 的 怪物 能 够 担当 起 回答 某 些 古 老 问题 ( 即 人 们 常常 会 问 ,我 们 世界 的 形 
状 ) 的 有 力 工具 时 ,分 形 也 就 开始 担当 起 相反 角色 了 。 这 样 就 导致 发 现 许多 
新 的 分 形 例 子 ,以 及 对 分 形 几何 的 系统 阐述 。 本 书 就 是 论述 这 个 题目 的 。 

图 形 的 作用 ”计算 机 图 形 在 使 分 形 几何 学 被 人 们 接受 方面 起 着 最 重要 
的 作用 ,但 在 创始 时 期 还 只 是 一 种 表面 的 作用 。 就 是 说 ,最 具 感 染 力 的 是 分 
形 已 为 计算 机 工作 者 所 掌握 ,他 们 确信 ,这 种 新 工具 对 新 几何 学 的 诞生 是 十 
分 有 效 的 。 当 计算 机 还 处 于 萌芽 状态 时 ,我 就 阐述 分 形 几何 学 的 理论 ,然而 
我 让 其 偏重 于 借助 他 们 自己 直观 地 构造 实例 的 方向 发 展 。 

经 典 图 画 的 合成 ”再 来 考察 彩 图 - 1 和 彩 图 - 10, 几乎 就 象 任何 其 他 
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图 形 的 “合成 "一 样 , 即 对 于 在 图 形 的 总 尺度 和 一 个 内 界限 ( 当 再 比 它 小 时 ， 
细节 就 看 不 见 了 ) 之 间 的 几乎 每 一 种 尺度 ,至 少 认定 一 种 “特性 "是 非常 容易 
的 。 因 此 刻 划分 形 的 标 度 性 质 不 但 出 现 于 自然 界 ,而 且 也 存在 于 某 些 人 类 
最 精致 的 人 造 万 物 之 中 。 


BO 3 


夯 彩 色 图 的 计算 机 程度 是 由 沃 斯 (Voss，R. )( 彩 图 -6 至 彩 图 - 11) 和 
诺顿 (Noron，A. )( 彩 图 4 和 彩 图 5) 开发 的 。 
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维 数 索 引 


欧 氏 空间 的 维 数 (E) ,分 维 (D) 和 拓扑 维 (D7), 粗 体 数字 指 整 章 页 码 。 
当 欧 氏 空 间 的 维 数 用 EE 表示 时 ,其 值 可 是 任意 正 整 数 。 


1 .基本 几何 形状 及 其 精确 的 DD 和 Dr 


E D Dr Ñ 

* ” 欧 几 里 得 几何 中 的 “标准 ”点 集 (满足 D = Dr) 

单 点 E O 0 
有 限 个 点 E 0 0 
不 可 列 点 集 E 0 0 
直线 , 圆 : 所 有 其 他 的 标准 曲线 E 1 l 
平面 圆 盘 : 所 有 其 他 的 标准 曲面 E 2 2 
员 3 或 在 5 中 的 球 : 所 有 其 他 的 标准 体积 下 E E 


* 那些 (与 预料 的 相反 ) 不 是 分 形 的 点 集 


充满 平面 的 皮 亚 诺 “ 曲 线 ” 2 2 2 7 
Lig £11. 2 1 1 

KE $11 2 1 1 

R PES dise BA Bde 1 1 1 

及 中 的 分 数 布 朗 轨 迹 , 其 H< 1/E E E E 

* ” 非 随机 分 形 集 ( 满 足 D> Dr) 

康 托 尘 埃 :直线 上 的 三 元 点 集 1 log2/log3 0 

康 托 尘埃 ;三 元 以 外 的 。 E 0<D<E 0 

科 赫 曲线 :三 元 雪花 2 logi/logi 1 6 
科 赫 曲线 :虚构 薄片 的 边界 2 log4/log3 1 

科 替 曲线 :Harter - Heightway 龙 的 皮肤 2 1.5236 1 

如 “中 的 科 替 曲线 :三 元 以 外 的 2 1<D<2 1 6 
谢 尔 宾 斯 基 垫 片 和 箭头 曲线 2 logi/log2 1 14 
勒 贝 格 - 奥 斯 古 德 怪物 曲线 3. 2 1 15 
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勒 贝 格 - 奥 斯 古 德 怪物 曲面 3 3 2 


* ”随机 分 形 集 
布朗 线 -下 空间 分 形 : 
- 14 E>2 时 的 轨迹 E 2 1 
一 有 不 ?中 的 函数 2 3/2 1 
- fE. E- (E > 2) P S RC E 1+(E-1)/2 1 
- 线 - 线 函数 的 零 集 1 1/2 0 
布朗 空间 (或 球 ) - 线 的 分 形 : 
- R? -RAK 3 5⁄2 2 
-R?35 ROSH 2 3/2 1 
- 伯 杰 斯 标 置 满 流 等 温 面 3 52 2 
布朗 H 分 数 的 线 - 空间 分 形 : 
- 当 H> 1/E 时 的 轨迹 E | VH 
-F 1 1-H 0 
- BR 2 2-H 1 
布朗 H 分 数 的 空间 - 线 分 形 : 
- R? -区 的 函数 3 3-H 2 
- R? -R ARKUPE 2 2-H 1 
-BURAXH Kin FE 3 8/3 2 
莱 维 稳定 过 程 , 其 D<2: - 轨迹 E D 0 


H. 其 他 的 几何 形状 ,其 Dr 和 估算 的 DD 


* ”无 标 度 、 非 随机 分 形 集 
阿波 罗 垫 片 和 网 (精确 边界 :1.300197 < D < 1.314534) 


2 1.3058 1 

* ”随机 分 形 集 
中 ?中 重新 标 度 的 自 回避 随机 行走 / 
R'«WBEZUZÉ 2 1.33 1 
R 3 中 重新 标定 的 自 回避 随机 行走 3 1.67 1 
在 列 奥 波 德 和 朗 拜 因 网 格 中 的 河流 2 1.28 1 
临界 的 伯 努 利 逾 渗 集 团 

-平面 上 的 完全 集团 2 1.89 1 

-平面 上 的 骨架 2 1.6 1 
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Ech a) a ( JF E) 


E 


log, (E + 1) 


1 


M. 自然 界 的 标准 ( 欧 几 里 得 的 ) 对 象 , 及 其 Dr 和 D 


非常 精致 的 小 珠 

非常 精致 的 线 

空心 球 ( 里 边 和 外 边 都 磨 光 ) 
磨 光 的 球 (实心 ) 


WwW t9 m m 


v N= © 


o N- c 


IV. 自然 界 的 分 形 对 象 ,估算 的 Dr 及 其 典型 的 DD 


海岸 线 ( 理 查 森 指数 ) 
河流 网 络 堆积 成 的 岩 

各 条 河流 的 略图 ( 哈 克 指数 ) 
血管 系统 

布 满分 支 的 肺 膜 

树 皮 

分 形 误差 

标明 大 小 的 标 度 区 内 的 星系 
Wit Tem xn 

字 的 频率 
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m G G — G t9 t2 N NY LV 


w 


1.2 

2 

1.2 

3 

2.90 

3 

0.30 

1.23 
2.50 - 2.60 
0.9 


1 

1 7 

l 

2 

2 

2 

8 8 

0 9 

2 10,11 
n.a. 38 


http: / / www. tulongwaihui. com 


人 名 和 主题 词 索引 


1/f 351 1/f noise 312 
R/S 分 析 R/S analysis 475 
65- 方差 delta variance 248 
8-333 delta mean 248 
阿波 罗 尼 网 / 垫 片 / 包 Apollonian net/gasket/packing — 207,211 ~ 214 
RIRA Hermite, C. 46 
爱 因 斯 坦 Einstein, A. 250 
BIRD REZ Olbers paradox 468, 
奥 斯 古 德 。 Osgood, W. F. 5 

MLR - ~ 怪物 — Lebesgue - Osgood monsters 168 
巴 奇 里 亚 Bachelier, L. 407 
白 日 梦 , 佩 琳 的 daydream, Perrin’ s li 
半 稳 定性 — semi- stabiiitv — 429 
fu packing 

阿波 罗 尼 的 圆 、~ — circles, Apollonian 212 
贝 纳 德 胞 Benard cells 120 
毕 达 哥 拉 斯 。 Pythagoras 505 
PRR scaling — 5538 E 
标 度 范围 scaling range 107 
标 度 噪声 scaling noise 460 
病态 的 。 pathological — 4 
波 雷 尔 Borel, E. IH 
KERB — Boltzmann, L. 515 
伯 杰 Berger, J. M. 95 
HEK Birkhoff, G. 132 
伯 努 利 = Bernoulli, J. — 500 
(AS Aa Bernoulli percolation 157 
伯 西 柯 维 奇 Besicovitch, A. S. 5 

~ p sss — weighted curdling 463 
泊 松 曲面 Poisson surface 
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博学 erudition 25 
THES Hr fudgeflake 89 
不 规则 性 irregularity 
大 自然 的 ~ 和 支离破碎 性 — and fragmentation in Nature 8 
Au] fl 85 ok SE pU nondifferentiable continuous functions 第 6 章 
布尔 查 庶 — Bolzano, B. 5 
布朗 Brow, R. 3 
布朗 桥 bridge, Brown 431 
布 劳 韦 尔 Brouwer, L. E. J. 18 
布 利 高 。 Bouiigand, G. 37 
ENS, Cesaro, E. 5 
RAD - 皮 亚 诺 曲线 ， Cesaro - Peano curve 79 
测度 measure 
卡 氏 ~ — Caratheodory 445 
RIM BR ~ - Hausdorff 445 
测量 measurement 
~ 结果 的 任意 性 — arbitrariness of results of 3⁄4 
~ 海岸 线 的 长 度 — coastlines’ lengths — 第 5 章 
Mit (MAK) BH test (Hausdorff) function 445 
对 河 域 的 ~ - 面积 关系 — area relation for river basins 


海岸 线 ~ — of coastlines 第 5 章 

~ 的 度量 — measurement 第 5 章 
尘埃 dust 

Bit ~ ~ Cantor 225 

法 图 ~ - Fatou 225 

BRE SRE ~ -linear Levy — 262 

随机 线性 ~ — randomized linear 262 

Mia ~ — subordinated 363 


Bth Eby [a] relaxation times (distributed) 517 
R ruler 53 
MZA subordination $ 32 X 
ìk Darboux, G. 519 
达 芬 奇 — Leonardo da Vinci 120 
代数 algebra 6 
RF Dyson, F. J. 4 
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弹性 和 标 度 elasticity and scaling 515 
导数 (无 ~ 的 函数 ) derivative (functions without) 第 6 章 
岛屿 «islands 第 13 章 


~ 面积 -数量 关系 — area — number relationship 144 
~ 海岸 线 的 长 度 — coastline length 第 5 章 

~ 发 生 器 — generator 145 

~ 景色 -landscapes 第 28 章 

正方 形 科 赫 ~ -quadic Koh 62 

~H — strings 327 

三 元 科 赫 ~ - triadic Koh 第 6 章 


USAR — Democritus — 500 

德 摩根 de Morgan, A. 495 
PRB de Wijs, H. J. 118 

堤岸 watershed 72 

狄 拉克 ^ Dime, P. A. M. 27 
地 形 (布朗 ) relief, Bom 5528 & 
点 阵 (分 形 ) lattice (fractal) — 169 
点 阵 物 理学 lattice physics 396 


t r gasket 
阿波 罗 尼 ~ - Apollonian 212 
谢 尔 宾 斯 基 ~ - Sierpinski — 164 


调和 分 析 harmonic analysis # 39 # 

对 称 性 — symmetry 24 

二 元 集 ( = 康 托 尘 埃 ) — dyadic set (= Cantor dust) — 225 
二 重点 double points 164 

发 散 divergence 


海岸 线 长 度 的 ~ — coastline lengths 第 5, 6 章 
发 生 器 generator 

康 托 ~ - Cantor 262 

海岸 线 ~ - coastline — 145 

岛屿 ~ -island 145 

É~ - straight 61 


法 图 Fatou, P. 第 19 章 
法 图 尘埃 Fatou dust 225 
友 演 (几何 的 ) inversion (geometric ) 第 18 章 
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范例 书 casebook — 3 
范 内 斯 Van Ness, J. W. — 308 
飞行 中 继 站 flight' s stopovers 


柯 西 ~ - Cauchy 354 
莱 维 ~ - Levy 353 
瑞 利 ~ - Rayleigh — 352 


非 标 度 分 形 nonscaling fractals 5815-18 & 
非 均 匀 分 形 nonuniform fractals 第 16 章 
非洲 长 刀 / 美 洲 鹏 Pangaea/Panthalassia 318 
非 自 相似 分 形 non- self — similar fractals 。 58 15, 16, 20 Ñ 
FE AR 8018 Feigenbaum, M. J. 226 
费 勒 Feller, W. 28 
费 希 尔 Fisher, M. E. 140 
分 离 器 separator curve 229 
分 数 的 8- 方差 fractional delta variance 307 
分 数 布朗 fractional Brown 328 
分 数 的 布朗 运动 fractional Brownian motion 303 
分 数 的 积分 - 微分 Factional integro — differentiation 307 
分 数 维 数 Fractional dimension 19 
分 形 fractal 

~ 吸引 子 - attractors — 55 20 E 

~ RR -clustes 8,98 

~ 曲线 - curves 39 

~ 的 定义 — definition of 18 

~ 维 数 (分 维 ) — dimension 2 

~ 人 尘埃 -dust 88,98 

~ 误差 -ems 第 8 章 

~ 片  -fak 12 

~ 均匀 性 — homogeneity 104 

~ RE - lattice 169 


自然 ~ - natural 6 

~ 网 -net 169 

~ 噪声 - noise 第 8 章 

AE ~ ~nonlacunar 461 

非 均匀 的 ~ -nonuniform 第 16 章 
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逾 渗 的 ~ — percolation 269 
~ 集合 — set 6 
~H — zones 第 8 章 
分 支点 branch points 164 
冯 卡 诺 vun Kannon, D. 162 
浮游 生物 plankton 123 
傅立叶 Founer 
~ 分 析 -analysis 19 
~ 维 — dimension 443 
~ -布朗 - 维 纳 级 数 - Brown - Wiener series 432 
傅 尼 埃  Foumier d'Albe, E. E. 106 
LE covering dimensions 37 
n He Galois, E. 480 
高 斯 Gauss, C. F. 480 
高 斯 过 程 Gaussian process， 第 25, 27, 28, 30 章 
RAK Gulf Stream — 12 
怪物 monsters 4 
怪物 的 画廊 Gallery of Monsters 4 
轨迹 — trails 285 
分 数 布朗 ~ — fractional Brownian 309 
RRMA excess noise — 94 
哈恩 Hahn, H. 164 
哈 维 — Harvey, W. 186 
海岸 线 coastline 第 5,6 W 
海岸 线 发 生 器 coastline generator 145 
海绵 ( 谢 尔 宾 斯 基 ) = 门 杰 海 编 sponge (Sierpinski) = Menger sponge 
168 
1 pr scallop shell 232 
函数 Functions 
分 数 布朗 ~ — fractional Brown 第 27, 28, 30 € 
豪 斯 多 夫 Hausdorff, F. 4 
~ - 伯 西 柯 维 奇 维 数 — Besicovitch dimension 19 


~ 测度 — measure 445 
河流 排水 river discharge 303 
~ 的 分 数 布朗 模型 — fractional Brown model 311 
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赫 斯 特 Hurst, H. E. 

~ 噪声 — noise 306 

~ 现象 — phenomenon 305 
猴 树 monkeys tree 40 
湖泊 lakes 332 
混沌 /混沌 的 , chaos/chaotic ”210, 第 20 章 
火山 口 Craters 368 
EHR Hoyle, F. 271 
饥饿 的 龙 starved dragon 238 
吉 布 斯 分 布 Gibbs distribution — 513 
级 联 cascades 44 


上 升 的 ~ ~ascending 97 

FARR ~ — Hoyle 273 

诺 维 可 夫 & 斯 图 尔 特 ~ — Novikov & Stewart 273 
理 查 森 ~ - Richardson 67 

向 上 的 ~ — upward 97 


极限 集 ( 克 莱 因 的 ) — limit set (Kleinian) — 58518 # 
几何 艺术  geometricat 29 

价格 变化 。 price variation 第 37 章 

BR — gaps 第 34 章 

Ta] RHE Intermittency 120 


潮流 的 ~ — of turbulence 124 
箭头 ( 谢 尔 宾 斯 基 ) 曲 线 arrowhead (Sierpinski) curve 164 
接触 群集 contact clusters — 3 13 € 


截面 的 维 数 sections’ dimension 169 
经 济 学 Economics 第 37 章 
静脉 和 动脉 veins and arteries 186 
au Curie, J. 516 
卷 云 ， cim 第 34 章 
均匀 性 homogeneity 
分 形 ~ - fractal 104 
卡门 街 Karmen streets — 120 
开 普 勒 Kepler 115 
康 托 Cantor, G. 4 
~ 棒 / 饼 / 幕 — bar/cake/curtains 101,102 
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~ 魔鬼 楼 梯 — Devil’ s staircase 103 
~ 尘埃 -dust 第 8 章 


~ 集 — set (see Cantor dust) 19 
柯 西 Cauchy, A. 
~ 飞行 / 运动 - fligh/motion 354 


Blak ” Koch, H. vn 5 

科 赫 半 直 线 Koch half-line 51 
科 替 弧 Koch arc 51 

Blake IE — Koch pyramid 175 
科 赫 曲线 Koch curve 第 6 章 


箭头 ( 谢 尔 宾 斯 基 ) ~ — arrowhead (Sierpinski) — 142 
大 陆 (或 岛屿 ) 的 ~ — continent/island 145 

广义 的 ~ — generalization 69 

随机 ~ — randomized 299 

X -wiadc 第 6 章 


科 赫 群岛 Koch archipelago — 58 13 章 

科 赫 运动 Koch motion 52 

可 分 解 的 动力 系统 decomposable dynamical systems 244 
AARRE clustered dusts in space $89, 32-35 章 


星系 的 ~ -of galaxies 第 9 章 
莱 维 的 ~ -ley 第 34 章 

孔洞 Trems 第 31 章 

圆 / 盘 ~ - circle/disc 第 33 章 

球 ( 实 球 ) ~ - sphere (ball) 第 33 章 


跨 接 crossover 385 

拉 普 拉 斯 Laplacee, P. S. de 23 
HE — Leibniz, G. W. 23 
SHE Lewy, P. — 46 


~ 魔鬼 阶梯 —Devil’s staircase 350 
~ 尘埃 -dut 343 
~ 飞行 - flight — 353 


雷诺 ^ Reynolds, P. J. 125 
雷诺 数 Reynolds number 122 
RE Riemann, B. 307 

理 查 森 Richardson, L. F. 36 
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~ 级 联 - cascade 67 


~ 效应 — effect 36 
连通 性 (拓扑 的 ) connectedness, topological 129 
细 孔 的 ~ — succolarity 78 34 RE 


连续 统 , 康 托 ( 见 碌 托 尘埃 ) continuum，Cantor (see Cantor dust) 
链 (随机 )， chains (random) 276,277,279 

fit TAF quantum mechanics 27 

临界 群集 critical clusters 160 


~ 非 临界 群集 — noncritical clusters 160 
临界 维 criticai dimension 
伯 努 利 逾 渗 的 ~ — Bemoulli percolation 158 
科 赫 曲线 的 ~ — Koch curves 61 


临界 指数 critical exponents => 162 
六 角形 次 折线 hexa~squig 284 
龙 形 曲 线 dragon curve 


哈 特 - 哈 脱 韦 ~ — Harter - Heightway 81 
挛 生 龙 的 ~ —twindragon 82 
B ~ —seif- squared 225 


挛 生 龙 — twindragon 82 

YK — Lorenz, E.N. 26 

麦克 斯 韦 。 Maxwell, J. C. — 312, 515 

IÆ Menger, K. 18,168 

P1235 — Menger sponge 168 

闵可夫 斯 基 = = Minkowski, H. 37 
~ 香肠 -sausage 41 

模型 (随机 ) ”models (random) ”第 21, 22 & 

魔鬼 阶梯 /梯田 Devil' s staircases/terraces 100 
内 界限 inner cutoff — 127 

59/8 A curd/curdling 96 


(Bit) EA ER ~ — on the line (Cantor) 95 
GR BUR) # B) ~ ~ of galaxies (Hoyle) 112 
随机 ~ — random 第 23 章 
潮流 的 ~ — of turbulence 124 

加 权 的 ~ - Weighted — 463 

牛顿 Newton, I 4 
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庶 亚 效应 。 Noah Effect — 304 


欧 儿 里 德 Euclid 1 


帕斯卡 Pascal, B. 4 


HEDIS Poincare, H., 第 18 章 
泡沫 (分 形 ) foam (fractal) 167 
佩 琳 — Perrin, J. 第 2 章 
盆地 — Cup 334 


REH Peano, G. 4 


皮 亚 诺 曲线 Peano curves 第 7 章 

LI tiling 

齐 普 夫 Yipf, G.K. 421 

齐 普 夫 定律 (广义 的 ) Zipf law, generalized 421 
奇怪 吸引 子 strange attractors 245 

奇怪 折线 teragon 45 


起 始 器 initiator 45 


EBR lacunarty 第 34 章 
切线 (不 存在 ) — tangent (absence of) 第 2 章 
曲线 Curves 


自 回避 ~ -setf - avoiding 50 

无 切线 的 ~ — without tangent 9 

正面 积 的 ~ ~ with positive area 185 
J| — Rayleigh Lord, 

- Xf  -fig 32 


三 元 集 ( = BUE) temary set (= Cantor dust) 225 
三 元 康 托 集 ( = 康 托 尘埃 ) triadic Cantor set (= Cantor dust) 
Ag, = 皮 亚 诺 曲线 sweeps = Peano curves 70 

R trees 5516,17 E 

植物 ~ — botanical 199 

填 满 空间 的 ~ - space - filling 第 7 章 

树枝 状 ramification 第 14 章 


树枝 状 阶 数 order of ramification 171 


数据 传输 线 data transmission lines 93 


斯 图 尔 特 Stewart, R. W. 128 


HE deadvalleys 332 
四 重奏 quartet 91 
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随机 random 
~ 链 — chains 276 
~ 模型 — models # 21, 22 章 
RH Taylor, G. I. 
~ J £] fi Y Ji - homogeneous turbulence S308 
3H HH — pertiling — 7. 73 
统计 分 析 ( R/S) statistical analysis ( R/S) 475 
土星 环 Saturn' s rings 101 
潮流 turbulence 第 10,11 X 
~ 的 定义 - definition of 124 
拓扑 维 topological dimension 93 
拓扑 学 topology 20 
消 党 的 ~ — of turbulence 129 
外 尔 斯 特 拉 斯 Weierstrass, K. 5 
外 界限 outer cutoff 127 
分 形 误差 的 ~ - fractal eros 第 8 章 
ii otf ~ - turbulence $ 10,11 3€ 
网 (分 形 ) web (fractal) 169 
网 net 第 27 章 
维 纳 Wiener，N. 3 


维 数 dimension 
1 和 2 之 间 的 ~ — between one and two 51 
0 和 1 之 间 的 ~ - between zero and one 97 
布 利 高 ~ - Bouligand 37 
康 托 - 闵可夫 斯 基 ~ - Cantor - Minkowski 37 
Wit ~ — covering 37 
临界 ~ - critical — 61 
AH ~ — effective 21 
欧 几 里 得 ~ — Euclid 1, 38 
fir ~ — Fourier 444 
分 形 ~ (分 维 ) — - fractal 2 
分 数 ~ — fractional dimension 19 
豪 斯 多 夫 - 伯 西 柯 维 奇 ~ - Hausdorff ~ Besicovitch, 19 
相似 ~ ~ similarity 37 
拓 朴 ~ —topological 18 
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维 数 分 析 dimensional analysis 
分 形 ~ -fatal 第 12 章 
标准 ~ - standard 135 

涡 旋 eddies — 105 

无 限 性 /发 散 infinity/ divergence 


海岸 线 长 度 的 ~ — coastline length 5,68 


RERE error bursts 第 8 章 

吸引 子 attractors 第 20 & 

细胞 膜 cell membranes 141 

细 筷 succolarity 第 34 章 

相似 性 维 数 similarity dimension 48 

香肠 (闵可夫 斯 基 ) sausage (Minkowski) 41 
HAY — squaring ”第 19 章 


效应 effects 
WE ~ -Joseph 304 
WE -Noah 304 
理 查 森 - Richardson 36 
谢 尔 宾 斯 基 — Sierpinski, W. 5 
~ Mk - arrowhead/gasket 164 
~ HH -capet 16 
~H - gasket 164 


星系 /星系 团 galaxies/ galaxy clusters 105 
星系 的 分 布 distribution of galaxies, — 58.9 8E 
雪 片 曲线 snowflake curve 第 7 章 
艺术 at 7 
逾 渗 percolation 
HRH -~ - Bemouli 157 
~ RE - fractal 
HAR — cosmologie principle 255 
字 宙 学 原理 。 cosmographic principles 
条 件 ~ - conditional 256 
强 ~ -strong 256 
约 瑟 效应 Joseph Effect 3⁄4 
月 球 火 山口 Moon craters 368 
陨 星 meteorites 371 
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噪声 Noise(s) — 303 
MUN. ~ -Hurst — 306 
标 度 ~ — scaling 312 
BUR/JCTBURE creases/ creaselessness 290 
正方 形 科 赫 岛 quadric Koch island 62 
正方 形 扫 掠 Square sweeps 75 
支离破碎 性 fragmentation 
大 自然 的 ~ - in Nature 第 2 章 
支气管 bronchi 197 
织物 texture 第 34, 35 章 
直径 - 数量 关系 diameter — number relation 144 
直径 指数 diameter exponent 195 
植物 树 ^^ botanical trees 199 
中 点 位 移 midpoint displacement 第 26 章 
朱 丽 亚 Julia,G. 第 19 章 
朱 丽 亚 曲线 Julia curves 228 
自 反 演 分 形 self - inverse fractals 第 18 章 
自 回避 self — avoiding 
~ 布朗 运动 ~ Brownian motion 298 
~ PHR - Koch curves 50 
自 平 方 的 分 形 self - squared fractals 第 19 章 
自然 分 形 Natural fractal — 6 
自 相似 性 self- simiiarity 22, 44 
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分 形 理论 是 近 20 年 来 迅速 发 展 起 来 的 新 学 科 , 它 与 混沌 理 
论 和 孤子 理论 一 起 成 为 近期 非 线 性 科学 研究 的 三 个 主要 内 容 。 

本 书 是 分 形 几 和 何 学 的 创始 人 曼 德 布 罗 特 的 经 典 之 作 , 全 面 、 
完整 地 介绍 了 分 形 几 何 学 的 由 来 .发展 和 应 用 。 原 著 是 1983 年 
出 版 的 ,在 这 次 出 版 中 译本 时 作者 又 提供 了 自 1983 年 至 1996 年 
的 最 新 文献 目录 ,使 中 译本 更 具 参 考 价值 。 

本 书 从 上 海 交 大 凌 复 华 教授 提出 并 开始 翻译 至 今 已 有 十 多 
年 的 时 间 ,经 历 了 许多 曲折 。 要 感谢 原 书 作者 曼 德 布 罗 特 教授 的 
大 力 支持 ,不 但 专 为 中 译本 写 了 序言 ,提供 了 新 的 参考 文献 ,还 协 
助 解决 了 著作 版 权 问题 ,使 得 中 译本 能 顺利 出 版 。 更 要 感谢 上 海 
远东 出 版 社 着 眼 于 推动 科技 进步 ,积极 承担 了 本 书 的 出 版 任务 。 

本 书 的 翻译 工作 自始至终 得 到 北京 大 学 朱 照 宣教 授 的 支持 
和 指导 ,帮助 解决 了 多 处 译文 难点 和 中 文 译名 问题 。 

本 书 翻 译 过 程 中 得 到 了 复旦 大 学 许多 老师 .同学 的 帮助 。 金 
福 临 教授 给 我 热情 支持 和 协助 , 郭 往 驹 教授 帮 有 我 解决 了 许多 译文 
疑难 问题 。 外 文系 朱 静 教授 帮 有 我 解决 曼 德 布 罗 特 德 简历 中 涉及 
的 法 文 名 词 翻 译 。 还 有 赵 越 和 陆 忠 等 同学 协助 翻译 和 抄写 了 部 
分 章节 的 初稿 。 更 要 特别 感谢 在 潘 涛 博士 的 大 力 支持 下 ,请 刘 亚 
新 硕士 为 本 书 翻译 了 最 后 三 章 ,使 本 书 的 译 稿 全 面 完 成 。 

译 者 要 特别 感谢 中 国 新 学 科研 究 会 刘 洪 先生 ,为 将 本 书稿 推 
荐 给 有 关 出 版 社 他 付出 了 巨大 努力 。 

四 川 教育 出 版 社 的 何 杨 先 生 和 四 川 大 学 李 后 强 教授 阅读 了 
本 书 的 大 部 分 译 稿 ,改正 了 许多 错误 ,并 为 本 书 润色 。 译 者 对 他 
们 的 辛勤 劳动 致 以 深切 的 谢意 ! 

本 书 第 1 章 至 第 7 BURA 12 章 至 第 14 章 由 凌 复 华 教授 翻 
译 ; 第 40 章 至 第 42 章 由 刘 亚 新 硕士 翻译 ;其 余 各 章 均 由 本 人 翻 
详 ,并 负责 全 书 的 定稿 和 对 译文 的 错误 负责 。 北 京 大 学 黄 永 念 教 
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授 为 本 书 作 了 审 校 工作 ,他 认真 负责 , 一丝不苟 ,并 广泛 查阅 资 
料 ,纠正 了 许多 译文 中 的 错误 ,提高 了 译文 质量 ,使 本 人 受益 颇 
多 。 

由 于 本 书 的 翻译 工作 量 很 大 , 单 正文 就 超过 五 十 万 字 。 而 且 
作者 用 “散文 "笔法 叙述 ,涉及 的 内 容 上 至 天 文 , 下 至 地 理 , 说 古 论 
今 ,引经据典 ,翻译 的 难度 也 较 大 。 鉴 于 本 人 才 杖 学 浅 , 虽 经 多 次 
修改 译 稿 ,错误 仍然 难免 , 悬 请 读者 批评 指正 。 


陈 守 吉 
一 九 九 八 年 七 月 于 复旦 大 学 
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